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ETUDES

Un objet 4-dimensionnel,

le pentaédre régulier,

et son groupe d’isométries

par Lucien BENETEAU, IREM de Toulouse

Le triangle équilatéral admet 3 =6 isomdéries planes © les syméiries
par rapport aux 3 médiatrices et les produits de deux symétries, i.e. les 3
rotations {identité comprise}. De méme dans Vespace i 3 dimensions, le
tétraddre régulier admet 4! =24 isométriss ; § symétries orthogonales par
rapport aux plans médiajeurs des aréies, 12 rotations Gdont 3 ont pour
axes les droites des milieux de deux ardtes opposées) ¢t 6 permutations cir-
culaires des sommets {produit de 3 symétries distinctes). Dol la ques-
tion : guand peut-on dire qu'une figure de n points admet n! isomé.
tries 7...

En fait, presque jamais dans '‘notre espace’ 4 trois dimensions. Pre-
nons un exemple ; le cube. L'ensemble € de s2s 8 sommets est réunion
disjoinic de 2 téiraddres B, et B _<lasses d’équivalence pour la rela-
tion d(M,N)=+/2 ou0, Paréie du cube élant supposée de longueur 1. Iy
a 24 isométries de € qui conservent T, {ce wont fozfes les isométries du
tétragdre Go, ot 24 Bsométries de C qui dchangent T, of G (fg. D).

Ces dernidres s'obtiennent sous forme oof , 0 o est Mune delles
— utie isométrie échangeant By et 6., que 'on a choigie — et ol f
varie dans le sous-groupe des isométries %xant Typ . Ceda fait 48 isomé-
tries au total. On est bien bien Ioin de 8! . Du reste, il est clair qu*aucune
isométrie du cube n’appligue {AR] sur {A’,C’} puisque
d(A’,C)=y2 %1 =d(A,B}.

Prenons, par exemple, pour s la symétrie par rappori a P, plan
médiateur de (A,B) ; alors g( T)= T, sietseulementsi g=oof avec:

f{ .En] = az;n .
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figure §

Plus généralement dans toute figure F de notre espace comportant
n>4 points, au moins deux couples de poinis pnt des distances différen-
fes, et donc ne peuvent se correspondre par isoméirie : fes n! permuig-
tions des sommets ne sont done pas touies réelisebles par isoméirie. Dans
le plan on peut énoncer une propriété semblable pour (F| >3 . Comme
le triangle équilatéral dans le plan, le tétraédre régulier est iz plus grande
figure de Vespace R? gl la distance de deux points est consiante, ce qui kui
permiet de *'faire le plein’ d'isoméiries.

Une précision : si une figure F plane comporte 2 points #on alignés,
alorg toute isoméirie conservant F est déterminée par la permutstion
qu'elle réalise sur les sommets de F. Ainsi, le groupe I{F} des isométries de
F est isomorphe & un sovs-groupe de 8, groupe de toutes les permuta-
tions de # &léments. Il en résulie quesi #>3 ,alors |WF)| est ua divi.
seur strict de [Sql=a! {en vertu du théoréme de Lagrange). Méme
conclusion pour une figure de Pespace R? comportant n points son
copfangires avee a4,

Mous allons maintenant consttmrc un nouvel objet, le PENTAEDRE
REGULIER, figure de cing points de 1’espac¢ guclidien & guatre dimen-
sions Re possédant 5! isoméiries.

Pour ¢ela, souvenons-nous, Comnlent construit-on un tétraédre 4
partir ’un triangle équilatéral A A A, 7
Supposons A=A =A A, =1 et cherchoas upe point A, de
PPespace RY qui vérifie AGA,= AjA=AzA=1. L'équibarycentre
G={A+ A+ A;)/} est aux depx-tiers de la hauteur :
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Tout point M de la perpendiculaire I au plan A A;A; passant
par G vérifie MA,=MA,=MA, et MAf:MG*-i-m;-.Onaura AA =1

si Ay estl’un des deux points M définis par MGi=] - -;:- = .%.
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Faisons de méme & présent pour compléter le tétraddre
G= [AAnAyAgd (fig. 3}

par un cinquidme point Ay A distance 1 de chacun des sommets, Ceite
fois~ci Véquibarycentre T de T est aux 3/4 de la hauteur :

ra; = 3. Y% _ ﬁﬂ;fd <t poor i=1,2,34.
Ty
Plagons-nous dans R Les 4 points de G engendrent un hyperplan
H de RY, 1.2, une variété de dimension 3. Dong, Pensemble des points N

tels que Fﬁ est orthogonal & H est une droite passant par I'. Tout point
N de cette droite vérifie :

NA! = NI'*+TA? = NI+ 35-6 NAZ = NA? = NAl,

On aura donc AgA;=1 pour /=1,2,34 si Ay est I'un des deux
points N détermings par rwmz—%, soit. TN=~/3 /4= T0/4 .

Plus genéraiement dans tout R-espace euclidien de dimension a ,
on peui consirvire un repére de n+ 1 peoints A; avec AA =1 pour
tout ij. On procéde par récurrence en pariant d’une f‘ ignre de n
points possédant cette propriéts, soii F = [AA,,...,A,] . Soit h,=AG
ol G est Péquibarveentre de A Ay, Ay . . Par hypothéss de rdour-
rence, nous supposons H,<1., L'équibarycentre T de F  vérifie

A = "; ! A< 1 de sorte que 'on pourra prendre pour Ay, i Vun
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— Iy
quelcongue des deux poinis N déierminés par TNf=1- Q'.;fl-l F

En outre, Iz *‘haunteur” de la nouvelle figure obienue vérifie AL, =I'N?<1,
ce gui permet de poursutvre la récurrence.

g
1 s

. A;‘*A’"’l‘A’ .
figure 3 R N

Agt g+ A+ Ay
- &

Pourquoi le pentaédre régulier 7 admet-il 120=3! isométries ?
Etant dognés deux poinis A; et A; de 7, Phyperplan médiateur
H=méd(A,A) (i.e. le sous-espace affine formé des poinis équidistants
de A; et Ay contient les 3 autres poinis de F, de sorte gue la symétrie
orthogonale par rapport & H laisse invagiant ces trois points et échange A;
et A;. Ainsi e groupe des permutstions des sommets réalisées par isomé-
tries contient les trangpositions (AnAz), et donc aussi toute permutation
des sommets (toute permuiation est un produil de granspositions). Par
conségient, I § y=8,y et les isoméiries positives e T forment un sous-
groupe 1*{ §)=A; (groupe des permutations paires sur 5 éiéments, le
plus petit des groupes simples non abéliens). On montre de méme gue le
groupe d'isométries d’un ensemble “‘équidistant”™ de 7+ 1 points de R”
est isomorphe & S, .

A partir de Péguibarycentre G d'un ensemble éguidistant, on “voit®'
deux pnin_t_i que_lfonq ues de l"ensemble sous un angle consiant, (le produit
scalaire GA;«GA; est indépendant du choix de i et J pour i#j, par
transitivité).

L.a construction donnde ici du pentaddre régulier n'est qu'une mise
en forme détaillée d'une idée de Roger DESQ. Pour mémoire, rappelons

que Ay se décrit ausst comme le groupe des isométries positives de lico-
saédre {gui admet pour groupe d'isométyies otal AgXZ,) .
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