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ÉCHANGES 

Mathématiques et Prestidigitation 
par André ANTIBI, lREM de Toulouse 

PREAMBULE 

Dans l'étude qui suit, on ne s'intéresse qu'à un aspect, très important 
certes, de l'enseignement des mathématiques; "Comment apprendre aux 
élèves à faire des démonstrations" _ L'enchaînement des diverses étapes 
d'une démonstration nécessite des justifications mathématiques; les 
enseignants, bien sûr, les fournissent. Mais on ne met pas suffisamment 
l'accent (souvent pas du tout) sur un autre type de justifications, tout 
aussi importantes pour l'élève, qu'on pourrait appeler "justifications 
démonstratives" : pourquoi passe-t..,n d'une étape à la suivante? 

L'auteur du prèsent article tient à préciser que, dans son enseigne­
ment, il n'accorde pas toujours suffisamment d'importance à ce second 
type de justifications et qu'il a lui-même, très longtemps, proposé aux élè­
ves certaines démonstrations considéré~s dans l'étude qui suit comme non 
naturelles . 
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INTRODUCTION 

Les mathématiques sont considérées par beaucoup de personnes 
comme une discipline difficile, et il est généralement admis, de façon plus 
ou moins explicite, que, pour réussir dans cette matière, il faut être 
"douéH

, avoir "la bosse des Maths". Il n'est donc pas surprenant que les 
mathématiques constituent souvent un moyen privilégié de sélection. Au 
cours des nombreux débats d'enseignants relatifs à ces problèmes, il est 
question fréquemment de programmes trop chargés, d'effectifs trop 
lourds, de notions trop abstraites, de manque de liaison entre deux classes 
successives. Certes, les travaux effectués sur ces divers points ont contri­
bué à améliorer l'enseignement des mathématiques. 

Mais les enseignants eux-mêmes restent toujours persuadés, pour la 
plupart, qu'il est trés difficile de faire progresser de manière sensible un 
élève "peu doué". Dans le meilleur des cas, un tel élève saura utiliser 
quelques "recettes" très "classiques" pour résoudre certains problèmes~ 
mais progressera vraiment très peu sur le plan de la "rigueur" ou de la 
"vivacité de raisonnement n • 

A quoi sert, dans ces conditions, notre enseignement ? Il permet, 
bien sûr, aux élèves, de connaître de nouvelles notions et d'utiliser certai­
nes techniques qu'ils pourront appliquer dans d'autres disciplines, par 
exemple en Sciences Physiques. Mais, tel qu'on le conçoit actuellement, il 
ne permet pas vraiment d'améliorer la manière de raisonner de l'élève. En 
effet, en quoi consiste l'enseignement des mathématiques? Il comprend 
essentiellement du cours fait par le professeur (introduction et définition 
de nouvelles notions et démonstration de théorèmes) et des problèmes où 
on demande à l'élève de démontrer certaines propriétés, celui-ci pouvant 
utiliser tous les théorèmes établis en cours. Et c'est l'aptitude de chaque 
élève à résoudre des problèmes en temps limité qui détermine sa "valeur 
mathématique". On peut se poser alors une question bien naturelle: 

330 

Bulletin de l'APMEP n°339 -  1983



1. Apprend-oB à un élève à résoudre UB problème? 

Eh bien: "NON" ! 

Cette réponse un peu brutale, surprenante peut-être, correspond 
malheureusement à la réalité. 

En effet, voyons d'abord comment se déroule, la plupart du temps, 
le cours fait par le professeur. 11 est clair que la définition de nouvelles 
notions et l'énoncé de théorèmes font peu appel au raisonnement de 
l'élève. Reste la démonstration des théorèmes. A partir de certaines hypo­
thèses. le professeur arrive à la conclusion en passant par plusieurs étapes 
intermédiaires. Mais si cette démonstration est faite de maruère très rigou­
reuse, très claire, par un "très bon professeur", et si celui-d ne dit pas 
pourquoi on passe d'une étape à la suivante, ltélève assiste à tout cela, 
peut-être avec un certain plaisir d'ailleurs, comme à un très bon numéro 
de prestidigitation. Après tout, pourrait·on se dire, quel mal y a-t·iI à 
cela? Les élèves bénéficient d'un bon spectacle, effectivement. Mais il 
faut avoir conscience qu'en procédant ainsi on n'apprend pas à l'élève à 
faire une démonstration, à rèsoudre un problème: le prestidigitateur qui 
fait apparaître miraculeusement des pigeons se fait applaudir, mais. après 
avoir assisté à ce numéro, le spectateur n'est pas capable d'en faire 
autant; s'il veut y arriver, il lui faudra prendre des leçons de prestidigita­
tion. Or, qu'attend-on d'un élève? Sur quoi le juge-t-on? On le juge sur 
son aptitude à faire sortir des pigeons, à faire lui-même des démonstra­
tions. Il a donc besoin de leçons de prestidigitation. Il est clair alors que, 
de même qu'un mauvais prestidigitateur laisse entrevoir plus facilement 
ses méthodes, le professeur qui hésite en cours de démonstration et qui 
laisse entrevoir comment il arrive à la conclusion est souvent, contraire­
ment aux apparences, bien plus utile aux élèves. 

En ce qui concerne les exercices et les problèmes, l'élève, le plus sou­
vent, essaie, avec plus ou moins de succès, de trouver lui~même une solu­
tion. Ensuite, la correction se fait, la plupart du temps, de la même 
manière que la démonstration d'un théorème du cours: on expose ce qu'il 
faut faire sans analyser pourquoi on le fait. Ainsi, l'élève qui n'avait pas 
su faire Fexercice est tranquilisé d'une certaine manière, car il prend CQn­

naissance d'une solution possible, souvent mystérieuse à ses yeux, mais 
n'apprend toujours pas à faire une démonstration. Evidemment, après 
avoir assisté à la correction d'un très grand nombre d'exercices du même 
type portant sur les mêmes notions, certains élèves, les "meilleurs" _ peu­
vent ensuite trouver seuls la solution d'un exercice semblable: il est faux 
d'en conclure que de tels élèves ont appris à faire une démonstration; ils 
ont simplement assimilé une "recette". El en définitive c'est l'aptitude 
d'un élève àassimiler et à utiliser plus ou moins vite des recettes qui déter­
mine sa valeur mathématique. Il n'est alors pas surprenant du tout de voir 
que la très grande majorité des élèves sont incapables de rèsoudre un pro­
blème d'un type nouveau: ils ne sont pas préparés à cela. 
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On peut se demander pourquoi l'enseignement des mathématiques se 

fait ainsi. Est-ce tout simplement par habitude, par tradition? Est-ce à 

cause du manque de temps compte tenu de programmes trop chargés? 

Certains enseignants aiment-ils, au fond d'eux-mêmes, le côté magique 

des mathématiques qui, envoiltant les élèves, leur permet d'enseigner 

dans un silence absolu ? 


1. Est-ü possible d'Ilpprendre à uu élève à résoudre uu problème? 
Eh bien: HOUP'. 

Comment faire 1 D'abord, évidemment, il faut vouloir le faire. 
Avant toute chose, l'enseignant devrait faire réfléchir l'élève sur le genre 
de problème qu'il a à résoudre. 

2.1. On pent, pour cela, commencer par analyser les hypothéses et la 
conclusion. Signalons, à ce sujet, quelques points fondamentaux que tout 
élève devrait connaltre dès le collège. 

Les hypothèses 

Les hypothèses sont des propriètés supposées connues et que l'élève 
peut utiliser dans sa démonstration. Elles sont de deux types: 

- tes hypothèses spècifiques au problème considéré. 

- les hypothèses non spécifiques au problème considéré: ce sont 
toutes les propriétés mathématiques que l'élève est supposé connaître, au 
moment où il cherche à résoudre le problème. Il y a donc, dans ces hypo­
thèses non spécifiques, d'une part tous les théorémes mathématiques 
démontrés en cours à l'élève depuis le début de sa scolarité, et d'autre 
part, dans un devoir comportant plusieurs questions, les résultats établis 
aux questions précédentes. Ces hypothèses non spécifiques sont très nom­
breuses ; d'autant plus nombreuses d'ailleurs que le niveau mathématique 
de l'élève est plus élevé. Mais la plupart du temps, la nature du problème 
posé laisse facilement entrevoir (éventuellement en cours de démonstra­
tion) lesquelles vont être utilisées. 

La conclusion : C'est la propriété à démontrer. 

Deux cas sont envisageables: elle est connue ou elle ne l'est pas. 

- La conclusion est connue lorsqu'on demande de démontrer 
qu'une certaine propriété donnée est vraie. Donnons-en des exemples: 

• Démontrer qu'un certain quadrilatère est un parallélogramme 
• Démontrer que la fonction f : x ...... [x[ n'est pas dérivable en 0 
• Démon/rer Qu'une équalion admet au moins une solution dans un 

ensemble donné. Ce genre de question peut aussi se formuler. en notant S 
l'ensemble des solutions de l'équation: Démontrer que S est non vide. 
Sous cette forme, on voit bien que la conclusion est connue. 
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- Donnons quelques exemples où la conclusion n'est pas connue: 

• La fonction r : X f-> lx1est-elle dérivable en O? 
Plus généralement on peut transfonner ainsi n'importe quel pro­

blérne où la conclusion est connue en un problème où elle ne l'est pas: il 
suffit de remplacer "démontrer Que... " par "est-ce que .. .". 

• Résoudre urie équation ou ûne inéquation (ou uri système d'équa­
tions ou d'inéquations). 

• Développer une expression algébrique. 

• Ecrire sous fonne d'un produit de facteurs du premier degré une 
expression algébrique (factorisation en classe de Troisiérne) 

• uQue pellt~on en déduire 1" ou bien "Que peut-on dire ..." 
Notons que ce CM est distinct des précédents car non seulement on ne con­
nalt pas la conclusion, mais on ne sait même pas ce qu'il faut démontrer. 

• Déterminer le nombre de paquets de cinq cartes, prises dans un ieu 
de 32 cartes, contenant 3 cœurs. 

Plus généralement, dans l'énoncé des problèmes de dénombrement, 
on indique trés rarement la réponse (c'est, en quelque sorte, une 
tradition). 

Il est clair que le fait de connaitre la conclusion ne peut que simplifier 
un problème, parfois même au point de le rendre trop facile. C'est le cas 
si, dans une factorisation en Troisiérne, on indique la réponse (il suffit 
alors de développer) ou si, dans une équation du second degré admettant 
2 racines, on indique les 2 racines (il suffit de remplacer la variable par 
chacune des racines). 

Dans le cas où 1(1 conclusion est connue, on dispose de deux métho­
des de démonstration qu'on ne peut pas utiliser lorsque la conclusion 
n'est pas connue: on peut raisonner par l'absurde, onj)eut aussi partir de 
la conclusion. 

Le raisonnement par l'absurde: on suppose que toutes les hypothèses 
(spécifiques au problème ou non) sont vraies et que la conclusion est 
fausse. Si, en raisonnant par implication on arrive à une propriétè contre­
disant l'une des propriétés supposées vraies au départ, ou étahlies en 
cours de démonstration, cela signifie que le fait de supposer la conclusion 
fausse est absurde, donc la conclusion est vraie. 

Ce raisonnement est surtout commode lorsque le fait de supposer la 
conclusion fausse fournit une hypothèse qui, jointe aux autres, laisse 
entrevoir un départ possible de la démonstration. 

Signalons que lorsqu'on fait une démonstration par l'absurde (pour 
résoudre un problème où la conclusion est connue), on se trouve en pré­
sence d'un problème où la conclusion n'est pas connue, donc d'un pro­
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blème, a priori, plus difficile. Cette méthode de dèmonstration ne doit 
donc être utilisée que dans les cas où on ne voit pas comment démarrer à 
partir des hypothèses et où on ne peut pas partir de la conclusion . 

• Qu'entend-on par "partir de Ù1 conclusion" ? 

Notons ® l'ensemble des hypothèses et © la conclusion. Pour 
dèmontrer que ® implique © ' la démonstration nécessite souvent 
plusieurs implications successives. Il arrive fréquemment que lorsqu'on 
essaie d'arriver jusqu'à © en partant de ® on soit "bloqué" (parfois 
même au début). Ceci peut se produire lorsque "la distance" entre ® et 
© est "trop grande", c'est-à-dire nécessite plusieurs implications. On 
n'arrive pas alors à les prévoir toutes. Dans ce cas on peut essayer de 
réduire la "distance" entre ® et © en rapprochant © de ®. De 
manière plus précise, on remplace © par une propriété @ qui impli­
que © ct qui semble plus proche de ® . Il suffit alors d'arriver à @­
On peut, suivant les cas, soit aUer jusqu'à e soit remplacer @'ar une 
propriété © qui implique @, et ainsi de suite. 

Parfois d'ailleurs, en remplaçant simplement © par des propriétés 
équivalentes @ , e .... on arrive jusqu'à ®. En procédant ainsi, 
la démonstration est souvent bien plus simple et plus na.turelle (et tout 
aussi rigoureuse) que si on s'épuise, en partant de ® ' à vouloir arriver 
directement jusqu'à © . Beaucoup d'étudiants à l'Université, spécialisés 
en mathématiques, sont persuadés qu'il est incorrect de "partir" de la 
conclusion © pour faire une démonstration!. D'autres pensent qu'on 
peut éventuellement procéder ainsi sur son brouillon, mais que lors de la 
rédaction définitive de la solution, il faut ordonner les diverses étapes de 
la démonstration en partant des hypothèses; ainsi les propriétés naturel­
les (ê;), e ... apparaissent souvent. de manière mystérieuse, comme 
des ~pes astucieuses de la démonstration. En d'autres termes, pour 
reprendre l'analogie avec le prestidigitateur, le numéro se prépare d'une 
certaine manière au brouillon, et se présente dans ce cas d'une tout autre 
manière. Les enseignants et les auteurs de manuels scolaires procèdent 
souvent ainsi (malheureusement pour les élèves !). 

2.2. Comment apprendre à un élève à résoudre un problème? 
Certainement pas en se contentant de donner une solution au pro­

blème, ce qui, malheureusement, est très souvent le cas. Les élèves qui, 
avec un tel enseignement, arrivent néanmoins à s'en sortir, sont ceux qui 
ont réussi tout seuls à assimiler des mécanismes de résolution de certains 
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types de problèmes et à les utiliser pour résoudre des problèmes analo­
gues. Pour permettre à ces élèves de mieux comprendre ce qu'ils font, et 
aux autres (les moins "bons") de faire des progrès, il faut insister beau­
coup plus sur la démarche d'une démonstration que sur la démonstration 
elle-m1!me. Ceci pourrait être fait dès la classe de sixième. Dans certains 
cas, il ne faudrait pas hésiter à consacrer, pour une démonstration pou­
vant êlfe exposée en cinq minutes, une heure pour analyser la démarche 
de la démonstration; cette analyse peut se faire avant la démonstration 
(étude des hypothèses et de la conclusion), pendant la démonstration, et 
après. Une fois la démonstration terminée, on pourrait alors faire un 
récapitulatif des différentes étapes en se posant pour chacune d'eUes la 
question: °PourQuoi a-t-on procédé ainsi 1" 

Les étapes pour lesquelles on ne trouve pas de réponse satisfaisante à 
cette question peuvent être considérées comme "difficiles". Ces passages 
difficiles sont d'ailleurs beaucoup plus rares qu'on ne croit. Lorsqu'il y en 
a, on peut voir s'il n'y avait pas une autre démonstration plus facile. 

n est clair que si on a le chol" entre une démonstration sans étapes 
difficiles et une démonstration comportant une étape difficile (une 
"astuce"), il faut donner aux élèves la première, même si la seconde est 
plus courte! Parfois, il peut être utile d'indiquer les deux: c'est le cas par 
exemple si la seconde démonstration est nettement plus courte que la pre' 
mière, ou si "l'astuce" peut être utilisée dans d'autres problèmes, ou tout 
simplement pour comparer une démonstration nonnale (sans astuce) et 
une démonstration astucieuse. En tout cas, il ne faut surtout pas se con· 
tenter de donner la démonstration astucieuse sans dire un mot de l'autre, 
car alors les élèves, convaincus de la nécessité de l'astuce, garderont une 
fausse idée de cette démonstration. Un tel enseignement ne forme pas les 
élèves à la rèsolution de problèmes: il les déforme. Certains enseignants, 
malheureusement pour les élèves, ne partagent pas ce point de vue et 
aiment un peu trop les "jolies démonstrations astucieuses". 

L'analyse de la démarche d'une démonstration demande, bien sûr, 
du temps. Mais si elle est faite de manière approfondie pour un problème 
donné, on pourra par la suite, pour des problèmes analogues, faire une 
analyse plus sommaire. En tout cas, il est nettement plus formateur de 
traiter en profondeur la démonstration d'un seul problème que d'en troi­
ter plusieurs superficiellement, c'est-à-dire en se contentant de donner les 
solutions. 

3. Exemples 


Exemple 1 (niveau Troisième) 


Démontrer qlle pOllr t0ll8 réels a,b tels qlle: a~b, on a: 
a"; a+1? ,,; b 

2 
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Solution usuelle: 
Supposons que: Il .;; b. En ajoutant Il aux deux membres de cette 

inégalité on obtient: 10 .;; Il +b, d'où en divisant les deux membres 
par 2: a';; Il+b . 

2 
De même, en ajoutant b aux deux membres de j'inégalité a .;; b, on 

obtient: a+b .;; lb, d'où, en divisant par 2, a+b .;; b. 
2 

Commentaire: 
Dans cette solution, on ne dit rien pour justifier l'enchaînement des 

différentes étapes de la démonstration. Les élèves qui n'avaient pas su 
faire, seuls, un tel exercice, comprendront vraisemblablement cette solu­
tion mais penseront, peut-être, que ce n'était pas facile et qu'il fallait 
savoir comment démarrer. 

On va voir comment procéder pour que la correction d'un tel exer­
cice permette d'apprendre aux élèves à faire des démonstrations. 

Analyse des hypothèses et de la conclusion 
II y a deux hypothèses spécifiques: "a et b sont réels" et "a .;; b". 

Quant aux hypothèses non spécifiques, ce sont toutes les propriétés 
mathématiques supposées connues en Troisième: elles sont nombreuses. 
Mais il est normal de penser, compte tenu de la nature du probléme (iné­
galités dans R), à deux propriétés fondamentales: l'une, Hl' concernant 
la relation d'ordre et l'addition (tout se passe comme pour une égalité), 
l'autre, H2' la relation d'ordre et la multiplication (attention à la multipli­
cation par un nombre strictement négatif: on change le sens de l'inéga­
lité). 

La conclusion, ici, est connue : ce sont les deux propriétés a';; a+ b 
2 

et a+b .;; b. On peut donc, si cela est plus commode, raisonner par
2 

l'absurde ou partir de la conclusion. Ici on voit bien que le raisonnement 
par l'absurde ne simplifie pas le problème. Par contre, essayons de partir 
de la conclusion. 

Notons © la propriété a';; a "ti> . On a, pour tous réels a et b : 
2 

b d'après H. d'après H, 
a';; Il; Œ 1 2a';; a+ b i 3 a';;b 

._~ 

© 
@ n'est autre que l'hypothèse spécifique. Donc ©est démontrée. On 

démontre de même la propriété: a; b .;; b . 
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Si on essaie de faire cette démonlralion en partant de l'hypothèse 
a ~ b , ilfaut surtout bien faire remarquer que dans la conclusion figure la 
somme a +b . Pour la faire apparaître, on peut ajouter aux deux mem­
bres de l'inégaiité a~b, soit a, soit b. 

Présentée ainsi, celte étape de la démonstration est naturelle. Quant 
à la deuxième et dernière étape, elle est encore plus simple; on voit bien 
qu'il suffît de diviser par 2. 

Ici, en partant de la conclusion, la démonstration est plus simple, les 

propriétés @ et @ s'obtenant immédiatement. 

Exemple 2 (niveBu Troisreme) 
SolI a,b,c,d, des réels tels que O~a~b et O~c~d. 

Démonlrer que: ac ~ bd . 

Commentaire : 
Il convient, comme dans l'exemple l, de justifier les étapes de la 

démonstration. L'analyse des hypothèses et de la conclusion est tout à fa;t 
analogue à l'analyse faite pour l'exemple 1. Ici aussi, la conclusion est 
connue et le raisonnement par l'absurde ne simplifie pas le problème. On 
peut partir de la conclusion, mais dans ce cas on ne voit pas apparaître 
immédiatement des propriétès impliquant la conclusion et semblant plus 
proches des hypothèses. 

Partons donc des hypothèses. Il s'agit alors de bien justifier les éta­
pes de la démonstration. Dans la conclusion figurent les produits ac et 
bd . Comment les faire apparaitre ? On peut faire remarquer d'abord que 
l'hypothèse implique que a,b,c et d sont positifs ou nuls. Pour faire 
apparal!re ac, on peut multiplier les deux membres de l'inégalité a~b 
par c (ou encore les deux membres de l'inégalité c~d par a). 
On obtient CD ; ac~bc (ou ® ; ac~od). Pour obtenir bd on peut 
multiplier par d les deux membres de l'inégalité o~b (ou par bics 

deux membres de l'inégalité c"",d). On obtient ®; ad ~ bd (ou

® ; be ~ bd). CD el ® permettent de conclure. ® et ® aussi. 

Avec cette présentation, la démonstration est naturelle. On peut faire 
remarquer enfin que oc et bd peuvent apparaltre en multipliant les 
deux membres de l'inégalité a~b par c, puis par d. On obtient suc­
cessivement ; ac~bc et ad~bd. Mais là on ne peut pas conclure; c'est 
normal car on n'a pas utilisé toutes les hypothèses spécifiques; seules ont 
été utilisées les hypothèses; a~b, c;'O et d;'O. 

Exemple;) (Niveau Troisième) 
Soit un parallélogramme ABCD et soit M un point du plan. 

~Démontrer que: MA + MC = MB + MU • 
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Dans ee problème, comme dans les deux précédents, la conclusion est 
connue; l'hypothèse spécifique "ABCD est un parallélogramme" peut 
s'expliciter de plusieurs manières équivalentes. D'après la forme de la 
conclusion, il est normal d'écrire cette hypothèse sous forme vectorielle, 
et sans faire intervenir le point d'intersection des diagonales. 

ABCD parallélogramme _ AB - = DC ­
Ici aussi, la nature du problème laisse entrevoir les hypothèses non 

spécifiques susceptibles d'être utilisées: ce seront essentiellement les pro­
priétés de calculs dans l'ensemble des vecteurs du plan. 

, -­Partons de l'hypothèse. Comment, à partir de l'hypothèse AB DC, 
faire intervenir le point M qui figure dans la conclusion, et plus précisé­
ment les vecteurs MA, Mê, MB et MD? Il est tout à fait normal de 
penser à la relation de Chasles, car c'est la seule propriété permettant, en 
remplaçant un vecteur par la somme de deux autres vecteurs, d'introduire 
un nouveau point. 
___ __ ___ __ __ __ ___ ___ ___ ---/Jo-On obtient: 

AB DC ~AM+MB = DM+MC =i!> MC-AM MB-DM 
~MC+MA ;;; Mi+MD. D'où la conclusion demandée. 

On peut aussi, puisque la conclusion © est connue, partir de la 
conclusion en la remplaçant par une égalité équivalente dans laquelle les 
points A et B seront, comme dans l'hypothèse, dans un même membre. 
Ona: 

___ ___ C ",,~=*,;___ MA-MB___ © ___ --fi"' MD-MC 

Or MA-MB = BA et MD-MC = CD (Chasles). D'où la démons­
tration. 

Exemple 4 (Niveau Boc + 1) (extrait du problème ENSIDEUG du concours 
1981) 

Soit x E JO,ll et soit n un entier> 1. Démontrer que: 

Solution usuelle 

VI E [l,nI , nx- I ,;; IX-I (EJ 
D'où: VI E [I,nl , (nX-1)(e-1tn) ,;; (IX-l)(e- I tn) (E~) 
D'où: Vt E [l,nJ , (nX- I)(e-Iln) ,;; 'In+x-I e- I (E,) 

D'où: Jn (nX-1)(r1tn)dt,;; r' tn+x-I r' dt (EJ 

D'où la conclusion (C) 
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S<?conde solution 

On est dans le cas où la conclusion est connue. Il ya deux hypothèses 
spécifiques : x E ]0,1 [ ,et n entier >0 . La conclusion fait intervenir 
l'intégrale, la relation d'ordre dans R, la fonction exponentielle, et des 
fonctions du type y ~Y" où a est réel et y>O . Il est normal alors de 
penser aux hypothèses non spécifiques suivantes, ayant un rapport avec la 
conclUsion, et susceptibles d'être utilisées: croissance de l'intégrale, 
croissance ou décroissance des fonctions y ~ Y" . 

Comme la conclusion est connue, on peut partir d'elle. Guidés par la 
propriété de croissance de l'intégrale qui fournit une condition suffisante 
pour obtenir une inégalité entre deux intégrales, il est assez naturel de 
faire entrer nx- 1 sous le signe l .On a donc (C) ~ (E4)' 

D'après la croissance de l'intégrale, pour avoir (E4), il suffit d'avoir 
(E3)' On voit apparaître, dans les deux membres de (E3), le facteur e- t.tn. 
On écrit donc (El) sous la forme (E::) puis sous la forme équivalente (El) 
car, pour tout tE [I,n) , e-trn est >0. Pour avoir (C), il surfit donc 
d'avoir (El)' (El) est vraie car la fonction t ~ tx - l est décroissante sur 
[I,n) (car x-l <0). 

On a donc le schéma suivant: 

(C)~(E4) <= (E3)~(E2)~(EI) <= (x-I)<O <= xE IO,I[ 

Commentaires 

La première solution semble plus mystérieuse que la seconde. Or 
comment fait-on pour trouver une telle solution? Eh bien, tout simple­
ment, en faisant d'abord mentalement la seconde démonstration, puis en 
rédigeant la solution définitive en partant, cette fois, des hypothèses. Il 
est clair qu'un élève qui n'avait pas su faire un tel exercice, et à qui on 
n'expose que la première solution sans dire d'où elle sort, sera toujours 
aussi désarmé pour résoudre d'autres problèmes analogues. 

Signalons que, dans cete"emple, les hypothéses spécifiques n'ont pas 
été utilisées complétement. On a simplement utilisé les hypothèses: x< 1 
(pas nécessairement >0) et n > 1 (pas nécessairement entier), cette der­
nière hypothèse ayant été utilisée pour la croissance de l'intégrale. En réa­
lité on demandait de démontrer, dans la même question de ce problème, 
une autre inégalité pour laquelle on utilisait l'hypothèse x>O . Quant à 
l'hypothèse ;On entier", non utilisée, elle était donnée car c'est seulement 
dans ce cas que la propriété qu'on demandait de démontrer dans cette 
question allait servir par la suite. En général, dans un exercice isolé, tou­
tes les hypothèses spécifiques sont utilisées. Ce n'est pas toujours le cas 
pour une question d'un problème, comme on vient de le voir. C'est une 
raison supplémentaire pour partir de la conclusion (lorsque c'est 
possible), et pour ne pas s'acharner à portir des hypothèses en essayant 
désespérément de les utiliser toutes. 
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Exemple 5 (Niveau Troisième - Seconde) 

On va voir maintenant un exemple, analogue au précédent, mais 
encore plus significatif: dans l'exemple précédent, il étalt possible de 
faire la démonstration, en partant des hypothèses, sans même se rendre 
compte qu'en réalité on l'avalt trouvée, mentalement, en partant de la 
conclusion. Dans cet exemple, ce ne sera pas le cas: on sera obligé de par­
tir de la conclusion en la transformant por écrit. 

L'énoncé qui suit est le début d'un problème, posé en Seconde, con­
cernant une manière possible de trouver un encadrement du nombre .j3. 

1°) Montrer que si Xl est une valeur approcbée par excès de ..j3, alors 

YI = 1- est une valeur approchée par défaut de ,J3. 
Xl 

2°) Soit Xz = ~ (Xl +Yt). Montrer que Xz ,.; Xl' 

3°) Montrer que Xz est une valeur approchée par excès de ,J3. 

Comment trouver la 3ème question? Il s'agit de démontrer que: 
~2 ;;. $.On peut essayer d'utiliser les.deux pr~ières questions. c'est-à­

dire: x, ;;. $, Y, ,;; $, x, '" X, • SIon essaie de démontrer la conclu­
sion en partant des hypothèses. on n'obtient rien d'intéressant. Par COn­
tre, si on part de la conclusion, on a successivement : 

- 1 1 3 carxl>O ­
x,;;..,/3#T(XI+YI);;.F3#T(XI+ x, );;.$ # x,'+3;;.2.,f3x, 

Or xl + 3 ;;. 2.J3x, {::} x,' 2.J3x, + 3 ;;. 0 -# (Xl - "/3)2 ;;. 0, 

La propriété "(x, -.,j'j)' ;;. 0" étant vraie, la conclusion est démon­
trée. Bien silr, une fois cette démonstration trouvée-t-on pourrait la pré­
senter en commençant par la fin, c'est-à-dire: (x, - "/3)';;.0=> .... -x,;;..,j'j 
Mais cela n'est pas très sérieux! A moins qu'on veuille vraiment faire 
croire aux élèves que, pour faire des mathématiques, il faut être très fort. 

Signalons au passage que, dans cet exemple, aucune des propriétès 
établies dans les questions précédentes n'a été utilisée. La conclusion du 
3°) est vraie pour tout Xl> 0 (pas nécessairement;;'.,j'j). Cela signifie-t-il 
que le problème est mal posé? Ce n'est pas du tout évident. En effet dans 
la suite du probléme, On définissait y, à partir de x, (comme Y, avait 

été défini à partir de Xl) en posant: Y. = 1- ; puis On faisait établir 
1 x. 

que: X,- y, .;; T(x, - Y,), 

, 
Y, X, Xl 
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On voyait apparaître alors une manière possible d'encadrer .,[3 en 

continuant le procédé: X, = i (x, + y,) etc ... 

Bien sfir, on aurait pu demander de démontrer, dans la première 
question du problème que, en partant d'un nombre x, > 0 quelconque 

(pas nécessairement;;,../3) le nombre x, égal à 21 (x, + _3_) ,est ;;,";3;
x, 

la construction de la suite de points fournissant l'encadrement de ";3 
aurait alors commencé à partir de x, . Mais il est clair que l'introduction, 
en début de problème, d'un point x, >0 et < ,,13 aurait rendu plus dif­
ficile, surtout dans une classe de Seconde, la compréhension du procédé 
de construction de l'encadrement, en faisant jouer un rôle particulier aux 

deux premiers points de la suite, x, et y, = ~ . x, 
On voit donc, dans cet exemple comme dans le précédent, qu'on peut 

résoudre une question d'un problème en n'utilisant que partiellement les 
hypothèses spécifiques et les résultats établis aux questions précédentes. 
D'où, répétons-le, une raison supplémentaire pour essayer de partir de la 
conclusion (lorsque celle-ci est connue) : on utilise alors les hypothèses 
dont on dispose au fur et à mesure des besoins. 

Exemple Ci (Niveau Université ou ... niveau Troisième) 

Soli dune distanœ sur un ensemble E. Démontrer que d' 

est Une distance sur E. 

Nous ne nous intéresserons ici qu'à la démonstration de l'inégalité 
triangulaire. Il s'agit donc de démontrer que, si x, y et z sont trois élé­
ments quelconques de E, on a : 

d'(x,z) .;; d'(x,y) + d'(y,z) © 
Démonstration usuelle: Soient x, y, zEE. 

d étant une distance, on a : 
d(x,z) ,.; d(x,y) + d(y,z) 

La fonction f : u >---> ~1 est croissante sur R - 1-11. D'où:U 
+u 

d(x,z) ,;: d(x,Y) + d(y,z) 

1 +d(x,z) ~ 1+ d(x,y) + d(y,z) 


Or : 
_d(x,y)+d~= d(x,y) + d(y,z) 
1 + d(x,y) + d(y,z) 1 + d(x,y) + d(y,z) 1 + d(x,y) + d(y,z) 

~d'(x,y) + d'(y,z) 

D'où la conclusion. 
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c 

Commentaire 

C'est cette démonstration qui est traditionnellement donnée à l'Uni­

versité. Elle repose essentiellement sur la croissance de la fonction f. 


On peut se rendre compte que lorsqu'on demande à des étudiants 

d'université ou de classes préparatoires de faire seuls cette démonstration, 

ils y arrivent rarement. Il partent, en général, de l'inégalité triangulaire 

pOUl d , et sont vite bloqués. Quant à tous ceux qui ont vu, en cours, la 

démonstration précédente, ils restent persuadés qu'il y a une "astuce" : il 

faut penser à la croissance de f. On va voir qu'il n'en est rien. 


En effet, comme on est dans le cas où la conclusion © est connue, 

on peut partir de ©. Parmi les hypothèses spécifiques susceptibles 

d'être utilisées, on pense évidemment à l'inégalité triangulaire pour d . 


Posons, pour simplifier l'écriture, a = d(x,z), b = d(x,y). 

d(y,z). L'inégalité triangulaire pour d s'écrit: 


o~b+c (H,) 


Il s'agit de démontrer que: _1 ~ + _c_0 b ©+0 I+b I+c 

En multipliant les deux membres de cette inégalité par le nombre 
positif (1 +0) (1 +b) (1 +c) on obtient: 
© {:} (l+b)(1 +c)o ~ b(1 +o)(l+c) + c(1 +0)(1 +b) 

Et, après simplifications : 
© {:} o~bc+c+b+obc. 
Cette inégalité est vraie, car o,b,c sont positifs, et d'après (H,). 

En définitive, cet exercice que la plupart des étudiants d'université ne 
savent pas rèsoudre, est du niveau de la classe de Troisiéme, à la seule 
condition d'avoir donné au préalable la définition d'une distance. De 
plus, contrairement à ce qu'on pourrait penser, il ne nécessite aucune 
astuce! En partant de la conclusion, c'est un exercice facile au niveau de 
la Troisiéme ! Encore faut-il avoir fait réfléchir les élèves sur la manière 
de faire une démonstration. 

Evidemment il n'est pas inutile d'indiquer, en remarque, la première 
démonstration (Niveau Première), qui, bien que n'étant pas plus courte 
que la seconde, pent donner des idées pour généraliser ce procédé de cons­
truction de nouvelles distances à partir d'une distance donnée d (en pre­
nant d'autres fonctions f vérifIant certaines propriétés). Mais il est très 
maladroit de ne faire aux étudiants que la première démonstration, sans 
dire un mot de la seconde, et sans parler des généralisations possibles. 

• 
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Exemple 7 : Raisonnement par l'absurde (Niveau Licence de Mathémati­
ques) 

Démontrer que toute suite de points dans un espace topologique 
compact admet au moins une valeur d'adhérence. 

Démonstration : 

Soit X un espace topologique compact, et soit (x.)n E N une suite de 
points de X. Il s'agit de démontrer que: 
(C) 	 (x.) admet au moins une valeur d'adhérence. 

Notons A l'ensemble des valeurs d'adhérence de (x.); il s'agit de 
démontrer que A est non vide. Cette propriété peut s'écrire sous la forme 
équivalente suivante: 
(Cl) 	 ~ÀEX : VO ouvert::> IÀJ , VnEN , ~p ;;. n : xp E 0 

Si on note X. = fxp : p;;'n) on sait que A = n Xn 
.EN 

(il est même souhaitable de déftnir ainsi la notion de valeur d'adhérence 
d'une suite). (C) peut alors s'écrire sous la forme équivalente suivante: 

(C,) n Xn * cl> 
nEN 

L'hypothèse spéciftque "X compact" peut s'écrire avec des ouverts 
ou avec des fermés. Si on essaie de partir de l'hypothèse, on est bloqué. 
La conclusion étant connue, on peut essayer de la transformer: cela ne 
donne rien d'intéressant non plus. On peut alors essayer de raisonner par 
l'absurde. Supposons que la propriété (Cl) n'est pas vraie, c'est à dire que 
l'on a : 
(non C,) VÀ E X ~Il ouvert ::J IlIl, 3n EN: Vp ;;. n, xp !if Il 

L'ouvert Il et l'entier n ci-dessus dépendent de li. Notons-les Il, et n,. 
La propriété (non Cl) fait apparaitre une famille d'ouverts (110, E X 

recouvrant X et laisse entrevoir un départ possible dans la démonstra­
tion : en effet, il est alors normal d'utiliser la compacité de X (avec les 
ouverts) pour ce recouvrement particulier (110, E X de X. Il existe donc un 

nombre ftni n. de points de X, li" ... ". , tels que: ~ 0,. = X. On 
(1 i= l 1 

voit alors apparaître une contradiction: en effet les points Xn de la suite 
d'indice n ;;. Max ,">.:, i = 1, ... , nol n'appartiennent à aucun fi,, , 
donc n'appartiennent pas à X. 

On peut aussi raisonner par J'absurde en partant de (CJ. Ici aussi la 
propriété (non C.), c'est-à-dire " n X. = cI>" , laisse immédiatement 

nE~ 

entrevoir un départ possible de la démonstration, en utilisant cette fois la 
compacité de X avec les fermés_ On arrive facilement, comme précédem­
ment, à une contradiction. 
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4. Problèmes d'existence et problèmes de' détermination 	de points véri­
flant une propriété donnée. 

4.1. Inventaire de. types de problèmes. Exemples 
E désignant un ensemble, considérons des énoncés de l'un des quatre 

types suivants: 

(1) Déterminer tous les x de E tels que .•• 

(2) ExpHciter un élément li; de E tel que ••• 
(3) Démontrer qu'il existe au moins un x de E tel que ... 

(4) Démontrer qu'il existe un et nn seul x de E tel que ... 


Donnons tout de suite des exemples de tels énoncés; 


Type (1) 

a) Résolutions d'équations, d'inéquations ou de systèmes d'équa­
tions ou d'inéquations dans un ensemble donné. 

b) Détermination d'un ensemble de points du plan ou de l'espace 
vérifiant une propriété donnée ("lieux géométriques") 

c) Soit E un ensemble non vide. Pour tout ACE, on considère 
l'application fA de ~r (E) dans~· (E) défmie par : 

fA(X} = XnA 
Déterminer tous les A E :1' (E) tels que fA soit injective. 

Type (2) 

a) Trouver une solution particulière d'une équation donnée. 
b} Ecrire un polynôme du second degré P sous forme d'un produit de 

deux polynômes Ph P, du premier degré. 
11 s'agit d'expliciter un couple de polynômes du premier degré (P"P,) 

tel que: P,P, = P (L'ensemble E est ici l'ensemble des couples de pOly­
nomes du premier degré). 

c} Trouver une suite (fn) de fonctions numériques continues sur 
[0,1), telle que, pour tout x de [0,1) f-<x) converge vers f(x) , et telle 
que f ne soit pas continue sur [0,1). 

Plus généralement, cette situation se rencontre quand on veut explici­
ter un contre-exemple. 

Type (3) 

a} Démontrer que toute suite dans un compact admet au moins une 
valeur d'adhérence (exemple 7). 

b) Démontrer que deux ensembles E et F,munis d'une structure don­
née, sont isomorphes. 
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c) Démontrer que tout sous-groupe additif A de Z est de la forme 
nZ . Il s'agit ici de démontrer qu'il existe au moins un nEZ tel que 
A = nZ. 

d) Tous les énoncés du type: "Vy E F 3x E E tel que ... " 

En effet, une fois fIXé un élément quelconque y de F, il s'agit de 
démontrer qu'il existe au moins un x E E tel que •.. Cette situation se 
rencontre très fréquemment, par exemple dans les problémes de limite et 
de continuité, pour la surjectivité d'une application, pour la compacité 
d'un ensemble (avec les ouverts ou les fermés, ou avec les sous-suites si 
l'espace est métrique), etc. 

Type (4) 

a) Démontrer qu'une application f de E dans F est bijective. En effet 
une fois fixé un élément quelconque y de F, il s'agit de démontrer qu'il 
existe un et un seul x de E tel que y f(x). 

b) Démontrer qu'une application f définie sur un sous-ensemble A 
de E admet un prolongement unique T défini sur E et vétillant certaines 
propriétés. 

Comme on le voit, les problèmes de type (1), (2), (3) ou (4) se rencon­
trenttrès fréquemment. La classification précédente n'a évidemment pas 
qu'un intérêt esthétique. On verra en effet qu'il y a des méthodes de réso­
lution, peu nombreuses d'ailleurs, spécifiques à chaque type de problèmes 
(sauf pour le type (2»; d'où l'intérêt d'enseigner ces méthodes aux élèves 
et de les habituer à reconnaitre le type de problèmes qu'ils ont à résoudre. 

Autre interprétation de ces types d'énoncés 

Soit E un ensemble, et soit p(x) une fonction propositionnelle définie 
sur E, c'est-à-dire une propriété vraie pour certains x de E et fausse pour 
tous les autres. Notons V l'ensemble des x de E pour lesquels p(x) est 
vraie. 

Les énoncés du type (1), (2), (3), (4) peuvent alors s'écrire: 

(1) Déterminer V, 
(2) Expliciter un élément de V. 
(3) Démontrer que V est non vide. 
(4) Démontrer que V est non vide et Card V = 1. 


Ainsi par exemple: 


• Dans R, "..,2 - 1 = 0" est une fonction propositionnelle, vraie 
pour x = 1 ou - l, et fausse pour toutes les autres valeurs de x. On a ici 
V = (- 1, +1J. Résoudre l'équation "xl - l = 0", c'est déterminer V • 

• "Fx';;t2" est une fonction propositionnelle définie sur ~t. Ici 
V = [4, + 00[. Résoudre l'inéquation "$;'2", c'est déterminer". 
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• Soit f une application donnée de E dans F, et soit y un élément 
quelconque, rlXé, dans F. "f(x) = y" est une fonction propositionnelle 
sur E. V est l'ensemble des x de E tels que f(x) = y. Si, quel que soit y, 
V est non vide, f est surjective. Si de plus. quel que soit y. Card V = 1. 
f est bijective . 

• Dans l'exempl,, c) du type (1), la fonction propositionnelle est "fA 
injective" : c'est une fonction propositionnelle dans l'ensemble ~. (E) des 
parties de E. . 

Remarques préliminaires 

Remarque 1 : Dans les problèmes du type (1) ou (2), la conclusion n'est 
pas connue. Dans ceux du type (3) ou (4), eUe est connue. 


Remarque 2: Qu'entend-on exactement dans le cas (1) par "Déterminer 

V" ou encore par "Déterminer tous les x de E vérifiant p(x)" ? 


Prenons quatre exemples simples : 


a) Résoudre dans R l'équation x2 - 1 = 0 


b) Résoudre dans R l'inéquation 3x+ 5 ",0 


c) Résoudre dans R x R le système \ x + 2y 3 

12x+4y 6 

d) Soit k un réel > 0, différent de l, et soit P et Q deux points donnés du 

plan. Déterminer tous les points M du plan tels que MP = k. 
. MQ 

Dans l'exemple a) on a: V = (-1,+ 1] 


Dans l'exemple b) on a : V =] - 00 , 2]

3 

Dans l'exemple c) on a : V = 10 - 2y.y) : yERI 

ou encore: V = (x, 3 - x) : xE RI 
]. 

Dans l'ensemble dj, V est un cercle dont on peut préciser le centre et 
le rayon <en fonction de k et des points P et Q). 

On peut constater, d'aprés ces quatre exemples, que le type de 
réponse n'est pas toujours le même. Ainsi, dans l'exemple a), V ne conte· 
nant que deux éléments, il s'agit d'expliciter effectivement ces deux élé­
ments. Dans les trois autres cas V est infini. II s'agit alors d'ècrire V sous 
la forme "la plus explicite et la plus prècise possible". L'expression de V 
dépend donc du niveau mathématique de l'élève. Ainsi par exemple, dans 
le b), si la définition des intervalles 1- oo,al n'a pas été vue, on ne peut 

écrire V '" ] - 00 , - 2..] ; on dira que V est l'ensemble des xde R iufé· 
3 

rieurs ou égaux à - i . Dans le d), la définition d'un cercle de centre et de 
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-
rayon donnés étant connue, il est normal de ne pas se contenter de dire 
que V est un cercle mais d'en préciser, en plus, le centre et le rayon. Dans 
le cl, on constate qu'il peut y avoir plusieurs réponses possibles: dans ce 
cas V peut en effet s'écrire de deux manières différentes, aussi explicites 
l'une Que l'autre. 

On peut dire que lorsqu'on demande à un éltve de déterminer 
l'ensemble'V des éléments x d'un ensemble E vérifiant un certainefonc­
tion propositionnelle p(x), on lui demande d'écrire V sous la forme "la 
plus explicite et la plus précise possible" (compte tenu bien sûr des con­
naissances mathématiques qu'il est supposé avoir). 

Remarque 3 : Pour une fonction propositionnelle donnée sur E, si on a 
déterminé V et si V est non vide, on peut expliciter un élément de V. 
D'autre part, l'explicitation d'un élément de V implique que V est non 
vide. On peut écrire, de maniére symbolique: 

~I) Si V * .p;. (2)=}(3) 

11 est clair que les implications "symboliques" réciproques ne sont 
pas vraies i ~~néral : on peut expliciter un élément de V sans déterminer 
tout V «2) (1)) ; de même, on peut démontrer que V est non vide sans 
expliciter un élément de V «3)#}(2)). 
Néanmoins: 

1 Si Card V = ] , alors (1) {:}(2) 1 

4.2. Méthodes de résolution 

Problèmes de détermination de points vérifiant une propriété donnée 
(type (1) 

On dispose parfois de théorèmes qui permettent de conclure directe­
ment: c'est le cas par exemple de certaines équations d'un type classique 
(équations du premier ou du second degré, systèmes linéaires, certaines 
équations différentielles ...) 

Dans d'autres cas, on peut remplacer sans difficulté la fonction pro­
positionnelle p(x) par une fonction propositionnelle équivalente q(x), plus 
simple que p(x) et • 'non simplifiable". Ainsi par exemple, en classe de 3', 
pour résoudre dans R l'équationx2-1 = 0, on peut écrire que, pour tout 
xdeRona: 

x2-I~=O=(x- I)(x+ 1)=0 =x-] =0 ou 0>:+ 1=O=x= 1 ou x= -] 

La fonction propositionnelle p(x) : "x2 - 1 = 0" a été remplacée par 
q(x) ; "x = 1 ou x = -1". 

Dans tous les autres CilS, on peut procéder de la manière suivante: on 
démontre, par plusieurs implications successives, que: 
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(P) pour tout x de E, p(x) =*r(x) 

où r(x) est une fonction propositionnelle sur E plus "simple" que p(x) et 
non "simplifiable". Si W désigne l'ensemble des x de E tels que r(x) est 
vraie, (P) signifie que: 

(P') V C W 

On essaie alors de voir si l'autre inclusion (W C V) est vraie, c'est-à­
dire si, pour tout x de E, r(x)~ p(x). Parfois c'est vrai; on a donc 
W V. Parfois certains éléments de W n'appartiennent pas à V; V n'est 
alors pas égal à tout W mais à un sous-ensemble de W que l'ondéterrnine. 

Exemples: ils sont très nombreux. On a choisi trois exemples dont la solu­
tion est courte afin de mettre l'accent sur la méthode de résolution, sans 
alourdir inutilement cet article. 

Exemple 1 


Résoudre dmts R l'équation: Ix- 31 ~ x+ 5 

(classe de Troisième) 

On a, pour tout x de R : 

Ix-31 ~ x+5 '" (lx-3I)' = (x+5)' => -6x+9 = IOX+25 => x= 
Ici W ~ (- 1]. A-t-on W CV? En remplaçant x par - 1 dans 

l'équation initiale on a 4 = 4. Donc WC V. D'où V = W = 1 1]. 

Exemple 2 


Résoudre dans R l'équation: Ix- 3! = -x- 5 

(classe de Troisième) 

Comme ci-dessus on obtient V C W = (-1). Mais cette fois on n'a 
pas W C V (car 4 .. - 4) ; donc V est l'ensemble vide, c'est-à-dire que 
l'équation n'admet aucune solution. 

Exemple 3 (exemple c) du type (1» 

Déterminer tous les A de :1' (E) tels que l'application 
fA : X ....... X n A de ~. (E) dans 9' (E) soit injective. 

Si fA est injective, alors, pour toutes parties X, Y de E telles que 
fA(X)=fA(Y), on a X=Y. En particulier, l'égaiité fA(X)=fA(Y) est 
vraie pour X=A et Y=E (car fA{A)=AnA=A et fA(E)=EnA=A). 
D'où A=E. On a donc V C W = (E). A-t-on WC V? Oui car fE est 
j'application identité de l' (E); ceUe application est évidemment injective, 
Le sous-ensemble V des parties A de E telles que fA soit injective est 
réduit à un seul élément: E. 
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Remarquons que dans le premier exemple on aurait pu procéder 
directement par équivalence en ajoutant simplement dans le second mem­
bre de la première implication (quand on élève au carré) la condition 
"x + 5;;' 0". 11 en est de même dans le second exemple (la condition sup­
plémentaire étant cette fois" -x- 5 ;;'0"). 

Dans le troisième exemple, par contre, on ne peut pas arriver à la 
conclusion, de manière naturelle, en n'utilisant que des équivalences. Il 
convenait dans ce cas de procéder comme on l'a fait. On constate que, en 
Mathématiques Supérieures ou en DEUG, les élèves arrivent rarement à 
résoudre ce dernier exercice; il Y a certes une difficulté d'abstraction 
(l'ensemble ,)' (E) considéré est un ensemble dont les éléments sont des 
parties), mais, ce qui est plus inquiétant, c'est que les élèves ne savent pas 
comment démarrer et ne dispos~nt d'aucune méthode pour traiter ce 
genre de problème. 

Signalons enfin que, lors de la résolution de problèmes du type (1), 
les élèves commettent souvent l'erreur suivante: ils procèdent par impli­
cations successives. sans se rendre vraiment compte que ce ne sont que des 
implications (et non des équivalences) ; ils démontrent donc que: V C W 
et croient avoir démontré l'égalité V = W. Ils pensent parfois, lors de la 
résolution de certaines équations, que l'étude de l'inclusion réciproque 
W C V ne sert que pour voir s'ils n'ont pas fait d'erreur de calcul. 

On verra, dans la première question d'un exercice sur la résolution 
des problèmes du type (4), un autre exemple de problème de type (l), à 
savoir la détermination d'un lieu géométrique dans le plan. 

Problèmes d'explicitation d'un élément vérifiant une propriété donnée 
(type (2» 

Il n 'y a pas de méthode précise de résolution pour les problèmes de ce 
type. Il arrive donc fréquemment que ces problèmes soient plus difficiles 
à résoudre que les problèmes du type (1). Cependant, dans cette situation 
où on demande d'expliciter un élèment de V, on peut parfois en réalité, 
non seulement expliciter un élément de V, mais déterminer tout V (c'est le 
cas par exemple si card V = 1). On peut alors utiliser les méthodes de 
résolution des problèmes du type (1) et rendre naturelle l'explicitation 
d'un élément de V; il ne faut pas se contenter, dans ce cas, d'expliciter 
aux élèves un élément de V sans dire comment on l'a trouvé. 

Problèmes d'existenœ (type (3» 
Rappelons d'abord la troisième remarque préliminaire : 

(1) _SiV *,t.(2) =7(3) 

Pour résoudre un problème du type (3), on peut envisager deux cas : 

1" cas : On démontre que V est non vide sans être obligé, pour cela, 
d'expliciter un élément de V. 
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], cas: Pour démontrer que V est non vide, on explicite un élément de V. 

On peut dire, de maniêre schématique, que, dans le premier cas on 
démontre seulement (3), et que, dans le deuxième cas, pour démontrer 
(3), on démontre (2). 

Dans le pretnier cas on est en présence d'un problème où la conclu­
sion est connue (on peut donc par exemple raisonner par l'absurde). Dans 
le ~ond cas eUe ne l'est pas; de plus, comme on l'a déjà signalé. il n'y a 
pas ile méthode précise de résolution. Donc. a priori, dans le second cas la 
résolution est plus difficile que dans le premier. Néanmoins, si dans le 
second cas on est en mesure d'expliciter tout V, alors la résolution est plus 
simple car, comme on l'a déjà signalé, on dispose des méthodes de résolu­
tion des problèmes du type (1). 

Exemple 1 

Démontrer que toute suite de points dans un espace topologique 
compact admet au moiDS UDe valeur d'adbéretlce. 

Ce probléme a été résolu dans l'exemple 7. On a raisonné par 
l'absurde. On a donc démontré (3) sans démontrer (2) 0" cas). 

Exemple l 

Démontrer que si f et g sont deux applicallollll de R dans R conti­
nues eD xo, alors fg est continue en xo' 

Supposons que, au moment de trailer ce probléme, l'élève dispose 
des trois théorèmes suivants: la composée de deux applications continues 
est continue; l'application p : (x.y)~xy est continue sur R' ; si f et g sont 
continues en x., alors l'application (f,g) de R dans R' définie par 
(f,g)(x) = (f(x),g(x» est continue en x•. Pour démontrer que fg est conti­
nue en x., il suffit alors de remarquer que fg = po(f.g) et d'utiliser les 
trois théorèmes précédents. On démontre ainsi que, pour chaque 6>0, 
l'ensemble V des y> 0 tels que 

p(~): VxE[x.-'1, x. + '11 ,(fg)(x)E[(fg)(x.)-6, (fg)(x"H6) est non vide, 

sans expliciter un élément de V (1" cas). Si l'élève ne dispose que de la 
définition de la continuité pour résoudre ce problème, il est alors amené à 
faire une "démonstration directe", c'est-à-dire à "expliciter" un ~ de V 
en fonction d'un 6 >0 quelçonque donné et des autres données du pro­
blème. On est alors en présence d'un problème du type (2). 

Celte situation se retrouve dans les problèmes de limites (ou de conti­
nuité) quand on fait une démonstration directe. Dans ce cas, la difficulté 
de ces problèmes provient dufait qu'on est rarement en mesure dedéter­
miner loul V. On est donc en présence du cas le plus difficile de résolution 
d'un problème du type (2). Les théorèmes établis en cours permettent sou­
vent d'éviter de telles démonstrations directes. 
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Exemple 3: 

Démontrer que tout sOllJl-groupe additif A de Z est de la forme nZ. 

Soit A un sous·groupe additif de Z. 11 s'agit de démontrer que 
l'ensemble V des n de Z tels que A = nZ est non vide. 

Solution usuelle 

Si A = 101 , c'est vrai (n = 0) 
Si A * (01, A contient au moins un élément non nul, donc aussi 

l'opposé d'un tel élément (car A est un sous-groupe) ; donc l'ensemble des 
éléments >0, de A est non vide. 

Soit a le plus petit élément >0 de A. Démontrons que A = aZ. 

• aZ C A. En effet: a E A ; A étant un sous-groupe de Z, pour tout 
pEZ, ap E A. 

• A C aZ. En erfet : soit x E A. Démontrons que xE aZ. On sait 
que (division de x par a) il existe deux entiers relatifs p et q tels que: 

x = pa + q (avec 0 " q < a) 

q, égal àx-pa, appartient à A (car A est un sous-groupe). D'où, puisque 
a est le plus petit élément >0 de A, on a nécessairement q = O. Donc 
x = pa; d'où; xEcx.Z. 

On va voir pourquoi cette solution, rigoureuse certes, n'est pas satis­
faisante. On est en présence d'un prOblème de type (3), et, pour le résou­
dre, on a explicité, sans aucune justification, un n (à savoir n = a) tel que 
A = nZ. On s'est donc ramené à un problème du type (2). Or, dans ce 
problème, on est en mesure de déterminer tout V et de rendre ainsi natu­
relle l'explicitation de Il. En effet le cas A {Ol se traite facilement 
(n=O). 

Cas A *[01. Soit nEV. n est tel que A = nZ; alors A, ensemble des 
multiples de n. peut s'écrire: 

A [ ... , - 31 ni, - 21 Il 1. - 1Il 1, 0, 1ni, 21 n ;, 31 n1 •... ) 
d'où 1n 1 est le plus petit élément positif de A. Soit QI cet élément. 

Onadonc:n=aoun= -a.D'oùVC W={ a,+a). 

A-t-on W CV? C'est-à-dire: A = aZ et A = -aZ? Comme 
aZ = aZ, il suffit de vérifier que A = QlZ. Reprenons aussi la 
démonstration de l'inclusion ACaZ. Là nOn plus la solution donnée pré­
cédemment n'est pas satisfaisante, car il convient de dire aux élèves pour­
quoi on introduit la division de x par a. On pourrait procéder ainsi : 

• Soit xEA. Il s'agit de démontrer que:

CS> 3pEZ:x pa 
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On esl à nouveau en présence d'un problème du type (3). Comme 
dans lous les problèmes de ce type la conclusion est connue. On peut donc 
partir de la conclusion. On a : 

@ ..... xest..mullipledea ..... leresteqdeladivisiondexparaestnuJ 

@ @

Il suffit alors de démontrer C, comme précédemment. 

Problèmes d'existence et d'unicité (type (4» 

Il s'agit de démontrer, rappelons-le, que (P(x) désignant une fonction 
propositionnelle sur un ensemble E), "il existe un et un seul x de E tel que 
p(x) soit vrai" ou encore, en notant V l'ensemble des x de E vérifiant 
p(x): "V est non vide et card V = 1". 

Dans ce type de problèmes on demande donc de démontrer davan­
tage que dans les problèmes du type (3) : il y a la propriété supplémentaire 
"Card V = 1". On Va voir pourquoi, contrairement à ce que l'on pour­
rait peut.(!tre penser, les problèmes de ce type sont souvent plus faciles à 
résoudre que ceux du type (3). 

Pour résoudre un problème de ce type, on peut envisager, comme 
pour les problèmes du type (3), deux cas: 

1" cas : On démontre que V est non vide sans expliciter un élément de V. 

Exemple 1 : Démontrer que l'équation lx" + lx" ~ 12x + 8 = 0 admet 
une solution et un. seule daDli R. 

Posons f(x) = lx" + 3x" - 12x + 8. On a : f continue sur R. 
lim f = oc, lim f = + oc. D'après le théorème de la valeur inter­
-00 +00 

médialre l'équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans R. Une 
étude classique des variations de cette fonction montre alors que l'équa­
tion considérée n'admet qu'une solution dans R. 

Exemple l : 

Démontrer que le système 

3X+2.Y=1 
x - y = -5! 
admet une solution unique dans R x R. 

Il suffit de dire que le déterminant de ce système (égal à - 5) est non 
nul et d'utiliser un théorème classique. 

Dans cet exemple, un seul théorème a permis de démontrer les deux 
propriétés de la conclusion. 
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Exemple 3 

Démontrer que dans l'espaœ vectoriel E (sur Rl des applications 
affines de R daus R. les deux applications fh f, définies par 

f,(xl = -2x + 1 el f,(xl = 3~ - 2 
constitueut UDe base. 

Démonstration 

Soit f: x 1-+ ax+bEE 
If s'agit de démontrer qu'il existe un couple unique (h,I') de réels tel 

que f = Xf, + l'f,. Soit V l'ensemble des couples (h,I') tels que 
f = Xf, + p.f,. 
On a pour tout (h,p.)ER x R : 

(X,I')EV 	~ VxER, f(x)=Àf,(x)+p.f,(x) 
~ VxER, (a+2À-31')x+b-À+2p.=O 

J -2). + 31' = a 

~I À 2p.=b 


Ce système ayant un déterminant non nul, il admet un unique couple 
solution (À",!,<» (qu'on pourrait d'ailleurs expliciter en fonction de a et b). 
D'où V = l(À".Il<>l!. 
Commentaires 

Il serait maladroit, dans cet exemple, de démontrer d'abord que 
lf"f,l est libre puis que c'est une famille génératrice; d'autant plus mala­
droit que pour démontrer que c'est une famille génératrice, on fait la 
démonstration précédente qui permet de tout démontrer d'un coup. Ces 
maladresses, dans ce genre de problèmes, conduisent d'ailleurs très sou­
vent à de graves fautes de raisonnement. En effet, supposons que l'on 
démontre d'abord que c'est une famille libre. Si ensuite, pour démontrer 
que c'est une famille génératrice, on fait la démonstration précédente sans 
s'assurer qu'on a des équivalences mais simplement des implications, 
alors la démonstration est évidemment fausse: On démontre ainsi que 
V C 1(l\o,!'<>H, c'est-à-dire que V contient au plus un élément, ce que l'on 
savait déjà d'ailleurs puisque lf"f,! est libre. En définitive, on démontre 
deux fois que If"f,! est libre mais on ne démontre pas que c'est une 
famille génératrice ! On retrouve ce genre d'erreur pour démontrer 
qu'une application est bijective : on essaie de démontrer séparément 
l'injectivité et la surjectivité mais en réalité, quand on veut démontrer la 
surjectivité on procède par implications et on ne fait ainsi qu'une seconde 
démonstration de l'injectivité! Signalons d'ailleurs que, démontrer qu'un 
sous-ensemble d'un espace vectoriel est une base, revient à démontrer la 
bijectivité d'une certaine application. Ainsi dans l'exemple précédent, si 
on note 'f l'application de R' dans E définie par ",[(À,p.}] = ).f, + p.f" 
démontrer que If"f,! est une base revient à démontrer que", est bilective, 
l'injectivité de '" correspondant à l'indépendance linéaire de f, et de f" et 
sa surjectivité au fait que If"f,j est une partie génératrice. 
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Ces erreurs de raisonnement sont si souvent commises par les élèves à 
tous les niveaux (y compris à l'université et dans les grandes écoles scienti­
fiques) qu'on est obligé d'en tirer la conclusion suivante: 

"ON NE LEUR A JAMAIS VRAIMENT APPRIS, AU COURS 
DE LEURS ETUDES, A FAIRE DES DEMONSTRATIONS" 

J' cas : Pour démontrer que V est non vùie, on explicite un élément de J' 

Or on est dans le cas où Card V = L Donc, comme on l'a signalé 
dans les remarques préliminaires, expliciter un élément de V revient à 
déterminer tout V. On dispose donc des méthodes de résolution des pro­
blèmes du type (1); donc, dans ce second cas, il est plus simple de démon­
trer l'existence et l'unicité que l'existence. Parfois, On peut déterminer V 
directement, en remplaçant successivement la fonction propositionnelle 
p(x) par des fonctions propositionnelles équivalentes, la dernière étant de 
la forme "x = xo" où .... est un élétnent de E. On détnontre ainsi que V 
est non vide et que Card V = 1. Souvent On peut démontrer, par implica­
tions successives, que V C I....l ; on démontre ainsi que Card V" 1. On 
vérifie ensuite l'autre inclusion Ix.1 c V. On a donc V (x.l. 

EXEMPLES 

Exemple 1 : (lignes de niveau) 
Soit 0 un poiot du plan (P) etliun vecteur 000 ouI, Ou pose, pour 
tout ME(P), f(M) = u.OM. 
1°) Soit kER. Dt!tenniner la ligne de olveao k de f, c'est-à-dire 
l'ensemble Ct des poiots M du plan (P) tels qoe '(M) = k. 

2°) Démontrer que, par tout poiot B du plan (P), passe une unique 
ligue de oiveau de f. 

Démonstration 

1°) JI s'agit d'un problème du type (1). L'ensemble V à déterminer 
est noté ici Ck • La définition même du produit scalaireü • OM nous con­
duit naturellement à considérer le point A de (P) tel queü = OA, et la 
projection orthogonale sur la droite (O,A) que nous noterons D. Dési­
gnons, pour tout M E{P), par PD{M) l'image de M par cette projection 
orthogonale. 

M 

Lo A PD(M) D 
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- -On a, pour tout M de (P) : 

MECk=OMoOA = k =OPD(M).OA 

Or : OPD(M) = ... k <= la projection orthogonale de M sur D a une 
OA 

abscisse toujours égale à k . 
OA 

<=> M appartient à la droite 6 orthogonale à D et 

passant par le point de D d'abscisse k 
OA 

Les équivalences précédentes sont simples; il est inutile de procéder 
par implication et de démontrer ensuite que 6 C Ck• 

2") Soit BE (P). Il s'agit de démontrer qu'il existe un unique réel k 
tel que: B ECk' Soit V l'ensemble des k E R tels que B ECk' On a, 
pour tout k de R : 

k E V= OA.OPD(B) = k 

D'où le résultat: k est unique et on a sa valeur. 11 est maladroit dans 
cette question de démontrer d'abord l'existence d'une ligne de niveau pas· 
sant par B puis l'unicité. Cela peut donner aux é1éves une fausse impres­
sion de difficulté. Comme on vient de le voir, une seule équivalence a 
suffi pour démontrer cette question. 

Exemple 2 (bases duales) 

Soit (e" e2' •••, enl une base d'un espace vectoriel E sur e et soli E* 
l'espace vectoriel des applications linéaires de E dans e. On pose, 

n 
pour x = ' e,x) = Xj (j = 1,2,... ,n). Démonlrer quej: 1 XI Ci 

~ ~e:, e~, ... e:l est~ une base de E* . 

Démonstration 
La linéarité des er se démontre facilement. Démontrons qu'ils cons­

tiluent une base. 

Soit fEE· 

Notons V = 10", .... lin) E en : f = 

Il s'agit de démontrer que V est non vide et que' Card V = 1. On a, 
pour tout (X" ... , lin) E en : 

n 
(X" ... , Xn)EV = VxEE. f(x) = l Xi e,(x) 

Î= 1 
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Comme on veu~ expliciter les hl' il est. normal d'écrire l'égalité précé­
dente pour x = ej U = l, ... , n). un obtIent: 

(À.....' h.) EV==} Vj = l, 2, ... , n, f(ej) = hj' 

D'où V c (f(e.), ... , f(en»l 
Cette inclusion ne signifie pas que le1, ... , e~l est une famille généra­

trice ! Elle signifie que c'est une famille libre. Pour démontrer que c'est 
une famille génératrice, il suffit de démontrer l'autre inclusion, c'est-à­
dire que: 

n 
yf = f(e!JeT. Ceci se fait facilement. 
;~I 

Commentaires 
Comme on l'a déjà signalé, il est trés maladroit de démontrer séparé­

ment que c'est une famille libre puis une famille génératrice: en effet, 
pour démontrer que c'est une famille génératrice, ou bien on se contente 
d'expliciter des hi qui conviennent sans dire comment on les a trouvés, et 
alors ce n'est pas satisfaisant puisque, comme on l'a vu ci-dessus, On peut 
justifier le choix des hi; ou bien on justifie le choix des Àj comme 
ci-dessus, et alors il est inutile de démontrer ensuite (une seconde fois) que 
la famille est libre. 

Il est trés rare de trouver des problèmes du type (4) où l'explicitation 
d'un élément de V ne puisse pas être rendue naturelle. Or dans l'enseigne­
ment usuel et dans les livres, on "oublie" très souvent de rendre ces 
démonstrations naturelles. Il est de tradition de démontrer séparément 
l'existence et l'unicité! Pour démontrer la bijectivité d'une application, 
on démontre séparément l'injectivité et la surjectivité! Il n'est alors pas 
surprenant que de telles démonstrations paraissent astucieuses aux élèves, 
et que, en présence de tels problèmes, les élèves soient trés souvent 
désarmés. 

Exemple 3 
Soient E et F deux espaces vectoriels sur le même corps (R ou C), 
eH e2, .~., en une base de E et Vh V2~ •• ., vn n vecteurs donnés de F. 
Démontrer qu'il existe une application linéaire unique f de E dans F 
teUe que, pour tout i = 1,2, ... , n, f(ei) = Vi' 

Démonstration 
Désignons par î: (E;F) l'ensemble des applications linéaires de E 

dans F et soit V l'ensemble des f de î: (E; F) vérirlant la fonction proposi­
tionnelle Pro :"Vi = 1,2, ..., n, f(ei) = vi'. Il s'agit de démontrer que 
V est non vide et que Card V 1. Déterminons V. On a, pour tout 
fE C (E;F) : 
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Soit f. l'application définie par (D. 

On a donc V c: {f.1 . 

A-t-on (f.1 cV? C'est-à-dire/est-ce que, pour tout 1 = 1, 2, .... n, 

f.(el) = vi? Il est immédiat de voir que ceei est vrai. D'où V = !f.l_ 

Commentaires 
La démonstralion précédente est fausse. En effet, telle qu'elle a été 

faite, on a pris comme ensemble de référence l'ensemble r (E;F). Or cet 
ensemble est évidemment inclus dans un ensemble plus grand, à savoir 
l'ensemble :1 (E,F) de toutes les applications (pas forcément linéaires) de 
E dans F. En réalité, l'inclusion "V C \f,l" a été établie dans j'ensemble 
:F (E,F) et non dans :F (E;F). Cette inclusion permet de dire que, si une 

application f de E dans F est linéaire et vérifie p(f), alors f = f,. f. est 
donc la seule application possible. Pour démontrer l'inclusion réciproque 
lf.1 C V il faut, certes, démontrer que f, vérifie p(f) mais il faut aussi 
s'assurer que f. est linéaire, ce qui, d'ailleurs, se fait sans difficulté_ Ceci 
n'a pas été fait dans la démonstration précédente. Celte situation se ren­
contre lorsqu'on veut déterminer un ensemble V, et que l'ensemble de 
référence est lui-même contenu dans un ensemble connu on peut 
"glisser" dans l'ensemble plus grand sans s'en rendre compte. 

CONCLUSION 

Tous les points délicats concernant l'enseignement des mathémati­
ques ont-ils été abordés dans cet article? Non. Il reste, bien sûr, d'autres 
difficultés, par exemple: 

Le langage: certains élèves, surtout au collège, ne comprennent pas de 
manière précise le sens des mots utilisés dans l'enseignement de cette disci­
pline. Cette difficulté n'est d'ailleurs pas spécifique à cette matière. 

L'introduction des nouvelles notions: clIe est souvent faite de façon trop 
artificielle. On devrait toujours faire le lien entre les nouveaux concepts 
introduits et ceux que les élèves connaissent déjà, et commenter l'évolu­
tion historique des nouvelles notions et leur utilité (application à la physi­
que, par exemple). 

L'abstraction: certains élèves ont du mal à assimiler certaines notions 
trop abstraites parœ qu'ils ne les perçoivent pas bien. 
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Les mathématiques sont donc suffisamment difficiles comme cela. [/ 
nefaul surtout pas les rendre encore plus difflCiles, en faisant les démons­
trations sans expliquer en profondeur l'enchaînement des différentes éta­
pes. 

Elles mathématiques modernes dans tout ça ? Elles auraient pu per­
mettre d'améliorer sensiblement l'enseignement. En effet, grâce à la théo­
rie élémentaire des ensembles, on peut formuler beaucoup de problémes 
de façon bien plus rigoureuse qu'avant; on peut aussi mieux comprendre 
certains problèmes, de nature a priori différente, en les étudiant dans un 
cadre général commun. Ainsi, par exemple, dans l'étude des problémes 
d'existence et de détermination d'ensembles, il est apparu que la résolu­
tion d'une équation, d'un système d'équations, et la recherche d'un lieu 
géométrique dans le plan, sont des problèmes de même nature, ils peuvent 
donc se résoudre par les mêmes méthodes. 

Malheureusement, les mathématiques modernes ont été mal utilisées, 
trop vÎte, à trop forte dose, et de façon trop abstraite. Paradoxalement, 
alors qu'elles auraient pu perme tire de dégager plus facilement qu'avant 
des méthodes de résolution de certains problèmes, il semble que l'on 
s'attache de moins en moins à cet aspect de l'enseignement: on met sur­
tout l'accent sur la rigueur, en se préoccupant encore moins qu'avant de 
rendre naturelles les démonstrations. 

L'analogie avec le prestidigitateur qui fait sortir des pigeons peut 
faire sourire, mais, en défmitive, qui sont les vrais pigeons ? 

Cet article est extrait du fascicule "Mathématiques et Prestidigita­
tion" publié par l'[REM de Toulouse. Dans cefascicule sont traités trois 
exemples supplémentaires: l'un sur les factorisations en classe de Troi­
sième, et deux, du niveau licence de mathématiques, sur les "glissements 
d'ensemble" (cj.fin de l'article). Henri BAREIL et Henri SENATEUR 
ont manifesté un vif intérêt pour cet article au début de sa rédaction. Ils 
m'ont ainsi beaucoup encouragé dans mon travail. Je leur adresse mes 
remerciements sincères et amicaux. 
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