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ECHANGES

Mathématiques et Prestidigitation
par André ANTIBI, IREM de Toulouse

PREAMEBULE

Dans 1"étnde qui suif, on ne $'intéresse qu’d un aspect, irds important
eertes, de 'enseignement des mathématiques ; **Comment apprendre aux
¢ldves 2 faire des démonsirations®’, [’enchainement des diverses étapes
d'une démoenstration néecessite des justifications mathématiques ; les
enseignanis, bien silr, les fournissent. Mais on ne met pas suffisamment
I'accent {souvent pas du fouf} swr un autre type de justifications. tout
aussi importantes pour Péléve, qu’on pourrail appeler “justifications
démonstratives’ [ pourguot passe-t-on ¢’une étape 2 Ia suivante 7

L awieur du présent article tient A préciser que, dans son enseigne-
ment, il n'accorde pas toujours suffisamment §’importance 3 ce second
type de justifications ¢t qu’il a hi-méme, frés fongtemps, proposé aux &g
ves certaines déronstrations considérées dans 'étude qui suit comme non
naturelles.
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INTRODUCTION

Les mathématigues sont considérées par beaucoup de personnes
comme une disciptine difficile, et i est généralement admis, de facon plus
ou moins explicite, que, pour réussir dans cette matiére, il faut €ire
“doué®’, avelr **la bosse des Maths™. §i n’est donc pas surprenant que les
mathématiques constituent souvent wn moyen priviiégié de sélection. Au
cours des nombreux débats d'enseignants relatifs i ces problémes, il est
guestion Iréquemment de programmes trop chargés, d'effectifs trop
lourds, de notions trop abstraites, de manque de Kaison entre deux classes
successives, (Certes, les travaux effeciuds sur ces divers points ont contri-
bué 3 améliorer Penseignement des mathématiques.

Mais les enseignants eux-mdmes resient toajours persuadds, pour Iy
plupart, qu’il est (rés difficile de faire progresser de maniére sensible un
éléve "peu doué’. Dans le meillenr des cas, un tel £léve saura uriliser
quetques “recefies’’ trés “classiques” pour résoudre certaing problémes,
mais progressera vraiment irés peu sur lg plan de la “riguenr”’ ou de ia
“*vivacité de raisonnement .

A quoi seri, dans ces conditions, notre enseignement ? H permet,
bien s{ir, aux éléves, de connaitre de mouvelles notions et d'utiliser ceriai-
nes techniques qu'ils pourront appliguer dans d’autres disciplines, par
exempie en Sciences Physiques. Mais, tel gu’on le congoit actuellement, i
ne permet pas vraiment d'améliorér la maniére de raisonner de 1"éléve. En
effet, en quoi consiste Penseignemeni des mathématiques ¥ I comprend
essentiellement du couss fait par le professeur (introduction et définition
de nouvelles notions et démonstration de théorémes) et des problémes on
on demande A 1’éléve de démontrer certaines propriétés, celui-ci pouvant
utiliser tous les théordmes établis en cours. Et c’est Paptitude de chague
#ldve A résoudre des problémes en temps imité qui détermine sa “*valeur
mathématique”’ . On peut se¢ poser alors une quesiion bien naturclie :
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1. Apprend-on i un édve 3 résondre un probiime ?

Eh bien: “NON"!

Cette 1éponse un peu brutale, surprenante peut-Btre, correspond
malheureusemient A la réalité,

En effet, voyons d*abord comment se déroule, Ia plupart du temps,
le cours fait par le professeur. §f est clair gue la définition de nouvelies
notions et 'énoncé de théorémes font peu appel ap raisonnemem de
I"éléve. Reste la démonstration des théorémes. A partir de certaines hypo-
theses, le professenr arrive 3 Ia conclusion en passant par plusieurs étapes
intermédiaires, Mais si cette démonstration est faite de maniére trés rigou-
reuse, trés claire, par un ‘‘trés bon professeur’”, =t si celui-ci ne dit pas
pourguoi on passe d’une étape A Ia swivante, Udléve assiste 4 tout cela,
peut-8tre avec un certain plaisir & ailleurs, comme 4 un trés bon numéro
de prestidigitation. Aprés tout, pourrait-on se dire, quel mal y a-til 4
cela 7 Les déves bénéficient d’un bon spectacle, effectivement. Mais il
Taut aveir conscience qu’en procédant ainsi on napprend pas & Péléve 3
faire une démonstration, a résoudre un probléme ; le prestidigitateur qui
fait apparaitre miraculeusement des pigeons se fait applaudir, mals, aprés
avoir assisté 4 ce numéro, le spectateur n'est pas capable d’en faire
autant 3 §’il veut y arriver, il Iui faudra prendre des lecons de prestidigita-
tion. Or, qutattend-on d’un éldve 7 Sur quol le juge-t-on ? On {8 juge sur
son aptitude & faire sortir des pigeons, 4 faire hii-méme des démonstra-
tions. It a donc besoin de legons de prestidigitation, H est clair alors gue,
de méme gu’un mauvais prestidigitatenc laisse entrevoir plus facilement
ses méthodes, le professear qui hésite en cours de démonstration et gui
laigse entrevoir comment H arrive 3 i conclusion est souvent, contrajre-
merit aux apparences, bien plus utile aux é&ldves.

En ce qui concerne les exercices ot les problémes, Péléve, le plus sou-
vent, essaie, aver plus ou moins de succds, e trouver lui-méme une solu-
tion. Ensuite, Ia correction s¢ fait, la plupart du ternps, de la méme
maniere gue la démonstration d*un théoréme du cours ; on expose ce gu'il
faut faire sans analyser pourguoi on le fait. Alnsi, Péléve gui n'avait pas
su faire Pexercice est (ranquilisé d'une certaine manidre, car i prend con-
naissance d'ung solution possible, souvent mystéricuse & ses yeux, mais
n'apprend tonjours pas & faire une démonsgration. BEvidemment, apres
avoir assisté & la correction d’un Irés grand nombre d*exercices du méme
t¥pe portant sur les mémes notioas, <ertains #léves, les ““meillenrs'’, peu-
vent ensuite trouver seuls la solution d’un exercice semblable : i est faux
d’en conclure que de tels élgves ant appris & faire une démonstration ; is
ont simpiernent assimilé une “recetie’”, Bt en définitive c'est "aptitude
d’un €léve A assimiler ¢t & utiliser plus ou moins vite des recettes qui déter-
mine sa valeur mathématique. 11 n’est alors pas surprenant du tout de voir
que la trés grande majorité des éldves sont incapables de résoudre un pro-
bléme d’sn type nouveau ; ils pe sont pas préparés a cela.
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On peut se demander pourquoi enseignement des mathématiques se
Fait ainsi. Est-ce tout simplement par habitude, par fraditica ? Estce 3
¢ause du manque de temps compte tenu de programmes irop chargés ?
Certains enseignants aiment-ils, au fond d’eux-mames, le cBté magigue
des mathématigues qui, envofitant ies éléves, leur perinet d’enseignes
dans un sitence absolu ?

2. Est«i) powsible d’epprendre & un éldve & rézondre on probiéme ?
Eh bien: “OU1",

comment faire? D’abord, évidemment, i faut vouloir le faire.
Avant toute chose, enseignant deveait faire réfléchic Pélave sur le genre
de probléme qu'il a & résoudre,

2.1. On peut, pour cela, commencer par analyser les hypothéses et la
conclusion. Signalons, 4 c¢ sujet, quelques points fondamentaux que tout
&léve devrait connaitre dés le collége,

Les hypothéses

Les hypothéses sont des propriétés supposées connues et que ’éidve
peut utiliser dans sa démonstration. Elles somt de deux types:

— les hypothéses spécifiques au probléme considéré,

— les hypothéses non spécifiques au probiéme considéré: ce sont
toutes les propridtds mathiématiques gue *éléve est supposé connaltre, au
moment ou il cherche 4 résoudre le probléme. Il v a donc, dans ces hypo-
théses non spécifiques, d'une part tous les théorémes mathématigues
démonirés en cours 3 Péléve depuis le début de sa scolarité, et d*autre
part, dans un devoir comportant plusienrs guestions, les résultats éiablis
aux questions précédentes. Ces hypothéses nion spécifigues sont trés nom-
breuses ; d autant plus nombreuses d’ailieurs que le niveau mathématique
de Vé&ldve est plus #evé, Mais la plupart du temps, la pature du probléme
posé laisse facilement entrevoir {éventueliement en cours de démonstra-
tion) lesquelles vont dre utilisées.

La conclusion ; C'est la propriété & démontrer,
Deux cas sont envisageables  elfe est connue ou elle ne Fest pos.

— La conclusion est conmue lorsqu’on demande de démontrer
quiune certaine propriété donnée est vraie. Donnons-en des exemples :

« Démontrer gu'un certain quadrilatére est un paraliélogramme

» Démomtrer que la fonction f : x+— ¥} n’est pas dérivabic en 0

» Démontrer gu’une ¢quation admet a0 moins ufie solution daxns un
ensemble donné, Ce genre de question peut aussi se formusler, en notant 5

I'ensemble des solutions de Péquation : Démonirer que 3 est non vide.
Sous tette forme, an voit bien que Ja conclusion est connue,
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— Donnons quelques exemples ol la conclusion n'esy pas connue:
« La fonction [ ¢ x+—+|x| est-glle dérivable en 67

Plus généralement on peut transformer ainsi o’importe quel pro-
bléme o4 la conclusion est connue en un probléme oi elle ne Pest pas:il
suffit de remplacer ‘‘démontrer goe...”” par “‘esi-ce que,..”’.

« Résoudre une équation ou dne indguation {64 ul systéme ¢’4qua-
tions ou o 'méquations).

* Développer une expression algébrique.

* Ecrire sous forme &’un produit de facteurs du premier degré une
expression algébrique (factorisation en classe de Tropisidme)

* “Que peut-on en déduire 7?7 ou biem “'Que peut-on dire...”
MNotons gue ce cas est distinet des précédents car non seulement on ne con-
nait pas la conclusion, mais on ne sait méme pas ce qu’it faut démontrer.

s Déterminer le nombre de pagueis de cing cartes, prises dans uo jeu
de 32 cartes, contenant 3 coeuss.

Plus généraiement, dans 'énornicé des problémes de dénombrement,
on indigue itrés rarement la réponse {c’est, en guelque sorte, une
tradition).

Il est clair gus le fait de connafire la conclusion ne peut que simplifier
un probléme, parfois méme au point de le rendre trop facile. C’est e cas
si, dans une factorization en Treisiéime, on indique 1s réponse (il suffit
alors de déveiopper} ou si, dans ane &quation du second degré admettant
2 racings, on indique les 2 racines (il suffit de remplacer la variable par
chacune des racines).

Dans e vas oil lp conclusion est comnue, on dispose de deux métho-
des de démonstration gi’on ne peut pas utifiser lorsgue lg conciusion
1'est pas connue ; an pea! ratsonner par 'absurde, on peut augsi partir de
fa conclusion.

Le raisonntement per Uabsurde . on suppose que toutes les hypothéses
{spécifiques au probléme ou non) sont vraies ¢t gue la concluyion est
fansse. Si, en raisonnant par implication on arrive 3 une propriété contre-
disant Pune des propriétés supposées vraies au départ, oa établies en
coury de démonstration, cela signifie que e fait de supposer la conclusion
fausse est absurde, dornc la conclusion est vraig,

Ce raisonnement ¢st sartont commode lorsque le fait de supposer la
conclusion fansse fournit une hypothése gui, jointe aux autres, laisse
entrevoir un départ possible de la démonstration,

Signalons que lorsqu’on fait une démonstration par absurde (pour

résowdre un probléme on la conclusion est connue), on se tronive en pré-
sence ¢*un probiéme o} {a conclusion w'est pas connue, donc d¢*an pro-
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bléme, a priori, plus difficile. Cetie méthode de démonstration ne doit
donc &tre utilisée que dans les cas on on ne voit pas comiment démarrer 4
partir des hypothéses ¢t o on ne peut pas partir de la conclusion.

* Qu'entend-on pat “partir de le conclusion’ ?

Motorns @ Tensemble des hypothéses of @ ia conclusion. Pour
démontrer que @ implique © ., Ia démonstration nécessite souvent
plusienrs implications successives. Il arrive fréguemment gue forsqu’on
essaie dtarriver jusqu'i @ en partant de @ on soit **bloqué” (parfois
méme au débutd, Cecl peut s¢ produire lorsque ““la distance”” eatre @ et
© est “trop grande”’, c’est-d-dire nécessite plusieurs implications. On
rasrive pas alors & les prévoir toutes, Dans ce caz on peut essayer de
réduire la “distance’’ entre @ e @ en rapprochant @ de @ . De
maniére plus précise, on remplace @ par une¢ propriété qui impli-
que @ ct gui senible plus proche de @ . N suffis alors d’arriver &

On peut, suivant les cas, soit aller jusqu’a soit remplacer Hne
propriété @ qui implique , €f ainsi de suite,

Parfois ¢ ailleurs, en remplacant simplement par des propriétés
équivalentes . ..., ON arrive jusqu'é @ . En procédant ainsi,
la démonstration est Souvent bien plus simple ¢t plus naturelle {ef towy
aussi rigoureuse) que si on s'épuise, en partant de @ , A vouleir agriver
directement jusqu'i @ . Braucoup d'étudiants 4 1"Université, spécialisés
en mathématiques, sont persundés gqu'il est incorrect de ““‘partir™ de la
conclusion @ pour faire une démonstration !, D'autres pensent qu’on
peut éventuellement procéder ainsi sur son brouillon, mais que lors de 1a
régaction défiritive de la solution, # faut ordonner kes diverses étapes de
la démonstration en partant deg hypothéses ; ainsi les propriétés naturcl-
leg . ... appardissent souvent, de maniére mystéricuse, comme

des es astucieuses de la démonstration, En d’autres tertnes, pour
reprendre Panalogie avée le prestidigitatenr, Ie numéro se prépare d'une
certgine manidre au brouillon, e se présente dans ce cas ¢ une tout autre
maniére. Les enscignants et les auteurs de manucls scolaires procedent
souvent zinsi {malheursusement pour les éléves 1),

2.2, Comment apprendre ¢ un éldve @ rdsoudre un probléme ?

Certainement pas € s¢ comlentant de donner une solution au pro-

bléme, ce qui, malheureusement, est trés souvent le cas. Les éidves qui,
avec un tel enseignement, arrivent néanmoins & s’en sortir, sont ceux gui
ont réusss sout seuls A assimiler des mécanismes de résolution de certains

p 334




Bulletin de 'APMEP n°339 - 1983

types de problémes et a les atiliser pour résoudre des problémes analo-
gucs. Pour permettre & ces éléves de micux comprendre ce guw'ils font, et
aax autres {les moins “bons’’) de fatre des progres, i faut insister beau-
coup plus sur la démarche d'une démonsiration gue sur la démonstration
effe-méme. Cecl pourrait ére fait dés Ia classe de sixidme. Pans certaing
cas, #l ne faudrait pas hésiter & consacrer, pour unc démonstration pou-
vant étre exposée en cing minutes, une heure pour analyser lg démarche
de 1la démonstration ; ¢eite analyse pest se faire avant la démonstration
(étude des hypothéses et de fa conclusion), peridant ia démonstration, et
aprés. Une fois la démonstration terminée, on powrrait alors faire un
récapitulatif des différentes étapes en se posant pour chacune d’elles la
guestion ; “Pourgeoi a-t-on procédé ainsi 7'

Les élapes pour jesquelles on ne trouve pas de réponse satisfaisante 3
celie question peuvent &ire considérées comme “‘difficiles”. Ces passages
difficiles sont d'ailleurs beaucoup plus rares gu'on ne croit. Lorsgu’il y en
a, on peut voir s"il a'y avait pas une autre démonstration plus facile.

1} est clair que si on a le choix enire une démonsiration sans étapes
difficifes ¢f une démonstration comportant une &ape difficile (une
“astuce’), Il faut donner aux éléves la premidre, méme si la seconde est
plus courte ! Parfois, il peut étre utile d"indiquer fes deux ; c’est le cas par
exempte si la seconde démonstration est nettement plus courte que la pre-
miére, ou si ‘“Vastuce’ peut &tre utilisde dans d’autres problémes, ou fouf
simplement pour comparser ung démonstration normale {sans astuce} et
une démonstration astucieuse. En rout cas, il ne faui surtoui pas se con-
fenter de donner ig démonstration gsfucicuse sans dire un meat de Pautre,
car alors les éléves, convaincus de la néeessité de I"astuce, garderont une
fausse idée de cette démonsiration. Un tel enscignement ne forme pas les
€léves 3 la résolution de problémes : i} les déforme, Certains enseignants,
mafhenreusement pour les €léves, ne pariagent pas ce point de voe st
aiment un peu trop las “jolies démonstrations astucieuses®™ .

L'analyse de la démarche d'une démonstration demande, bien sir,
du temps. Mais st elle est faite de manidre approfondie pour un probiéme
donné, oa pourra par la suite, pour des probitmes analogues, faire une
analyse plus sommaire. Er fout cas, # est neftement plus formateur de
traiter en profondeur la démonstration d’un seul probléme que d'en irai-
ter plusieurs superficiellement, c'est-d-tire en se conteniont de donner les
solutions.

3. Exemples
Exemple ¥ fniveau Troisiéme)
Démontrer que pour tous réels 0,5 tels que : a<h, ona:
a< %ﬁ’ < b
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Solution usuelfe :

Supposons que : ¢ < b. En ajoutani ¢ aux deux membres de cette
infgalité on obtieat : 20 £ a+ b, d"0d en divisant les deux membres
parl.a & ath N
De méme, en ajoufant b aux deux membres de 'inégalité & € b, on

obtient : ¢+ b < 2b, d'6d, en divisant par 2. %:"1 < b

Commentaire ;

Dans cetie solution, on ne dit rien pour justifier I'enchainement des
différentes &apes de Iz démonstration. Les dldves qui n'avaient pas su
faire, seuls, un tel exercice, comprendront vraisemblablement cette solu-
tion mals penseront, peut-&tre, que ce n’était pas facile et gu’il fatlait
savoir comment démarrer.

On va voir comment procéder pour gue la correction d’un el exer-
cice permette d*apprendre aux &léves A faire des démonstrations.

Anaiyse des kypoihéses ¢t de lo conclusion

Il y a denx hypothéses spdeifiques : ““a et b sont réels'" et “g 5 b,
Quant aux hypothéses non spécifiques, ce sont toutes les propriétés
mathématiejues supposées connues en Troisidme : elles sont nombreuses.
Mais il est normal de penser, compte tenu de la nature da probléme (iné-
galités dans R), A deux propriétds fondamentales : 'une, H;, concernant
Ia relation d'ordre et Paddition {tout se passe comme pouf une égalits),
Vautre, H,, la relation d’ordre et la multiplication fattention & la multipli-
]cla;;ion par un nombre strictement négatif : on change le sens de Pindga-

ité).

La conclusion, ici, est connue : ce 5ont les deux propriétés 2 = a—';—b
et _a_*;_b = . On peut donc, si cela est plus commode, raisonner par

absurde ou partir de la conclusion. I¢i on voit bien que le rzisonnement
par 'absurde ne simplifie pas le probléme. Par contre, essayons de partir
de la conclusion.

Notons (€) 1a propriété a < i’-‘-;'—é , On a, pour tous réels @ et b 3
+b d*aprés H, d’aprés H,
a < a——i-—— iy Jp & g dem— g I h

n’est gutre que Phypothése spéeifigus. Done @ est démontrée. On

démontre de méme la propriété - ”——}Q s b,
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5i on essaie de faire cette démoniration en partant de "hypothése
as b, i faui surtout bien faire remarguer que dans ia conclusion figure ln
sormme o+ B . Pour la faire apparaites, on peut ajouter aux deux mem-
pres de "inégalité a<b , soit o, soit b,

FPrésentée ainsi, cette étape de la démonstration 23t naturelle. Quant
4 Ja deuxiéme et dernidre étape, elle 25t encore plus simple : on veit bien
qu'il suffit de diviser par 2.

Ici, en partant de la conclusion, la démonstration est plus siraple, les
propriétés ot @ s'obtenant immédiatement.
Exemple 2 {niveau Troisiéme) '
Soit a,b,0,d  des réels tels que O<ash et Gg5eogd .,
Démonirer que : ac £ bd |

Commenigire ;

1l comvient, comme dans Pexemple |, de justifier les étapes de Ja
démonstration. L’ analyse des kypothéses ot de 1a conclusion est teut 4 fait
analogue & Panalyse faite pour 1"exemple 1. Ici aussi, 1a conclusion est
connue e le raisonnement par I'absurde ne simplifie pas le probléme, On
peut partir de la conclusion, mais dans ce cas on ne voit pas apparalire
immédiatement des propriétés impliguant la conclusion et semblant plus
proches des biypothéses,

Partons donc des hypothiéses. 1! <’agit alors de bien justifier les &ta-
pes de Iz démonstration. Dans la conclusion fignrent les produits a¢ et
bel . Comment les faire apparaitre 7 On peut faire remargquer d*abord que
Phypothése impligue que a.f5.¢ et & sont positifs ou nuls. Pour faire
appargitre ac¢ , on peut multiplier les deux membres de Pinégalité e b
par ¢ (ou encore les deux membres de l'inégalité ¢<d par a).
On obtient @ 1 degbe {on @ 1 aegad ). Pour obienis b4 on peut
multiplier par 4 les deux membres de Pinégalité o<b foupar & les
deux membres de Vinégalité cd). On obtient (2} : ad € bd (ou
@: be € bd), @ et @ permetient de conclure., @ et @ ausst.

Avec cettg présentation, la démonstration est naturelie. On peut faire
remarquer enfin gue ac et bd peuvent apparaitre en multipliant les
deux membres de Pinégalité o< & par ¢, puis par 4 . On obtient sue-
cessivement © acsbc o ads bd . Mais 12 on ne peut pas conclure | ¢'est
normal car on n'a pas wiilisé zoures les hypothéses spécifigues : seules ont
&1é urilisées les hypothéses @ agh, €20 ¢t d20.

Exemple 3 (Niveau Troisiéme)
Soit un paralldlogramme ABCD et soit M un point du plan.
s g e
Démontrer que : MA + MC = MB + MD .
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Dans ot probiéme, comme dans les deux précédents, 1a conclusion est
connue ;| Phypothése spéeifique “ABCD est un parallélogramme’* peut
s'expliciter de plusieurs maniéres équivalentes. D'aprés la forme de la
conchasion, il est normal d’écrire cette hypathése sous forme vectorielle,
et sans faire intervenir le point d'inteﬁtiowe diagonales.

ABCD parallélogramme === AR = DC

lei ausst, la mature du probléme laisse entrevoir les hypothéses non
spécifiques susceptibles ’8&re utilisées : ce seront esseniiellerment les pro-
priéiés de calculs dang Pensemble des vecteurs du plan. —
Partons de Phypothése. Comment, 3 partir de Phypothése AB=DC,
faire iniervenir le point Iy_Iwﬂui figure df_nﬁ ia conclusion, ¢t plus précisé-
ment Tes vecteurs MA, ML, MB et MD 7 1 est tout 2 fait normal de
penser 4 la relation de Chasles, car ¢*est Ea seuke propriété permettant, en
remplagant um vecteur par la somme de deux autres vecteurs, d'introduire
un nouveay point.
On obtient :
J—— e et ——n Pl —— e — e
AB = DC m&m_-rggm %+§§%M€-AML~ ME —- DM
= MC +MA = ME + MD. D'oi la conclusion demandée,
On peut ausst, puisque la conclusion @ est connue, partir de la

conclusion en ta remplacant par une égalité éguivalente dans laquelle les
points A ¢t B seront, comsme dans "hypothése, dang un mbmie membre.
Ona:

@ mm—ﬁ e m*ﬁ&
e P e i e
Or MA-MB = BA et MD-MC = CD {{hasles). D'oi la démons-
tration.
?);;;:mﬂe 4 (Nivegt: Bac + 1) fextrait du probiéme ENSIDEUG du concours
'
Soit x & J0,1] et soit # wn entier > 1. Démontrer que ;

Mn "
nx—4 e~¢mdt € { e-fm+x—1d¢ “{0)
J i J 1
Solution wsuette
Vi€ [n), ii-1 g ) (Eg

Dloii: ¥t € [La] . (%= e~ #) < (2~ e~ 1) (Ed
Dob: V€ (18], (n¥— ety L atx— gt (E))

E 4 'n
Dol ; j (e~ {e—tedl & J fra-te-tdy (EQ

I t
1Y'oil la conclusion {Cy

338




Bulletin de 'APMEP n°339 - 1983

Seconde sofution

On est dans le cas od a conclusion est connue. Ii ¥y & deux hypotheéses
spécifiques : x € 10, , et a entier >0 . La conclusion fait intervenir
Uintégrale, la relafion d’ordee dans R, la fonction exponentielie, ot des
foncticns dutype ¥ »— 3% 00 g estréel et ¥>0 . Il est normal alors de
penser aux hypothéses non spécifiques snivantes, ayast un rapport avec la
conciusion, et susceplibles d'8tre utilisées : croissance de Pintégrale,
croissance ou décroissance des fonctions ¥ +— 37,

Comme Iz conclusion est connue, on peut partir d’elle. Guidés parla
propriétd de croissance de 'intégrale gui fournit une condition suffisante
pour obtenir une indgalité entre deux intégrales, il est assez naturel de
faire entrer #¥—1 gous le signe [ . On a donc (C) <= (E4).

D’aprés la eroissance de Pintégrate, pour aveir (Eyg), il suffit d’avoir
(Ea). On voit apparaitre, dans les deux membres de (E4), le facteur e— 117,
On écrit donc (Ey) sous la forme (Eq) pais sous la forme équivalente (E;)
car, pour tout ¢ & [I,n], e~ est >0 . Pour avoir (), il sufTii donc
d’avoir {E). {E}) est vraie car Ia fonction ¢ ~— £~ 1 est décroissanie sur
{1,n} (car x— 1 <G

On & donc le schéma suivant :
{Cre=>(Ey &= (B3} == (Eze==(E)) & (x— 1}<0 = x € ]0,1{

Commaentaires

La presuidre sofution semble plus mystérieuse gue la seconde. Or
comment fait-on pour trouver une telle solution 7 Eh bien, tout simple-
ment, en faisant d'abord mentalement 1a seconde démaonstration, puis en
rédigeant la solution définitive en partant, cette fois, des hypothéses, 1
est clair gu’un ¢iéve qui n’avait pas su faire un tel exercice, ¢t A qui on
n'expose que la premiére solution sans dire d'od eile sort, sera foujours
aussi désarmé pour résontdre d’autres problémes analogues.

Signalons que, dans cet exemple, les hypothéses spécifiques n’ont pas
&té utitisées complétement, On a simplement utilisé les hypothdses : x< 1
{pas nécessairement >0y et n>>1 (pas nécessairement entier), cette der-
nigre hypothése ayant été utilisée pour la croissance de Uintégrale. En réa-
lité on demandait de démontrer, dans la méme guestion de ce probléme,
une autre inégalité pour laguelle on utllisait hypothése x>0 . Quant 3
Ihypothése “n entier’”, non utilisée, elle &1ait donnée car ¢*est seulement
dans ce cas que la propriété qu'on demandait de démontrer dans cette
guestion aflait servir par la suite. En général, dans un exercice isolé, tou-
tes les hypothéses spécifiques sont utilisées. Ce n'est pas toujours l¢ cas
pour une question d'un probléme, comme on vient de ic voir, Clest wne
raison supplémentaire pour partir de ta conclusion (lorsque c'est
possible), ef pour ne pas s’acharner d partir des hypothéses en essayent
ddsaspérément de les uziliser toutes.
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Exemple 5§ (Niveeu Troisiéme - Seconde)

On va voir maintenant un oxemple, analogue au précédent, mais
encore plus significati{ : dans Pexemple précédent, i &tait possible de
faire la démonstration, en partani des hypothéses, sans méme se rendre
compte gi'en réalité on I"avait trouvée, mentalement, en partant de la
conclusion. Dans cet exemple, ¢ ne sera pas le cas ; on sera obligé de par-
tir de la conclusion eit Ia transformant por éeril,

L’énoncé qui suit est e début d’un probléme, posé en Seconde, con-
cermant une maniére possible de trouver un encadrement du sombre /3,

1°) Montrer que si x; est une valeur approchée par exces de /3, alors
¥ = 1%- est une valeur apswochée par défaut de /3,
1

2°) Soit x4 = »%— (xy + 313, Mondrer que X3 & ¥q.
3°) Montrer gue X; est une valear approchée par excds de /1.

Comment trouver la 3&me goestion 7 H s'agit de démontrer que :
X; 2 /3 . On peut essayer &' utiliser les deux premidres questions, ¢’est-a-
dite: x;, 2 3, % <€ J3, x; € %, . Sion essaie de démontrer la conclu-
sion en partant des hypothéses, on n’obtient rien d’intéressant, Par coo-
tre. st on part de la conclugion, on a successivermnent :

. N 3 3 cary, >0
x>Vt 3ES St £33 & a3
T 2+ 32200 < 2~ 2Fn+320 & -V 20

La propriété ““(x,— /3 3= 0 étant vraie, la conclusion est démon-
trée. Bien siir, une fois cette démonsiration tronvée, on pourrair la pré-
senter en comumencant par la fin, Cest-a-dire: {x,— J3IP20=,.,.%x,2.3
Mais cela n'est pas {rés sérieux | A moins qu’on veanille vraiment faire
craire aux éléves que, pour faire des mathématiques, il faut 8tre trés fort.

Signalons ay passage que, dans cel exemple, aucune des propriétés
établies dans les guestions précédentes n’a &4¢ uiilisée. La conclusion du
3%} est vraie pour tout x; >0 {pas nécessairement 3 /3). Cela signifie-t-i
gne ¢ probléme ¢st mal posé ? Ce n'est pas du tout évident, En effet dans
Ia snite du probléme, on définissait 3, 4 partir de i (comme ¥, avaie

éte défini a partir de x; ) en posant : ¥, = % ; puis on faisalt établir
2
que s —y; € Sy

, . S .

M ¥z X Xy
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On vovail apparaitre alors une maniére possible d’encadrer /3 en
continuant le procédé : xy = -é— fxy+ ) ete...

Bien sfir, on auraft pu demander de démontrer, dans la premiére
quesiion du probléme que, en partant d’un nombre x; > 0 quelcongue
(pus nécessairement 2+/3 ) le nombre x, égalé-%- g+ 3 ), est 243

1
1a comstruction de la suite de points fournissant encadrement de 3
aurait alors commience & parlir de x, . Malis il est clair que I"introduction,
en début de probléme, d’un point x>0 ¢ <3 aurait rendu phis dif-
ficile, surtout dans une classe de Seconde, la compréhension du procédé
de construction de Pencadremeni, en faisant jouer un rfdle patticulier aux
deux premiers points de la suite, x, et ¥, = % .
1

On voil done, dans cet exemple comme dans le précédent, guon peuat
résoudre une question d'un probléme en ni*utilisant que partiellement les
hypothases spéeifiques et les résultaty établis aux guestions précédentes.
Yol, répétons-le, une raison supplémentaire pour essayer de partir dela
conclusion Jorsque celle-ci est connue) : on wtilise alors les hyvpothdses
dont en dispose au fur ot & mesure des besoins.

Exemple 6 (Niveau Université ou ... nivean Troisidme)
Soit d one distance sur un ensembie E. Démontrer que & = 'f%fi

est une distance sur E,

Nous ne nous intéresserons ici qu'h Ja démeonstration de 'inégalité
triangulaire. I} s’agit donc de démonirer que, sl X,y &f z sont trois deé-
menis queiconques de E, 6n a ¢

d'@z,2) € 4° Ly + 43,2 ©

Démonstration usuelle : Soient X, ¥,z £ E.
d étant une distance, on a
dix,z} € di,y) + d{y.z}

La Fonction f 1 # T"»?-_u est crofssanfe sur R — §—1}. D'on ¢

dix,z} dx,y) + d(y,2)
T%dx,2 - T+dxy) + d(v.2)

Or : .
_dEy-rdy,n dix,y) . diy,z)
[+dix, ) +divz}  1+dx,y)+diy,2) 1+ dix,y)+d{y,z

<d'{x,¥) + 47 (v

D’otl Ia conclusion.
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Commenigire
Clest cette démonstration qui est traditionnellement donnée & 1'Uni-
versité. Elle repose essengiellement sur 1a croissance de la fonetion f.

Oun peut 3¢ rendre compte que lorsquon demande 3 des étudiants
d’université ou de classes préparatoires de faire seuls cette démonstration,
ils y arrivent rarement. 11 partent, en général, de 'inégalité triangulaire
pour d , et sont vite blogués. Quant & tous ceux qui ont vu, ¢n cours, la
démonstration précédente, ils restent persuadés qu’i v a une “astuce’’ : il
Faut penser 4 la croissance de . On va voir qu’il n’en est den.

En effet, comme on est dans I cas o4 1a conclusion () est connue,
on peut partir de {C}. Parmi les hypothéses spécifiques susceptibles
d’#tre utilisées, on pense évidemment 4 Pinégalité triangulaite pour d |

Posons, pouor simplifier éeriture, ¢ = d(x,2}, b = dixy},

¢ = d&{y,z). L’inégalité trianguiaire pour d s’ écrit:
agb+c {H,)
1 s°agit de dé : 2 b €
agit de démonnrer que : y2— < ;2 + ;5 ©

En msultipliant les deux membres de ceite inégalité par le nombre
positif (1 +a) {1+ 5) {1 +c} on obtient :
1+ U+ £ b1 +BA I+ + {1 +a{1+ B

Et, aprés simplifications :
@ > e b+ c+ b+ oabe.
Cette indgalité est vrale, car a,5,¢ sont positifs, st d'aprés (Hy).

En définitive, cet exercice que Ia plupart des €tadiants d'université ne
savent pas résoudre, est du niveau de la classe de Troisiéme, A Ia seule
condition d’avoir donné au préalable la définition d’une distance, De
pius, conirairement 4 ce qu'on pourrait penser, il ne nécessite aucune
astuce ! En partant de la eonclusion, ¢”est un exercice facile au niveau de
la Troisidéme ! Encore faut-#t avoir Fait réfléchir les éléves sur !a maniére
de faire une démonstration.

Evidemnment il n’est pas inutile d’indiguer, en remarque, la premitre
démonstration (Niveau Premiére}, qui, bien que n'&ant pas pius courte
que Ja seconde, peut donner des idées pour géndraliser ce procédé de cons-
truction de nouveles distances 3 partir d*une distance donnée d {en pre-
nant d’auires fonctions f vérifiant certaines propriétés). Mais il est trés
meladroit de ne faire aux étudiants que la premisre démonistration, sans
dire un mot de la seconde, et sans parler des généralisations possibles.
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Excmple 7 : Raisonnement par Pabsurde (Niveau Licence de Mathémai?-
ques)
Démontrer que toute suite de points dans un espuce fopologique
compact admet an moins uge valeur P adhérence.
Démaonsiration
Soit X un espace topologigue compact, et s0it (X5}, .  une snite de
points de X, 1i s'agit de démontrer gue ;
Q) {x,) admet au moing une valeur d'adhérence,
Neotons A 'ensemble des valewrs d’adhérence de (x,); §i s"agit de

démontrer que A st nop vide, Cette propriééé pent s'éerire sous la forme
dquivalente suivante:

(<)) INEX : VRouvert D A, VaEN , Ip2n:x, €N
Sionnote X, = {xy: p2zajonsaitque A = N f,,
KEN

{il est méme souhaitable de définir ainsi la notion de valeur d’adhérence
d'une suite). €C) peut alors s'écrire sous 1a forms équivalenis suivante:

(Ca} n gn * @
neEN

L’hypothése spécifique X compact®”’ peut s*éerire avec des ouveris
ou avec des fermés. Si on essaie de partir de "hypothése, on est blogué,
La conclusion étani connue, on peut essayer de la transformer : cela ne
donne rien d’intéressant non plus. On pevt alors essayer de raisonner pay
I’absurde. Supposons que la propriéié {C,) n’est pas vraie, c’esi a dire que
'ona:
fnon € YVAE X 3 ouvert DN, SAEN:Vp =, xp¢0
Louvert ] el 'entier n ci<lessus dépendent de k. Notona-les €, et m,.
La propriésé fnon C,} fait apparaiire une famille d’ouverts (i), . X
recouvrant X et laisse enirevolr un départ possible dans la démonsira-
tion : en effet, il est alors normal dutilizer Ia compacité de X (avec les
ouverts} pour ce recouvrement particalier (), .  de X. 1 existe donc un

nombre fini #y de points de X, &, ... A, , t2l8 que : U'i fh, = X. On
voit alors apparaiire une contradiction : en effet les points x,, de la suite
d'indice n > Max [m, 1 i = 1, ..., no} D’appartiennent 2 aucun £, ,
donc n’appsriiennent pas & X,

~ On peut aussi raisonuer par 'absurde en partant de {C;). J¢i aussila
propriété (non Cy), Cestd-dire r‘:’~z X, = ¢, laisse immédiatement

B

entrevoir un départ possibie de la démonstration, en utilisant cette fois la

compacité de X avec kes fermés. On arrive facilement, comme précédem-
ment, § une contradiction.
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4. Problemes dexistence et problimes de détermination de poimts véri-
fiant une propriété donnée.

4.1. Inventgire des types de probidmes, Exemples

E désignant an ensemble, considérons des énoncéds de I’un des guatre
types suivants :

{1) Détesminer tous les X de E tels goe...

(2) Expliciter un éément x de E fel que...

{3} Démontrer qu’id existe au mwoins ue x de E (el que..,
{4} Diémontrer gu’il existe un ef n seut x de E te} que...
Donnens tout de suite des exempies de tels énoncés |

Type (1)

a) Résolyiions d'équations, d’inéquations ou de sysiémes o équa-
tions ou d'inéguations dans un ensgmbie donné.

b} Ddtermination d'un ensemble de points du plan ou de Pespace
veérifiant une propriété donnée (*‘lieux géométrigues™)

c) Soit E un ensemble non vide. Pour tout ACE , on considire
Papplication f5 de u (E)} dans o (E) définie par :
faX) = X1A
Déterminer tous Ies A € o (E) tels gue {4 soit injective.

Type {2}
a) Trouver une solution particulitre d*une équation donnde,

b} Ecrire un polynome du second degré P sous forme d’un produit de
deux polvndmes P,, P, du premier degré.

It s*agit d’expliciter un cotple de polyndmes du premier degeé (P, P;)
tel que : PP, = P (L’ensemble E est ici Pensemble des couples de poly-
nomes du premier degré).

¢} Trouver une suite () de fonctions numériques continpes sur
15,11, telle que, pour tout x de [0,1] {4x) converge veis f(x}, et 1cHe
gue { ne soil pas continue sur [,1}.

Plus généralement, cette situation se rencaontre quand on vent explici-
ter un contre-exemple. ’
Type (3)

a) Démontrer que touie swite dans un compact admet au moins une

valeur d*adhérence (exemple 7).

b} Démontrer gque deux ensemblss E et F, munis d'ane structure don-
née, sont isomorphes.
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¢} Démontrer que tout sous-groupe additif A de 7 est de la forme
nZ . Y s'agit ici de démontrer qu'il existe au moins un 7 € Z tel que
A=nl.

d) Tous les énoncés du type: "Vy € F  3x € E el que.,.”

En effet, une fois fixé un &ément quelcongue y de F, il s’agit de
démentrer qu’il exisie au moins un x € E tel que... Cette situation se
rencontre trés fréquemment, par exemple dans les problémes de imite ¢t
de continuité, pour la surjectivité ¢’une application, pour la compacité
d'un ensemble (avec les ouveris ou les fermés, ou avec les sous-suiles s
I"espace est miétrigue), etc.

Type (4)

a) Démontrer gu'une application f de E dans F est bijective, En effet
une fois fixé un élément quelcongue y de ¥, i s'agit de démontrer qu'il
existe un et un scul x de B tel que y = f(x}.

b} Démontrer qu’une application § définie sur un sons-ensemble A

de E admet un prolongement unique T défini sur E et vérifiant certaines
propriétés.

Comme on le voit, les problémes de type (1), {2}, {3} ou (4) se rencon-
trent trés fréguemment. Ea classification précédente n'z évidemment pas
gu'un intérde esthétique. On verra e effet qu'il v a des méthodes de réso-
lution, peu nombreuses d*ailleurs, spécifiques 4 chaque type de problémes
{sauf pour le type (2)}; d’ot Pintérét denseigner cet méthodes aux édves
et de tes habituer i reconnafire le tvpe de problidmes qu'ils ont @ résoudre.

Auire interpréiation de ces types d’énoncés

Soit E un ensemble, ¢t soit p(x) une fonction propositionnelie définie
sar E, ¢'est-d-dire une propriété vraie pour certaing x de K of fausse pour
tous les auires. Norons V Pensemble des x de E pour lesquels plx) est
vraie.

Les énoncés du type (1), {2), (3}, (4) peuvent alors s'éerire :

(1) Déterminer V.

{2 Expliciter un élément de V.

{3) Démontrer que V £s5t won vide,

{4} Démontrer que V est noy vide ¢i Card ¥ = 1.

Ainsi par exemple :

* Dans R, “x2~1 = 0" est une fonction propositionnelle, vraie
pour x = 1 ou — 1, ot fausse pour toutes les autres valeurs de . On a ici
¥V = | -1, +1]. Résoudre 'éguation “x2—1 = 0, ¢’est déterminer ¥,

s Jr22" est une fonotion propositionnelle définie sur R, . ici
V = [4, + oof. Résoudre I'inéquation “%>2"", c'est déterminer V.
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= Soit { une application donnée de E dans F, et soit v un éément
quekongue, fixd, dans F. ©[{x) = v est une fonciion propositionnelle
sur E, ¥ ¢si Pensemble des x de E tels gque f(x} = v. 8i, quel gue soit v,
¥ ¢5t non vide, { est surjective. 8i de plus, quel quesoit vy, Card ¥ = I,
f est bijective.

* Dans Pexemple ¢ du type (1), la fonction propositionnelle est “'f
injective” ; ¢’est une fonction prepositionnelie dans I'ensemble i (E) des
parties de E. i

Remarques préliminaires
Remarque 1 : Dans les problémes du type (1) ou (3}, k& conclusion n'est
pas connug. Dans ceux du type {3) ou {4}, elle est connue.

Remargque 2 : Qu'entend-on exactement dans le cas (1) par ‘Déterminer
¥** gu envore par “‘Déterminer tous les x de E vérifiant px)™ 7

Prenouns guatre exemples simples :

a) Résoudre dans R "équation ¥ —1 = 4

b) Résoudre dans R 'indquation 3x+ $50

¢) Résoudre dans RX R je systéme ¢ x + 2y = 3

t2x + 4y = 6
d) Soit & un réel >» 0, différent de 1, et soit P et ) deux points donnés du
plan. Déterminer tous les points M du plan wels gue w:]-i—g- = k.
Dans 'exemple al ona: ¥ = {— 1, +1]
Pans 'exemple by ona: ¥ ==-] —om w.,g..]
Dans 'exemple Gona: ¥V = 3-2»,7) : YERI
Ol SACOTE : V¥ = {{x, 3;x):x€lti

Dans Pensemble d), ¥ est un cercle dont on peut préciser le centre et
le rayon {en fonction de k et des points ¥ et ().

On peut constater, d’aprés ces guatre cxemples, que le type de
réponse n'est pas toujours le m@me, Ainsi, dans I’exemple a), ¥ ne conte-
nant que deux éléments, il s"agit d’expliciter effectivernent ces deux élé-
ments. Dans les trois autres cas V est infind, ) s"agit alors d'écrire ¥ sous
la forme “*ia plus explicite et 1a plus précise possible’”. L'expression de ¥
dépend done du niveau mathématique de Példve. Ainsi par exempie, dans
ie b}, st la définition des intervalies 1 — ¢ ] n'2 pas {té vie, on ne pent

écrire ¥ =x] - -..3?..]; on dira gue ¥ &5t ensembie des x de K infé-

rieurs ou fgaux i — % Bans le 4}, la définition d"un cercle de centre et de
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rayon donnés &ant connue, il est normal de ne pas se contenter de dire
gue V est un cercle mais d’en préciser, en plus, le centre & le ravon. Dans
i# ¢), on constate qu’il peut ¥ avoir plusieurs réponses possibles : dang ce
cas ¥ peut en effet s’écrire de deux maniéres différentes, aussi explicites
Pune que Pantre.

On pewr dire que lorsqu’on demande ¢ un éldve de déterminer
Pensemnble ¥ des éiéments x d'un ensemble E vérifiant un certaine fonc-
tion propositionnelle pix), on i demande d'écrire ¥V sous la forme “'ig
plus expiiciie et 17 plus précise possibie®’ frempre tenu bien sir des con-
naissgrces siothématiques gu'il est supposé avoir).

Hemargue 3 : Pour une fonction propositionneiie donnée sur K, siona
déterminé ¥ et si ¥V est non vide, on peut expliciter un élément de ¥,
D’autre part, Pexplicitation d'un éiément de ¥ impligue que ¥ est non
vide. On peut éerire, de maniére symbolique:

I 0 =2LER =) |

11 est clair que les implications “symboliques’’ réciprogues ne sont
pas vraics en général : on peut expliciter un élément de V sans déterminer
tout ¥ (1) (1) ; de méme, on peut démontrer que V est non vide sans
expliciter un élément de ¥ {(3)5£2>(2).

MNéanmoing ;

[SiCeara v = 1, alors (1))

4.2. Méthodes de résolution

Problémes de déternginntion de poimts vérifiant une propriété donnée
{type (19

n dispose parfois de théorémes qui permetient de conclure direcie-
mient : ¢'est le cas par exemple de certaines équations d’un iype classigue

(équations du premier pu du second degré, sysiémes lin¢ajres, certajnes
dquations différentielles. ..}

Pans d’autres cas, on peat remplacer sans difficulté la fonction pro-
positionnelle pX} par uoe fonction propositionnelle dquivalente o{x}, plus
simple que pfx) et “*non simplifiable™. Ainsi par exemple, en classe de 3¢,
pour réscudre dans R Péguation x2~} = 0, on peut écrire que, pour tout
xdeRoma:

P-l=0e=s (k- 1x+ 1} =0c>x~1=0oux+l=0=x=10Lx=~]

La fonction propositionnelie p(x) : “x?*—1 = 0°* a éé remplacée par
gu s =ftoux = —1"

Dans tous les auires cas, on peut procéder de la maniére suivante : on
démentre, par plusieurs implications successives, que :
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P pour tout x de E, p(x) =>r1{x)

o0 7(x} est une fonction propositionnelle sur E plus *'simple’’ que p(x) et
non “simplifiable™, Si W désigne "'ensemble des x de E {els que r{x} est
vraie, {P) signifie que :
{r’) VCW

O essaie alors de voir st Pautre inclusion (W ¢ V) est vrade, ¢'est-4-
dire si, pour tout x de E, r{x}=> p(x). Parfuis ¢’est vrai ; on a donc
W = ¥, Parfois ceriains €léments de W p*appartiennent pasa Vv ; V'est
alors pas fgal 3 tout W mais 4 un sous-ensemble de W que on détermine,

Exemples ¢ ils sont trés nombreux. On a choisi trois exemples dont fa solu-
tion est conrte afir de mettre Paccent sur la méthode de résolution, sans
alourdir inutilement cet article.

Exemple 1
Résoudre dans R Péguation ¢ [x—3] = x+5§
(classe de Troisigme)

On a, pour tout x de R ;
fx—3] = x+5= (Jx—3]P = (x+35F = -@+9 = IX+25 =+ x= ~1

Iei W = 1], A-t-on W C ¥ ? En remplagant x par -1 dans
I'équation initiale on a4 = 4. Donc W C V. Dou ¥V = W = [~ 1].

Exemple 2
Réspudre dans R "équation : {x—3| = —x—5
{elasse de Troisiéme)

Comme ci-dessus on obtient ¥ € W = {— 1j. Mais cette fois on n'a
pas W C ¥ (car 4+ ~ 4] ; donc V est ensemble vide, ¢’est-a-dire que
'équation n’admer aucune solution.

Exemople 3 {exemple ¢) du type (1))

[Jterminer tous les A de § ¢E) tels que application
£, X X N A de 7(E) dans J (E) soit injective.

Si £, est injective, alors, powr toutes parties X, Y de E teiles que
£4(X0=1,(Y), on a X =Y. En particulier, I"égalité {,00=1,(Y) est
vraie pour X=A ot Y=E (car {{{A)=ANA=A et {,()=ENA=A)
Dot A=E. Onadonc VO W = {E}, At-on WC ¥? Oui car fi est
Papplication identii¢ de 7 (E}; ceite application est évidemment injective,
L¢ soug-ensemble V des parties A de E telles que fa soit injective est
réduit 4 un seul Elément : E, :
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Remarquons que dans le premier exemple on aurait pu procéder
directement par équivalence gn ajoutant simplement dans le second mem-
bre de la premiére implication {qguand on éléve au carré) 1a condition
“x+520". 1l en est de m@me dans le second exemple {la condition sup-
plémentaire dant cofte fois * -x-520'").

Dans le troisiéme exemple, par contre, on ne peut pas arriver & la
conclusion, de maniére naturelle, en n'utilisart que des équivelences, 1
convenait dans ce ¢as de procéder comme on I'a fait. On constate que, en
Mathématiques Supéricures ou 2n DELIG, les éléves arrivent rarement &
réspudre ce dernigr exercice ; i y a certes une difficulté d’absiraction
(I'ensemble ' (E) considéré est un ensemble dont les ééments sont des
parties), mais, ¢e qui est plus inquiérant, ¢’est gue fes éléves ne savent pas
comment démarrer ot ne disposent ’aucune méthode pour iraiter ce
genre de probléme.

Signalons enfin que, lors de ia résclution de problémes du type (1),
Tes ¢léves commettent souvent [erreur suivanie ; s procédent par impH-
cations successives, sans se rendre vraiment compte que ce ne sont que des
implications (gt non des équivalenees) ; ils démontrent done que: VO W
et ¢rolent avoir démonaé 'égalitd V = W. 1ls pensent parfois, lors de la
résolution de certaines équations, que [’étude de Pinclusion réciproque
W € ¥V ne sert que pour voir §'ils n’ont pas fait d’erreur de caleul,

On verra, dans 1a premiiére guestion d’un exercice sur la résolution
des problémes du type €4), un autre exemple de probléme de type {1), 4
savoir la détermination d’un Heu géométrigue dans le plan.

Probltmoes & explicitation *un élément vérifiant une propriété donnée
itype €2))

K n*y a pas de méthode précise de résofution pour les problémes de ce
type. 11 arrive done fréquemment que ces problémes soient plus difficiles
4 régsoudre que les problémes du {ype (1). Cependant, dans cette situation
ofi on demande d’expliciter un élémient de V, on peut parfois en réalité,
non sexlement expliciter un élément de ¥, mais déterminer tout V¥ {c’est le
cas par exemple s card ¥ = [). On peut alors utiliser les méthodes de
résclution des problémes du type (1) st rendre naturelle 'explicitation
d’un dément de V; il ne faut pas se contenter, dans ce cas, d'expliciter
aux éiéves unt élément de V¥ sans dire comment on 1’a trouvé.

Probitmes d'exiztence (type (3))
Rappelons d’abord la troisidgme remarque préliminaire ¢

FPour résoudre un probléme du type (3), on peut envisager deux cas :

17 cas : On démonire que ¥ esi non vide sans étre abligd, pour cela,
d’expliciter un éigment de ¥,
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27 cas : Pour gdémontrer que ¥V est non vide, on explicite un élément de 'V,

On peut dire, de maniére schématique, que, dans ¢ premier cas on
démontre seulement (3), &8 gue, dans Ie deuxidme cas, pour démontrer
{3}, on démontre {2}

Dans Je premier cas on est en présence d'un probléme odd la conclu-
sion est connue (on peut dong par exemple raisonner par 1’ absurde). Dans
le sgoond cas ele ne I"est pas ; de plus, comme on 1'a déja signalé, iln'ya
pas de méthode précise de r&oluntm. Dong, & priori, dans le second casla
résolution est plus difficile que dans le premier. Néanmoins, si dans le
second cas on est en mesure d expliciter tout ¥, alors la résulution est plas
simple car, comme on I'a déja signalé, on dispose des méthodes de résolu-
tion des problémes du type (1).

Exemple 1

Démountrer que toute suile de poinis dans un espuce topologique
compuct ndmet an moins une valenr d'sdhidrence.

Ce probidme a &¢ résoly dans Pexemple 7, On a ralsonné par
Vabsurde. On 3 donc démontré (3} sans démontrer {2} (17 gas).

Exemple 2

Démontrer que 8i § ot g sont deux applications de R dans R conti-
nues en x,, alors fg est econtinue en x,.

Supposans que, au moment de traiter ce probléme, 1’éléve dispose
des trois théorémes suivants : la composée de deux applications continues
est continue ; Papplication p 1 (x,¥)— xy est continue sur R? ; si f et g sont
continues en ¥, alors I'appHcation (f,g) de R dans R? définie par
(f.e300) = (f(x),g{x)) est continue en x,. Pour démontrer que g est conti-
nue en x,, it suffit alors de remarquer que fg = po(f.g) et d'utiliser les
trois théorémes précédents. On démontre ainsi que, pour chaque £>0,
Yensemble V des y >0 tels que

pin): ¥x€ixy -7, 5+ gl . (BX)EIIRHX — &, {23 (xg) + £] est non vide,

sang expliciter un élément de ¥ (1*F cag). Si Péléve ne dispose que de la
définition de la contionité pour résoudre ce probléme, il ¢st alors amené 4
faire une “'démonstration directe™, c’est-a-dire & ““expliciter’’ un nde V
en fonction d*un &0 quelcongue donné et des auires doandes du pro-
bléme. On est alors en présence d'un probléme du type (2).

Cette siruation se retrouve dans les probldmes de limites (ou de conti-
nuité) quand on fait une démonsiration directe. Dany ce cas, lo difficulté
de ces probiémes provient du fair qu’on est raremertd en mesurg de déier-
miner tout ¥, On est donc en présence du cas le plus difficile de résolution
d*un probléme du type (2). Les théorémes établis en cours permetient son-
vent d'éviter de telles démonstrations directes.
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Execiple 3:
Démontrer que tout song-groupe additif A de Z est de la Forme nZ.

Soit A un sous-groupe additif de 2. U <agit de démontrer que
Pensemble ¥ des # de Z tels gue A = nZ est non vide.

Solution usuelle

SiA = {0}, c'est vrai (n = 0)

% A=+{0}, A contient auy moins un éément non nul, donc aussi
V'opposé d'un tel Slément {car A est un sous-groupe) ; donc 'ensemble des
éléments >0, de A est non vide.

Soit o le plus petit élément >80 de A. Démonirons que A=aoZ.

* of C A.Enceffer: o &€ A Adtant un sous-groupe de Z, pour toat
PEL,ap T A,

*+ A C olf. BEn effet : s0it ¥ & A. Démontrons que xEof. On sait
que (division de x par «) i existe deux entiers relatifs p et ¢ tels que :

X=pux+ g (avecd € g < a)
g, tgal 4 x - po, appartient A A {car A est an sons-groupel. Dol puisque
o est je plus peiit éiément >0 de A, on a nécessairement ¢ = 0. Daenc
x = paidol:xEak,

Om va voir pourquoi cetie solution, rigourcuse certes, n'est pas satis-
faisante, On est en présence d’un probléme de type (3), e, pour le résou-
dre, on a explicité, sans gucune justification, un n (A savoir n= &) tel gue
A = nZ, On s’est done ramené & un probidéme du type {2). Or, dans ce
prabléme, on est en mesure de déterminer tout ¥ of de rendre ainsi nate-
refle 'exphicitation de n. En effet le cas A = {0} se traite facilement
{n=0).

Cas A+[0]. Soit nE V. nesttei que A = nl; alors A, ensemble dey
multiples de 2, peut s™écrire ;

A = b, =3[n], -2(al, ~ (sl 0,6}, 2|5}, 3|0, ..
d’ot: |n| est le plus petit lément positif de A. Soit o cet élémant.
Onadonc:n=aqoun= —a. DodVE W= {-a, +af,

A-t-on W C ¥ ? Clest-a-dire : A= af ¢t A = —~aZ 7 Comme
aof = —af, 8 suffit de vérifier que A = oZ., Reprenons aussi la
démonsiration de 'inclusion A T aZ. LA non plis la solution donnée pré-
cédemument n'est pas satisfaisante, car il convient de dire aux éléves pour-
quoi on introduit la division de x par @, On powrrait procéder ainsi -

* Soit x€ A, I s’agit de démontrer que:
@ Fped . x = px
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On est & nouveau en présence d'un probidme du tvpe {3). Comme
dans tous les problémes de ce type la conclusion est connue, On pent dong
partr de la conclusion. On a ¢

@ s= X ¢5t ruultiple de o += le reste ¢ dela division de x par aest nul

H suffit alors de démontrer C; comme précédemment,

Probltmes d’exivtence et @ uniclté (type (4))

Il s"agit de démontrer, rappelons-e, gue (p(x) désignant une fonction
propositionnelle sur un ensemble E), “il existe un et un seul x de ¥ i) que
pix) soit vrai®’ ou encore, en notant ¥ l'ensemble des x de E vérifiant
pix): ‘¥ est non vide et card ¥ = 1,

DPans ce type de probidmes on demande donc de démonirer davan-
tage que dans les problémes du type (3 1§ v & Ia propriété supplémentairs
“Card ¥ = |, On va voir pourgquoi, conirairement d ce que For pour-
roit peu-étre penser, les problérmes de ce ivpe sent souvent plus faciles &
réspudre que ceux du iype £3).

Pour résoudre un probléme de ce type, on peut envisager, cormmse
pour les problémes du type (3), deux cas ¢

1 cas : On démontre que V est non vide sons expliviter un élément de V.

Exemple 1: Démonirer que l“éqnatibn 2% 3 ¥ ~ 12x + 8 = C sdmet
une solution of ane seule danz R.

Posons f{x) = 2x* + 3x® — 1X¢ + B, On a : f continue sur R,
Imf= -0, lmf = + . D'aprés le thédordme de Ia valeur inter-
+ o

-
médiaire équation Kx) = 0 admel au moins une solution dans R, Une
étude classique des variations de cette fonction monire alors que I"équa-
tion considérée n’admet gqu'une sohstion dans R.

Exemple 2 :
Démontrer que le sysiéme

e+ 2y = 1
X — = ~35

mdmet une soluation unigue dans Rx R.

i sufﬁ"t de direque le détcrnﬁ_nant de ce systéme {égal 3 — 5) est non
rui ef d’ntiliser un théoréme classigue.

Dans cet exemple, un seul théoréme a permis de démontrer les deux
propriétés de la conclusion.
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Exemple 3

Démontrer que dans Pespace vectoriel F (sur R} des applications

affines de R dass R, les deux applications I, I, définies par
0= —2Zx + | et fux) = 3x — 2

consiitnent une base.

Démonstration
Soit f: x v ax+HEE

11 5" agit de dérmonirer gu'il ¢xiste un couple unigue (A, p) de réels el
gque f = hf} + pfy. Soit V Penisemble des couples {hu} tels que
f =k + ufy.

On & pour toat (M) ERXR

OWEY E=> VYXER, f()=,00)+ afx)
== YxCR, @+~ 3ux+b-A+2p=0

j-D+3u=a
S o A-2u=0

Ce systdéme ayant un déterminant non nud, il admet un unigue couple
solution (Ag.ze} {Gu'on pourrait d’aifleurs expliciter en fonction de 4 et b).

Dot ¥ = {{M.ug}l-
Commentaires

1 serait maladroit, dang cet exemple, de démontrer d'abord que
[£:,14) est libre puis gue ¢’est une famille génératrice ; d’autant plus mata-~
droit que pour démontrer gue ¢esl une famille génératrice, on fait la
démonstration précédente gui permet de teut démontrer d’un coup. Ces
maladresses, dans ce genre de problémes, conduizent d'allieurs tréy sou-
vent & de graves foeutes de raisomnement. En effet, supposons que "on
démontre d*abord gue ¢’est une famille libre. Si ensuite, pour démontrer
que ¢’est une famikle génératrice, on fait ia démonstration précédente sens
s’assurer qu'on ¢ des dguivalences mais simplement des implications,
altors la démonstration est évidemment fausse: on démontre ainst que
¥ C g o). ¢est-d-dire que ¥ contient au plis un dlément, ve gue Pon
savait déja d'ailleurs puisgue {f;,f;] est libre, En définitive, on démontre
deux fois que [f;,f;) esi libre mais on ne démoenire pas que c'est une
famille genératrice ! On retrouve ¢e genre 'erreur pour démontrer
qu’une applcation est bijective : on essaie de démontrer sépardment
'injectivité et la surjectivité mais en réalité, quand on veut démonirer ia
surjectivité on procéde par implications ef on ne fait ainsi gu’une seconde
démonstration de I’injectiviié ! Signalons d’ailleurs que, démontrer qu'un
sous-ensemnble d’un espace vectoriel est une base, revient & démontrer la
bijectivité d’une certaine application. Ainsi dans Vexemple précédent, si
on noie ¢ Papplication de R* dans E définie par ¢[(hull = Ay +pf;,
démontrer que [f,,§;] est une base revient 3 démontrer gue y est bijective,
Uinjectivité de ¢ correspondant & I"indépendance linéaire de fy et de Iy, et
53 surjectivité au fait que ify,f,] est une partie génératrice.
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Ces arreurs de raisonnement 50nt si sowvert commises par les éléves &
tous les niveaux (¥ compris 2 Puniversiié et dans les grandes écoles scienti-
fiques) quon est obligé $’en tirer la conclusion suivante

“ON NE LEUR A JAMAIS YRAIMENT APPRIS, AU COURS
DE LEURS ETUDES, A FAIRE DES DEMONSTRATIONS

2¢ cux » Pour démuonrrer gue V o5t non vide, on explicite un fldment de ¥

Or on est dans le cas ¢v Card ¥ = 1. Dong, comme on 1*a signalé
dans les remarques préliminaires, expliciter un éfiément de ¥ revieni a
déterminer tout Y. On dispose donc des méthodes de résolution des pro-
blémes du type ¢1); donc, dans ce second cas. H est plus simple de démon-
frer Pexisience et Pumicitd que P'existence, Parfois, on pent déterminer ¥
directement, en rempiagant successivement la fonction propositipnnelie
pix} par des fonctions propositionaciies éguivalentes, la derniére élant de
la forme “x = xp” 0% X o5t un élément de E. On démontre ainsi que ¥
est non vide et que Card ¥ = |, Souvent on peut démontrer, par implica-
tions sugcessives, gue V & g} ; on démonire ainsi que Card ¥ 1. On
vérifie ensuite Pautre inclusion fxg] C V. Onadone V = [xg).

EXEMPLES

Exemple 1 : (hignes de niveaw)
Soit O an point du piun ®) et ¥ un vectenr son nul. Oa pose, pour
tout M E(P), M) = weOM.
1) Soit kSR, Détermiaer ta Ugne de nlvean & de §, ¢ est-i-dire
Pensemble C,. des points M du pian (P) tels que (M) = k.

2°) Démontirer que, par iout point B de plap (P), passe sne unigue
ligie de slveso de f.

Démonstration

19) 11 s’agit d'un probléme du type {1). L’ensemhle ¥ a déterminer
est noté ici Cp. La définition méme du produit scalaire u » OM HOUS CoH
duit naturellement A considérer le point A de (P) tef queu = OA, ¢t la
projection orthogonale sur la droite (0,A) que nous noterons D, Dési-
gnons, pour tout ME(P), par pp(M) Pimage de M par cette projection
orthogonale.

M

Y

6 A ppM) D
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On a, pour tout M de (P} :
MEC, = OMWOA = k wm OpptM) e OA = & s Opp(M) = é

Or : OppM) = mﬁ%w «= la projection orthogounale de M sur D a une
K

abscisse toujours égale 4 o .
OA

«= M appartient 4 la droite /A orthogonale 3 D et
passant par le point de D d'abscisse k

OA

Dot Cp = &,
Les équivalences précédentes sont simples ; il est inutile de procéder
par implication et de démontrer ensuite que & < C,.

25} Soit BE{PL 1] s'agit de démontret gu’il existe un umique réel
tel que : B € C,. Soit ¥ P'ensemble des ¥ € R tels que B & €. On g,

pour iout ¥ de R S
k& ¥=0A.0ppfB) = £

P’od le résultat | £ est unigue e on a sa valeur, }f st maladroit dans
cette question de démontrer &' abord Pexistence d’une ligne de niveau pas-
sant par B puis 'unicité. Cela peut donner aux &éves une fausse impres-
siont de diffieulté, Comme on vient de le voir, une senle éguivalence a
sulfi pour démontrer cette question.

Exemple 2 {bases duales)

Soit {e, 23, ..., &,] une bas¢ d’un espace vectordel E sor C et soft E*
espace vectoriel des applicalions linduires de E dans €. On pose,

”n
pourx = I x;¢ e_}(x} = X; = 1,2,...,n) Démontrer gue
=
o Ee:‘, € . €2} o5t mne base de E”,
Démonsiration

La linéarité des ef se démontre facilement. Démontrons qu’ils cong-
tituent une base,

Soit fEE* 1
Notons ¥ = {{g, . A EC7:f = T A ef]
£

H s’agit de démontrer que V est non vide et que Card ¥ = 1. On g,
pour tout (v, ..., 33 €€":

n
O s AJEY = ¥EE, fx) = » herx)
=1
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Comme on veut expliciter les X, il est normal d’éexire Pégalité précs-
dente powrx = ¢;{ = 1,....m}. On obtien :
Cu o M EV =V = 1,2, . m fle) =
D'on ¥V C i{i(e), ..., fle )
Cette inclusion ne signifie pas que {3, ..., e} est une famille généra-
trice ! Elle signifie gue ¢’est une famiHe libre. Pour démonirer que c’est

une familie génératrice, i} suffit de démontrer "auwre inclosion, ¢’est-a-
dire que :

2
f= » feel. Cexise it facilement.
f=1
Commentaires

Comme on ’a déja signaté, il est trés msladroit de démontrer séparé-
ment que ¢’est wne famille libre puis une famille génératrice : en offet,
pour démontrer que ¢'est ane famille génératrice, ou bien on se contente
d’expliciter des A; qui conviennent zans dire comment on les & trouvés, &t
alors ce n'est pas satisfaisant puisque, comme on 'a vu ¢i-dessus, on peut
justifier fe choix des X;; ou bien on justific le choix des \; comme
ci-dessus, et alors il est inutile de démontrer ensuite {une seconde fois) que
la famille st libre, -

1 est trés rare de trouver des problémes dn type (4) ou I'explicitation
d'up élément de V aec puisse pas 8tre rendue naturelle. Or dans 'enseigne-
ment usuel et danz les Mhvres, on ““oublie’” trés souvent de rendre ces
démanstrations naturelles. 1 est de tradition de démonirer séparément
Pexistence et Punicité ! Pour démontrer la bijectivité d'une application,
on démontre séparément 'injectivité ¢t la surjectiviié f I n’est alors pas
surprenant que de telies démonstrations paraissent astucieuses aux &laves,
et que, en présence de tels problémes, les dléves soient trés souvent
désarimés.

Exempie 3

Soient E ¢f ¥ deux espaces vectoriels sur le méme corps (R on C),
€14 €3, .vuy €, une base de E et v, v, ..., v, 2 vecieurs donnes de F.,
Démentrer qu™ exisie une application Yinéaire unique f de E dans F
telle que, pour tout § = 1,2, .., n, fleg = v,

Démonstration

Désignons par € (E:F) I'ensemble des applications linéaires de E
dans ¥ et soit ¥ ensemble des [ de £ (E; F) vérifiant 1a fonction proposi-
tionmelle p(f) : **¥i = 1,2, ..., m, £z} = v/, Il s’agit de démontrer que
¥ est non vide et que Card V = {. Déterminons V. Oxn a, pour tout
f€ L (E;¥):
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Q3 e
fEY == ¥x = l x,ef = Es f{x] = }.... X Vi
Pw} i=1

T — 6 e
Soit [, Papplication définie par @

Onadonc ¥V C .

A-t-on {f] C ¥ 7 Clest-d-dire,esice que, pour tout { = 1, 2, ..., &
Sfolep = v;7 H est immédiat de voir que ceci est vrai. D'oll V = {f,l.

Commentgires

Lz démonstration précédente est fousse. En effet, telie qu'elle a été
faite, on a pris comme ensemble de référence Uensemble € (E;F). Orcet
ensemble est évidemment inclus dans un ensemble plus grand, & savolr
Pensemble F (E,F} de toutes les applications {pas forcément linéaires) de
K dans F. En réalité, Uinclusion **V C [f5]" & &té établie dans l'ensemble
F {E,F}et non dans F (£:F). Cette inclusion permet de dire gue, si une
application I de E dans F est linéaire et vérifie p(f), alors I = f,. fyest
donc la seule applcation possible. Pour démontrer inclusion réciprogue
{f} © V il faut, certes, démontrer que f, vérifie p(f) mais il faut aussi
s'assurer gue ¥, est linéaire, ¢e qui, d'ailleurs, se fait sans difficuli¢. Ceci
n'a pas &t fait dans la démonstration précédente. Celte situation se ren-
conire forsqu’on veut déterminer un ensemblie ¥, et que Uensemble de
référence est hii-mdme contenu dans un ensemble conny on peut
“sifsver®’ dans ‘ensemble pius grand sans s’en rendre comple,

CONCLUSION

Tous les points délicats concernant 'enseignement des mathémati-
ques oni-ils &t abordés dans cet article ? Non. 1l reste, bien sir, d"autres
difficultés, par exemple :

Le langage ; certains éléves, surtout aw collége, ne comprennent pas de
maniére précise Io sens des mots wtilisés dans Penseignament de cette disci-
pline. Cette difficalté n'est ¢ ailleurs pas spécifique 4 cette matidre.

L introduction des nowvelles nations ; ¢lle est souvenr faite de fagon trop
artificielle. Ont devzait touyjours faire ke lien entre les ftiouveaux coticepts
ingroduits et cenx que les éléves connaissent déja, et commenter 1'évolu-
tion historiguee des nouvelles notions et leur utilité {fapplication a Ja physi-

que, par cxempie).

Llabsiraction : certains éléves ont du mal & assimiler certaines notions
trop abstraites parce gu’ils ne les percoivent pas bien.
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Les mathématigues sont donc suffisamment difficiles comime cela. #
ne faut surtout pes les renre encore plus difficiles, en faisant Jes démonis-
tratiops sans expliquer en profondeur 'enchainement des différentes éa-
pes,

Et les mathématiques modernes dans towt ca 2 Elles auraient pu per-
meitre d’améliorer sensiblement Venseignement. En effet, grice d la théo-
rie élémentaire des ensemiries, on peut formuler beaucoup de prohlémes
de fagon bien plus rigourtuse qu’avant ; on peut aussi mieux comprendre
certains probldmes, de nature a priori différente, en les étudiant dans un
cadre pénéral commun. Ainsi, par exemple, dans ’étude des problévies
d’existence et de détermination d’ensembles, il est appsru gue la résola-
tion d une équation, d’un systéme d’équations, et la recherche d’un licu
géometrigus dans le plan, sont des problémes de méme nature, ils peuvent
done se résoudre par les mémes méthodes.

Malheureusement, les mathdmatiques modernes ot té mal wtitisées,
trop viie, d trop forte duse, et de jacon rrop abstraite. Parsdoxalement,
alors qu’elles auraient pu permetire de désager plus facilerent qu'avant
des mé#thodes de résolution de cerlains problémes, il semble gue Pon
s'attache de moine en moing & cet aspect de 'enscignement : on met sur-
tont Paccent sur la rigueur, en se préoccupant encore moins qu'avant de
rendre naturelles kes démonstrations.

L’analogic avec le prestidigitatenr gui fail sortir des pigeons peut
faire sourire, mais, en définitive, gui sont ley vrais pigeors 7

Cet article est extruit du fascicule ""Mathématiques ef Prestidigita-
tion* pubhié par PIREM de Toulouse. Dans ce fascicule sont traitds trois
exemples supplémentgires ; P'un sur les facrorisations en clgsse de Troi-
siéme, &f dewx, du niveau licence de mathématigues, sur les “‘glissements
densemle” (cf. fin de Varticle), Henri BAREIL er Henri SENATEUR
ont manifeste un vif intérét pour cet article au début de su rédaction. Iis
m'ont ginsi beavcoup encourngdé dars mon ravail. Je leur adresse mes
remerciements sincéres ¢f amicaux.
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