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ETUDES

Pseudo-proportions
par G. Audibert, IREM de Montpeliier

An cours dexplriences portant sur la simifitude des triangles (cf.
AUDIBERT G., 1982}, nous avons constaté que nos éléves du premier
cycle transforment les triangles de deux maniéres différentes © d’une part,
ils utilisent les proportions, d'autee part, A un triangle donné T, dont les
oBtés miesurent respectivement P, M st G et & un nombre réel k, ils asso-
cient, lorsque cela est possible, un triangle T, dont les obtés mesurent
P+ h M+ 4, G+ A Examinons guelgues aspects mathématiques de
cette transformation. A chaque triangle du plan affine euclidien nous
associons la classe des triangles qui Iui sont isométrigques. Appelons ©
i’ensemble de cos classes. Par abus de langage, nous confondons un irian-
gle et s5 classe et nous parlons constamument de triangies et non de classes.,

Nous appelons § une similitude directe de rapporty >0, et S le
groupe des similitudes directes de rappert sirictement positif. Etant

donné¢ un nombre réel A, nous appelons a, une application, qui & chagque
triangle T, pour lequel cela sst possible et dont les cdtés mesurent P, M et
&, fait correspondre le triangle T, dont les cbtés mesurent FF 4+ A,
M + h, et G + k. Pour un A donné, a, est une application définie sur
une partie de ©. Nous appelons - Pensemble des applications a,,.

Nous disons que deux triangles T, et T, apparienant & © sont pseudo-
proportionnels si, par définition, 1! existe un nombre réel /1% 0 ef un nom-
bre réel p > O tels que

d’une part a,(Ty) existe,
et d’autre part Tz =3 G gy (Tl) = a;,_P 0 SP (T]].
Une teile application § ° a, sera appelée pseudo-properiion.
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SU 4 est un ensemble d'opérateurs sur 9, selon la définition d’opé-
rateur dopnée par N. BOURBAKI {1938). Les parties siables de @ pour fa
loi définie par SU A formen{ une partition de 6,

Chaque partie stable, autre gue celle constitude par tous les triangles
équilatéraux, est engendrée par un triangle aplati T, i dont Jes trois cdiés
oni pour longueir respectivement

—}‘—, I s bavecO € h s L
IR S ) N
On considére plus particulidrement dans la partie stable associde 4 )
1a famille F, des triangles gui ont tous 1 comme mesure du grand cdee,
soit 1a famille des triangles T, , dont les irois cbtés mesurent respective-
ment

)3 1

Y U i+ A

T+a . L+2 , 15 avee hz0.
P+ h 1+ &

Etant donné un nombre 0 <A< 1, appelons U, Vet W, , les sommets d’un
tdangle T, , de la famille ¥, [ UV est le grand cdté, VW, , est le coté
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moyen et UW, , est le pelit odté d’un triangle Ty pe Si nous fixons h, le
Heu de Wm‘ goand A varie de § & + o, st une partie du licu des points

dont le rapport des distances 4 deax cercles fixes est constant ; ces cercles
ont des rayons égaux & 1 ot sont centrés en 1 & V. Nous représentons sug
ia figure I les deux arcs de cercles centrés en U et V et de ravons unités
permetiant de définir le leu. Nous y représentons aussi le triangle T4 55

de la famille F,,, obtenu pour k = %-, ¢’est-d-dire le triangle
UVYW 4205

Nous représentons enfin le lien de W, oy quand Avariede 34 + o,
en remarquant que Wy, , parcourt ce lien de W, ¢ jusqu’a Z, o Zest
fe sopumet du wiangle équilatéral UVZ vers lequel tend W, , quand &
tend vees + ., '

Nous représentons sur ia figure 2 seize points du Heu correspondant 2

= “}1_’ ainsi que les seize triangles correspondants de la famille F, ,,

dont un triengle aplati.

Le triangle équilatéral ne fait, bien entendu, pas partie de celte
famille 5 tid ’

Figure 2
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Pour obtenir n’importe quel lieu {|W
lage curviligne constitué par des arcs de cercl
U et V ; ce quadrillage permet d’obtenir tr

1-VW, ,
1-UWy s

Il colstitue notre figure 3. 11 nous a permis de tracer les différents

lieux de 1a figure 4.
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Figure 3

Remarquons que les lieux {W, ,] sont des courbes algébriques du
quatriéme degré (¢f. LELONG-FERRAND J., ARNAUDIES J.M,

(1975}, page 303).

i les

), 4> TIOUS associons

.
[

A un triangle dont les sommets sont U, Vet W
Py =UVWyy My,

trois mesures d’angles

UW) Vv

o

VUW)\,;, M
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Ces trois angles sont opposés rc%pcaivement ay petit, a0 moyen &t au
grand cdte de notre triangle.

Pour chague nombre 0 <A< 1, la foncilon
HER, —= ﬁh;cst une fonction strictement croissante,

ia fonction
RER, —» G, , est une fonction strictement décroissante,

ia fonction

hER, — M,\ & &t ou bien une fonction croissante puis décroissante, ou
bien uns fonction strictement croissante. Ce résultat peut &tre obtem: par
un simple calcul de dérivées,

Considérons mzintenant, dans la partie stable associée 4 A donnsa,
Pensemble des triangies T’y 4 dont lss cdtés mesurent respectivement

ML . + B, 1 + k;avec A20.

1+x I+X

La hauteur H, , relative au grand dté de T°, , est ogale &

Ly d A i
Vo (3 ij( 3+ b 30+ £s) 3

1+ h

H 4 =

Ceci d’aprés ka ormule classique faisant intervenir le demi-périmeétre
£ d’un triangle ainsi que les longueurs &, &, ¢ de ses trois cdtés et la hau-
reur K, relative au obté de lonpueyr 2

4 ah, = JBO-@ @-b1 =0

On trouvera cette formule dans Ie livre de BERGER M. (19775 3 1a
page 158,

Les fonctions A€ R, — H, , sont encadrées par les deux fonctions
suivantes :

hemH.%. V{3h+2)h(1 —ﬁ»%;;?}

o RER, —» -é- l/ (3h + Dk

gque sous représentons graphiquemens sur la figure 5.
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| lf
5 &3k + 2

1 .
+ V{Sh + D as hy’

4

1
Figure 5

1."étude générale des fonctions hER, ~ H), , permet de comparer
Paccroissement correspondant & la haateur H, ;, et de woir que pour les
triangles dont les formes sont les plus utilisées, la différence entre
Paccerofssement de k et celui de H, , est trés faible.

Nous donnons, dans le febleai 6, trois exemples daccroissement.
Sur la flgure 7, nous avons tracd ies trois couptes de triangles correspon-
dant & ces exemples, en prenant comine uniid 5 om.

A 1 1 | 1 1 i

h 0,3 1,5 9,00 1 0,08 8,1 0,?

petit coté 0,8 2 0,52 | 9,35 0,6 1,2
ciité moyen 0,8 2 0,52 3,35 0.4 1,2

grand cdid 1.3 23 102 | 1L,Gs 1,1 7
M hauteur corres. 0.46

au grand coé 1,56 4,16 | 0,163 0,235 I_0.,34'3'
accroissemient de A 1,2 ' 0,03 0,600
iaccrz}a‘:ss:r:rnem de & i,10 0,062 §,608

Tubleau 6
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0,06

0,03 =---0,6-—->

Fligure 7

I.a place importante prise par les pseudo-proportions dans les procé-
dures d'éleves a éié mise en évidence par différenies recherches en didacti-
gue, notamsent celles de BROUSSEAU G. (1981), DUPUIS C, et PLU-
VINAGE F. (1981, HART K. {1981), MAURY 5. (198)), NOELTING
. {1980 a,b}, RICTO 3. (1978), sans euhlier l¢ précurseur ¢n tx matidre
FIAGET 1. (1947},

E nous a donc semdé intéressant de dépager quelgues aspecis mathé-
matiques du coneept de pseudo-proportion qui émergent des procédures
suivies par leg éléves et que nous avons observés lors de nos propies
recherches en didactigue.

était le but de cet article.
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