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Ajustements d’une série statistique
par Daniel SAADA, Lycée de Rambouillet

Ajuster des données (x;, y)), c’est trouver une fonction (une loi) F
telle que chaque F(x)) soit ‘“‘proche’” de y;.

On peut alors effectuer des interpolations (évaluer une population
entre deux recensements par exemple) ou des extrapolations (pour déga-
ger une prévision). De plus, une formule compacte représentant correcte-
ment un grand nombre d’observations libére une place précieuse dans la
mémoire d'un ordinateur.

Cet article examine les problemes numériques parfois ardus
qu’entraine le choix rationnel des paramétres du modcle F.

A. L'ajustement linéaire
C’est le modéle le plus simple. On choisit de rendre minimale la

n
somme § des carrés des erreurs: S = I (;—ax;—b)?, a et b étant les
parameétres inconnus. i=1

Une fois établi que le point moyen (X, ) est sur la droite cherchée,
n
onécrit: § = T [(y;—F—alx;— X))
1

Introduisons alors les deux vecteurs de R7:
Y=0-9 e X=0-8 i=12..1

b x
aX
S valant | ¥ —aX|? sera minimale quand Y — aX devient orthogonal
aX.D'ou a=XY _ E{-}'E—?}(V:‘:?)'
IX? Ee—%)

Apres développement, on retrouve bien:
nLxy — Lx; Ly

nEx? — (Ex)?
que la machine calcule rapidement au moyen des registres statistiques.
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Le coefficient de corrélation g, qui mesure traditionnellement la
qualité de I'ajustement, n’est autre que le cosinus de l'angle X,Y) :

Q = —“Px Y—-—r = da. .l-x-“ =
IX].1Y] Y]
Enfin, § = |Y|? — |aX|? = |Y|2(1-T).
Exemple :
Les trois points ud ” 1 l 25 iconduisentéladroile
y b1 | 10 | 100

y = 3,86x + 3,52, équation qui donne pour les y respectivement :
35 7,4 100,1
L’ajustement est médiocre malgré un ‘o’ trés élevé: 0,999,

L’erreur relative énorme commise pour x=0 montre gue ¢e modéle
n'est pas sans défaut.

On peut alors lui préférer celui minimisant la somme S’ des carrés
- N2
Yi—axi—

N b
des erreurs relatives: §' = £ ( ) (en supposant aucun y; nul).

i
On trouve: g’ = % X [(Zu) ZvE — (Suv) Ty
b* = 4 % [Eup.Zv; = Tuv; Tuj
ou = Lu; Ev? — (Zuv)? : Uy = xi/y; ] vi= 1/y;.
Ici:a” = 4,65 et b’ = 1,04 qui fournissent

1,04 3T 117,2

Les résultats, trés différents des précédents, montrent la fragilité des
évaluations basées sur un seul modéle d’ajustement.

B. Les ajustements exponentiels

A la verticale d'un méme lieu, on a mesuré plusieurs fois la pression &
diverses altitudes :

Altitudes en km [ 0 1 | 2 f 5 | 10[ 15 | 20’

Z:e;f;ms moyennes ' 7601 674| 506 i 403 | 8| 90 41 ‘ 9 l

Pour représenter la pression P, nous choisissons le modéle ae—bh.

La démarche classique est d’écrire: LogP = Loga— bh et d’ajuster
linéairement les couples (h, Log P).
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Le calonl donne:
a BUG.020 687 3
et b = (0 14R 378274 4

avee un g oxcoptiounel s -~ (0,999 54!

]

Podtiant. o obtient pout lgs presstons
LR §97.3 ai.u 3849 1831 Bi1 41,4 9.3
3 o
eo Gl oo dddeevant, | indieateur § = Y (P —we BRNT e 382724, Noue

t
aflons rediare au maximam & en résobvant le prolidme

inf TPy xetMp
5 ¥ R

L wmsdaion dey dérivées pardclles en x et en v conduil au systéme:
x ¥ P =y p Y
XL oay &= ¥ op, Py et
Py i 1"e-’*quat50n TN
O B SN P T A WP P L)

dont Boresoiution ot mmanifestement moensevable sans ounil de caloud,

LI ATOUNVE gette fols-clr ¥ o= =G [43 220 RO 7T

putisr x = 77,3279 59

[.ez valeurs ajuscdes devienaent:
7703 6724 387,48 3491 .k H 1R A 316 13,3
S vaut malntenant 338,17 e gain es1 donc eonsidérable.

Touterow, Perretr relative sur P=9 &ant importanare, minimisors
TR

> ( —rm—— 1L L quation on y, dailleurs plas rézalidve, devier:
£
Taf. Lo = Loy Dhiaf avre o= NP

Enorésobsani: v = U148 531 B et x = 806,202 33,
Curlensentent, on obtient dos valeurs voisines de ¢elles de Pajuste-
meat indaire, Mails on pesr MoenLrer gue ¢¢ 7okt pas forull:
5002 94,9 3990 383,06 HE 56,9 41,3 %4
Des calculs anelognes sont posstblas avec les moddies @
¥ = axt et ¥ = g+ hotx

Eedectenr fonmera les dquations correspondanics.

I s"en est pas ske méme pour b ot dite loginiique: y = ﬁ;—wﬁ TGN
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entre autres utilisations, est connue pour représenter fidélement fa popu-
jation des Eiats-Unis (en millions d'habitants) en fonction da temps

 Années £ ; Populgtionsl Années /; Popul.a_tiuns

| il il
1794 3.8 18840 50,2
1800 5,3 18940 62,9
1810 T2 1900 76,0
1820 9,6 1910 92,0
1830 12,9 1620 105.7
1840 17,1 1930 1228
1850 242 1940 132,0
1860 3t 19350 150,0
1570 18,6

En effet, fa minimisation de ¥ [ P— G 1% aboutit 4 un
¢ f+be <

systéme en a, b, ¢, dont il parait impossible d’isoler une inconnue :
LPAD, =a D I/D7
| L fetiiDE = gL e i/ avec D= 1l+be
L Pitem DR = a Xt e DR
Pour résoudre le systérme fib,cy=g(b,c) -0 obtcnuen éiiminant a ,
j'ar adopié la méthode suivante :
(. Cholsir un ¢ initial,
i. Calealer b, solution de fib.ck=0,
2. Bvaluer alors g{b.¢V,
3. Rechoisir ¢ en vue dannuler g .
En d’autres termes, il g'agit de résoudre 'éguation g{cshi¢)y on
bB=hic) .
La programmation de cet algorithme, malaisée et d’exécution lente
{on regretic gue ““SOLVE® des HP 340 ¢ 13C ne soit pas récurrent),
aboutii & ¢=0,3092 puis & B=570,9% et ¢=198,53 , les annees
avant été numerotées pour des raisons techniques de 8 & 24, On a donc
Pit) = 198,53

1+ 570,95 ¢-0.030 92((~ 710)
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On obiient pour fa population dze US AL

| Aanées g Populations E‘Aamées fi Papulations
: P F,
bo1796 4,0 1880 49,9
LO1ROD 5,5 1890 62.3
I osio 7.4 1500 76,2
1820 9.9 1910 91,2
1830 1x3 1920 106,95
1840 17,6 1930 121,58
1850 233 1940 1354
1860 30,4 1950 1458 .0
L 35,3

Kesre & expaguer fo cholx indtial de
ou rendre le temps de caleul prohibitif. On peut prendre fes valeurs prd-
fees par divers auvieurs.., ou faire passer la courbe logistigue par irois
points cquidistants et résoudre le systéme en o, £, ¢ La metleurc

¢ . Lo tdtonnement peul échouer

méthode, ici, est d’ajuster linéairement (£ Loy i% = lf a étant choisi

[
pour rendre oo maximal, On trouve: g=19% =602 et ¢=0,3122.

€. Autres eriteres dajustement

Nous en avans émmdie ceux:
(1 dnf L (v — Flap))?
P

e: () ng‘EM’ —mfc(“’)]
[ "

¥, i

b voici qualre autres, ausst legigimes:

(4 infx 1
!

(%Y infxup

f

6035

= Fexg

{3y mfE = P !
i

i

nEALON

¥

!
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La preésence des valeurs absolues empéche leur examen par dériva-
tion. Nous emploierons donc une méthode purement numérique,

Supposons qu’il s’agisse de minimiser S(a,b) = ¥ |y;—F(a,b,x)| .
I

On fixe a et on cherche b réalisant inf S(a,b) : S est devenue fonction
b

d’une variable, b est déterminé & 10 ~2 prés, Puis on calcule a satisfaisant
a inf S(a, b), et ainsi de suite. Cet algorithme, simple mais lent, diminue S
a

a chaque étape.

J7ai mené ce type de calcul pour la série Pression/Altitude mention-
née au début du B. Les résultats sont consignés dans le tableau ci-aprés ;
pour une bonne lecture les critéres 1, 2, 3 et 4 ont été ‘‘normalisés’’. J'ail
été aidé dans ma téche par les possibilités vectorielles de la HP15C. En
effet, posons d; = P; — xePi et stockons au préalable les huit /; dans la
matrice-colonne A. La matrice-colonne 8, variable, contiendra les el
puis on calculera C = A—xB. L'instruction MATRIX8 fournit +/Ed? ,
tandis que MATRIX 7 donne sup |d;| ; MATRIX4 transpose la matrice C
et MATRIX7 affichera alors I |d;| ! Le calcul est fulgurant pour y fixe;
lorsque y varie, il est nécessaire de recomposer la matrice B.

Bl Vv ® ® | @
Ton | e 25| 3 1
Solutions n® " & Eaf \Wr L g | wEldl | zEldyp | |sup |4, | sup|dyp)
a=770,328
8,4 19,8 7 7,3 11,6 % 11,3 48,1 %o
b=-0,135 22
806,20255
20,0 4,5% 13,6 3,80% 46,2 7,8%
—0,148 532
772,3
8,4 18,4 % 7,0 10,7 %o 12,3 44,7
—0,1361
800,0
18,2 4,5% 12,6 3,7 % 40,0 8,5%
~0,148 55
770,13
O] 8,4 19,8 %o T3 11,6% 11,3 48,1 %
—0,135 22
810,8
21,5 4,7% 14,5 4,20 50,8 6,75%
~0,1479
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Voici maintenant les valeurs ajustées engendrées par les six variations
du modéle (4 gauche les valeurs réelles) :

1 2 3 4 2 6

760 770,3 806,2 772,3 800,0 770,1 §10,8

674 672,9 694,9 674,0 689,6 672,7 699,3

596 587,8 599.0 588,3 594.4 587,6 603,2

403 391,8 383,6 391,1 380,6 391,7 387,0

198 199,3 182,5 198,0 181,1 199,2 184,38
90 101,3 86,9 100,3 86,2 101,3 88,2
41 518 41,3 50,8 41,0 31,5 42,1

9 13,3 9,4 13,0 9,3 13,3 9,6

Enfin, comparons les estimations pour £ = 8, 25, 35, et 40 km :

h Valeurs extrémes de P
8 243,8 261,1
25 19,5 26,2
35 4.4 6,8
40 2,1 3.4

Une grande prudence est donc de mise.
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