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Quelques problémes ‘‘impossibles’’
par D. LANFRANCHI, Collége G. Philipe, Fontaine-Grenoble

I - Etude naive

Qui n’a, enfant, &té 4 la fois intéressé et irrité par 1a recherche de pro-
blérmes &’ apparence facile tels gue ;

1. Tracer d'un sgul trait et sans
superposition le dessin dune enve-
loppe fermée.

2. Tracer, sans superposition,

uge Hghe coupant une fois ef une

seule chacun des seize segmenis &~ A

mentaires de la figure ci-contre. \JQ
On arrive assez vite 3 Ia convic-

tion que ces problémes somt

“impossibles*’ . Mais, pour I*apaise-

ment de Pesprit, comment le ] P

démontrer 7

Avec mies éleves de 6° et 5*, pour le deuxitme probleme, Jai procédé
ainsi :
Aprés quelgues essais en classe, jo leur propase de chergher le pro-
bléme chez eux.

Quelgues jours aprés, on éindie quelques situations binaires définies
par deux états, telles que celle de

a} Lo lampe qui a deux états commandés par Faction d*un interrap-
teur [E : 8tre éteinte ; A : #tre allumée}.

Si au début alle est éteinte, quel est son &iat aprix Ia 19¢ action ?
Aprés la 1582

Les éléves sont conduits 2 former un tablean 04 it112i3]...
Pétat initial est précisé ElAIETA ..

B) Detx joueurs A et B gui se lancent alternativement une balle. Ag

début ¢’est A qui a Ja balle. Qui Va aprés le 27¢ laocer ? Le 76* ?
. 0112134,
On obtient le tablean TR TETS

Régions et trajet

Appelons “région” une portion d'espace Hmitée par une “frontiére’”
— surface ou ligne — Dans exemple précédent, e joueur B est dans une
région (comme au tennis). Apres un nombre pair de Iancers, 12 balle, par-
tie de I'extérieur E, se retrouve & Iextéricur aprés avoir franchi un nom-
bre pair de fois Ia frontiére de la région B au cours de son frajet.
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Par e tableau ci-dessous
6lijz2lsf..
EfE|].. o

les &léves découvrent la régle suivante :

R1 :SBiunrajet franchit la frontiére en n points, ses deux extrémités
sont dans le métne &tat — intériewr ou extérieur 4 la réglon - st
n est pair, ls sont dans des états différents si n est impair.

On peut bien sOr appliquer cette régle A plusieurs régions R, R, R ...

Si on appelie *‘région impaire pour un trajet L™, une région dont ia
frontiére est coupée un nombre impair de fois par L, on déduit une auire
régle :

R2 : Toute région impaire contient une extrémité du irajet,

Et un trajet ayant au plus deux extrémités, on conclat :

R3 1l n'existe pas de trajet pour plus de deux régions itmpaires dont

les intérieurs sont disjoints.

Remargue ;53 les deox extrémités se rejoignent le trajet est un *cir-
cuit*’. Tout peint d'un circuit peut 8tre considéré comme une double
extrémité, Les deux extrémités confondues se trouvent par le fait dans le
méme éiat pour chaque région. 1ol :

R4 :Sile trajet est un circuit, toutes les régions soni paires pour fui.

Territoires, povtes et trajet comiplet

Appelons “territoires’” des portions de plan limitées par des polygo-
nes #on croisés, ‘pories” kes cbids de ces polygones el “‘trajet compier”
pour an territoire T une ligne continue qui traverse une fois et une seule
chaque porie de T, Cette ligne peut &tre considérée comme fa trajectoirs
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d'un point M, gui ne pent §"arrdler sur uae porte {sitnation binaire : inté-
rieur - extérisur).

Sl ya #» portes unirajet complet pour T zura n points d’intersec-
tion avec fa frontiére de T, Les territoires étant des régions, on peut appli-
quer les régles précédentes, on obtient :

R”Z: Toui territoire impair contient une extrémité du trajet complet
pout lui.

E’'3: 1] n'existe pas de trajet complet pour plus de deux territoires
impairs dont les intérieurs sont disjoints.

e deuxiéme probléme évoQué au début consiste & trouver un trajet
complet pour ¢ing territoires dont trois (hachurés) sont impairs, [Y*aprés
R3 ce probigme est impossibie (sans sofution).

Région-poini 21 graphes contines

L.es régions peuvent se réduire 4 des points, alors “‘régions-points’ et
trajet forment des “‘graphes™ particuliers ayant sommet et arcs ; on les
appelera ‘‘graphes contisus® (Bo réalite ¢e sont des “multigraphes"’}),

R2 et R3 deviennent :
R*2:Un sommet impair contient une extrémité du trajet,
R*3: 1§ n'existe pas de graphe continu ayant plus de deux sommets
impairs.
Le premier probléme évoqué consiste A troiver un trajet pour cing
points dont quatre sont impairs, Daprés 873 c’est impossible,

A B P8

équivalent A A

[P T——

- c

816



Bulletin de TAPMEP n°336 - Décembre 1982

Probleme des poais de Kaenigsberg (%)

M s”agit de trowver un majel passant ane fois et une seule par chiaque
pont reliant de petites Tles et les rives du fleuve Pregel =+ qui traverse Ia
ville de Keenigsberg. {Buler démontra que I probléme étalt impossible}.

A, B, C, D sont guatre régions qui seraient toutes impaires pour un
irajet-solution, Donc, il n'y a pas de solution. Les éldves s’apergoivent
gu'ils peuvent réduire ces régions 3 des points en conservant fes contrain-
tes des communications. I1s obtiennent alors un graphe avec guatre points
bmipaies (qui n'est pas un graphe conting d’aprés R73), A

équivalent a

C D“

BI
Transformsations et créations
Les éiéves cherchent 2 appliquer Péquivalence des problimes de
régions ¢t des problemes de graphes, en utilisant Vidée que le “reste” du
plan, qui est sussi une région, e5t équivalent A un sommel.

A B /"" équivalent a

q - -
C | DA4E

[‘

-
Hs fmaginent aussi des ensembles de tersitoires pour des trajets com-
plets {pas plus de deux territoires impairs - hachurés).

’7/ 1, %
Y, Juymy

on des figures & tracer sans lever le crayon ¢t sans superposition, Il suffit
qgue les figures aient plus de deux points impairs pour gue ce soit impossi-
ble. ils émettent la conjecture que ie probléme est toujours possible pour
des figures a’avant pas plus de deux points impairs (gros points) et que les
&léments impairs sont toujours én nombre pair,

(*) Factuetie Kaliningrad

(**} avjourd’huf Prégolia
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Impossible O—O—-' N

Possible @ > N

Conclasion

Cette &ude naive se révéle pédagogiquement positive par Pintérdt
éveilkd dans les jeunes esprits, les notions dégapdes ot les transformations
qui n'altdérent pas Je probidme, pour aboutir & la solution et 4 la phase
créative finale, Cest une récréation mathématique qui leur fait découvrir
Iimportance de 1a parité,

Il - Etude ““graphigue’”

Hors du cadre du premier cycle or peut entreprendre vne ¢tude qui
utilise les résultats de ia théorie des graphes sur les notions précédentes
(sommet impair, graphe continyg...)

Lemme des changements d*états binaires

Etant donné un ensemble de n &éments dans la méme situation
binaire {E,H,], le nombre m (varizble) d’éléments s¢ trouvant dans
P'état E, et le nombre ny (variable} &’ éiéments se trouvant dans E,, ne
changerit pas d¢ parité s'il ¥ a un nombre pair de changemenis d'état,

En effet iout changement d'€iat d’un élément change & la fois la
parité de #n, et cellede m; (adjonction d’une unité pour Pun, diminution
d’une unité powr "avire), Done deux changements d'#ats ne changent
pas i3 parité de m; et de n,

On en déduit e résuliat :
RI :Un nombre pair de changemenis d’état couserve kes parités de

ny et de iy , un nombre impair de changements modific les
parités de ces nombres.

Corollaire 1
Soit un graphe de a# sommets dont n, sont impeairs et 2, sont
pairs, m, est pairet n, ala parité de n .
En effet si on enléve un arc au graphe, les **parités’® des deux som-
mets correspondants changent.
1l v a ainsi un nombre pair de changements ¢’état (2). En ccmtinugm
cetic opération (enlever un arc) qui conserve la parité de »; , on aboutit a

un graphe n'ayant qu’un seul arc doni s deux sommets sont impairs.
Ainsi te nombre #, de sommets impair est pair.
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De #; pairetde 7 = 8 + n; , ondéduit que #; a méme parité que
"

Ainsi, dans une assemblée, le nomibre de personoe avant échangd un
nombre impair de poignées de main, ¢st pair,

Chemin conting

On appelera “chemin continy®’ la trajectoire L sans superposition
d'an point mobiie M qui ne peut s*arréter sur une frontiére.

Toute région est alors dans une situation binaire pour L, elle est dite
“*paire’ si la frontiére a un nombre pair de poinis commuans avee L; elle
est dite *“lmpaire’’ daas le cas contraire.

De méme le poimt M est dans une situation binaire pour une région R
(intérienr, extérieur).

Pour la tégion-point on peut convenir qu’il n’y a qu’un point inté-
rieur a la frontiére.

Propriété des véglons impaires

R2 :Toute région impaire pour un chemin continu 1. contient une
extrémité et une seuie de L (L a nécessairement deux extrémités
distinctes).

En effet wout franchissement de frontiére change "étar de M dans
1a gitualion bingire fMER ; MER}. Un nombre impair de franchisse.
ments impose que les deux extrémitds soient dans des états différents, Mun
intéricur, Mautre extérienr. L. ne peut &tre un circuit.

‘Equivalence topologique

Topologiquement on pent réduire des régions disjointes (dont les
intérieurs sont disjoinis} & des points distingts, et ia partic E de Pespace
extérieure i toutes les régions & un point particulier.

Entre B* a1 " il n'y a pas de “déchirure’’ puisgue 1"arc B"C” n'est
pas dans P'espace E”.

Un ensemble de régions disjointes asxocides & un chemin continc ast
topologiquement équivalent & un graphe coniing,
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On conviendra que le graphe vide (sans sommets) est un graphe cott-
tinu,

Propriété des chemins continas

Tout chemin continu V'est au plus pour deux régions dlsjmn:es impai-
res (il n’existe pas dc chemin conimu pour plus de deux régions disjointes
imipaires).

5’il ¥ avait plus de deux régions digjointes impaires, chaoung -
d*aprés R2 — ayant une extréniité du chemin continu, celai-ci aurait plus
de deux extrémités . -
Propriété des graphes contines

R73.: Tout graphe continy a zéro on deux somemets Enpairs.

Un sommet &ant une région-point, il ne pcut ¥ en avoir plus de
deux d’aprés R"3. Bt d’aprés le corollrire 1, le nombre de sommets
impsairs est pair
Remargue

R4 ;Siun chemin continu est un circuit toutes les régions ou som-
mets de graphe son; paires pour Iui,

(méme démonsiration que celle de la remarque page B15).
Comjecture sur les gruphes continus

Pour qu’un graphe seit contina il suffit qu’i ait zéro oa deux points
impairs.

On pent essayer {de multiples facons) de démontrer la proposition de
cetie conjecture. Yoici un essai (il serait intéressant d’en voir d'autres).
Circait ajouté pour un graphe

Définition - Un circait C est dit **ajoutd’’ pour un graphe G, &'l est
ajouié sans superposition d’arc & partir d’un point quelcongue A de G. A
éant un sommet on un paint d’are de G, 5

Notation : G =g + C e peeml G

' A -

-
-
"

Propriété des circoits ajontés

1) L adjonction d’usn circuit ajouté C 4 un graphe G ne change pas la
parité des points communs de C et G.

2) 5i € est un circuit ajouté A un graphe continu G, le nouvean gra-
phe G’ obtenu est avssi coniinu.

1° 8i C coupe G en un sommet, il ajoute deux arcs & ce sommet,
§’il le coupe ¢n un point gul n'est pas un sommet it le transforme en som-
met gyant quaire arcs. Dans les deux cas, ba parité de chague point com-
mun a’est pas changée (done tous los points de G conservent leur parité).
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2% 8 un point M peut décrire un chemin continue L pour G,
lorsqu’il atteint le point commun A, if peut décrire C, et de retour en A,
achever de décrire L (i} o’y a pas de superposition d’aprés ja définition des
circuils ajoutés) . :

Graphe réduit o’un graphe G
C’est un graphe g, obtenu par le processus suivant ;

1} On supprime un circuit C, de G ¢t on prend Ie graphe restant g, .
St C et g, soni non connexes, on considére comme somunet de gy, un
point A4 de C,.

2} On appiique encore cet algorithme 4 g, , puis aux graphes succes-
sifs obtenus, jusqu’a la suppression du dernder circuit C,.

On adone G ng""' CJ; g;ﬁg3+cz O

Byt = Bn+ Cy _
l résulte de ce processus que pour eout §, C; est un circuit ajouréd
pour g; (au moins un point commun A; el pas de superposition).

R3 :Ainsi on passe d*un graphe réduit de G, 4 G par une série de
gircuit ajoutés, la parité des sommets étant conservée.

Bxemple (G : Graphe non connexe avec quatre points impairs
% ¢ % % 8 _
A i S A ['—'

- —
Théoréme

Ti : Pour gqu’un graphe soit continu il faut et il suffit qu'il ait zéro
ou deux sommels impairs.

D’aprés R'? la condition est nécessaire (de méme est nécessaire fa
condition de¢ connexité} montrons quelle est suifisante {conjecture des
graphes continus).

Supposons que G ait zéro ou deux sormmets impairs, un graphe
récduit g zura aussi zéro ou deux sommets impairs (R5). Ce graphe g
sans circuit ne peut 8tre que e graphe nul ou un graphs n’ayant que deux
spmmets impairs : ce ne peut &tre alors qu'une jigne 2 deux extrémités.
Dans les deux cas g est continy, done G est continn {2¢ propriété des cir-
cuits ajoutds)

Conjecture chroutitique

Tout graphe continy est 3.chromatique

La réciprogue n’est pas vraie d’aprés le contre-exemple suivani (qua-
tre sommets impairs).
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