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La relativité en seconde
par B, GUELFI, Lycée Marie de Champagne, Troyes

L’expérience pédagogique qui va &tre décrite ici consiste, 4 {a fin du
nouveaw programune de mathématiques de seconde, 4 en appliguer
plusicurs aspects 4 un probléme qui, tout en stimulant Pimaginaiion, ne
se laisse pas aborder de fagon efficace par la seule intwition.

Ce teavail 3 &1é fait aves une classe trés hétérogéne, comme 13 majo-
ritd des nouvelies secondes, Sur 32 &laves ayant assisté aux cours, § ivont
en Pretiére S et 7 ne feront plus de mathématigques. On peuat dire d’auire
part gue 2 €léves ont suivi avec intérél le cours sur Ja relativité, ceci pour
situer guaniiiativement les limites et la poride de cetie tentative gui s'est
déroulée sur 3 semaines ei gue je vais gssayver mainicnant de décrire avec
suffisamment de détails,

On étudie uniguement |'aspect cinématique de la théorie de la refati-
vité restreinte, c’est-&-dire que 1'on dispose de deux repéres r; ef 1,
orthonormés de espace (fig. 1} 4 3 dimensions, que Porigine o, de 1y
se déplace dans un mouvement de {xanslation uniforme de vitesse » par
rapport & ry suivant I'axe commun des abscisses de ry et r;, et queles
deux autres axes de r; restent paralléles & leurs homologues de r, .
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D'autre part, les mouvemenis que l'on considére dans ces repéres som eux
aussi de translation uniforme, ce qui permet de caleuler les vifesses en
divisani une distance parcourue par ba durée du irajet, amtrement dit de ne
pas faire intervenir Ia notion de vitesse instantanée, Le fait que 'on s¢
limite au o€ cinématigue de la théorie signifie que les objels en mouve-
ment wont Ict pas de masse, ceci évidermment n'empiche pas de choisir
des exemiples parlants comme les trains, Yes dlecirons, les galaxdes ou les
satellites,
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Parties du programme utilisées

- Géométrie dans "espace : repéres cartésiens, coordonndes d'un point,
calculs de distances.

- Systéme d*Squations : changement de repéres, expression analytique
d*applications Iinéaires.

- Racines carrées, puissances de 10, errocurs of incertitudes,

- Comportement local des fonctions ﬁ; et JT3X en O (approxima-

tion affine}.

~— Ltilisstion de Ia calculetie,

- Recherche d’extréma notamment : un produit de 2 nombres positifs de
somme donnée est maximal 5’ils sont égaux.

Contenu du cours

i. Infroduction

Je pense qu'il y a intérés A présenter Vinvariance de Ia vitesse de la
lumidre commie une donnée expérimentale immédiate sous la forme
suivante :

5'il sembie raisonnable de dire qu*un marcheur se déplagant dans un
train & 4 km/h dans le sens du train {ayant ui-m&me par rapport aux rails
une vitesse de 100 km/h) a, par rapport aux rails, une vitesse de
iod km/h, Pexpérience monire que si I’on remplace le¢ marcheur par
Pextrémité o'un ravon lumineux se déplagant & 3.10° km/s dans le train,
alors les vitesses ne s’ajoutent pas ef Vextrémité du ravon lumineux se
déplace, par rapport aux rails, aves une vitesse de ¢=3.10* kmv/s et non
300 000,028 km./s comme on pourrait le penser. [ est amusant, & ce sujet,
de comstater que ceci est admis parfaitement par des éléves qui soni préts &
meftre votre parole en doute si vous affirmez que Ia vitesse de la chute
d"un corps dans le vide est indépendante de sa masse ! Ceci tent 3 ¢c que
Ie fait que la lumiére se déplace n’est pas ressenti. [i faut done insister sur
ie caractére choquant de invariance de ¢ par rapport A un ohservateur
quel que soit son mouvement par rapport a la source Lumineuse.

1. La transformafion de Galilée

Appelons Ry et R, deux repéres de “Pespacs™ des événements
{ponciuels). B faut, pour identifier un événement, conaaitre s0n abscisse
x ,sonordonnée ¥ ,sacote z, ot 3adate ¢ ; les événements auront donc
4 coordonnées, les repéres d'espace ry et 1, , sous-jacents & R, of R;,
se déplacent. comine annoncé pius haut. On justifie giors facilement la
transformation de Galilée qui donne les coordonnées d'un événement
dans R, en fonction de cefles qu’it a dans R, .
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Posamt £(xy, yu 2o tdy, o Elxp yp 2o fdy, . 008 Xp=X- ¥,
Ya=¥s, =0, =1 Chypothése do Newton).

IH. Principe de [a relativité restreinte

“Les jols de 1a physique sont les mémes ¢(ans un repére que dans towt
autre en translation uniforme par rapport an premier’”,

Cela signifie gu'un physicien enfermé dans un train en translation
pniforme, rideaux tirés, sera incapable de concevoir une expérience i
permetiani de dévider si son train boige ou non par rapport aux rails !

1V. Lol &’ addition des vitesses _

Lo point mobile se déplace en ligne droite dans ry & vitesse constante
vy suivant I'axe ogx; , alors son mouvement est aussi de translation uni-
{orme par rapport & 1y (Cest wae comséquence du principe de la refativité
restreinie}).

Sz présence A instant f; av point de coordonnées (x,,y,,2;) dans
1y est Pévénement Efxyh,2e0)p, ; de méme 3 Uinstang & +¢, il passe
au point de coordonnées (xf,p:,7i} dans r,; C'est "événement

E QL. (%R, -

Notons encore E{xpbn2ntag, o E'(xL.r5.3.4)y, . alors
X — ¥
t{ - tl
ot 81 v ost fa vitesse de nolre poind mesarée dans R,

v = fé*‘:ﬁ

t: il lg
et la transformation de Galilde montre que vp=v~v Ot | Wy=¥+v |,
ol galiléenne d’addition des vitesses.

¥y =

¥. Le probldme expériznental de la vitesse de la lumidre

Si Is formule encadedée du § 1V rend bien compie de Pexpérience du
mnarcheur dans I ¢rain, elle ne conviait pius pour Pextrémité d'un ravon
Jumineux se propageant dans le mame traio car, si v,=c, on a vu que
w=c o pon c+v. Ced contredit donc la transformation de Gatilée
dent 1a formuie du § iV est une conséquencs. On peut énoncer A oo stade
1z Yot relativiste de composition des vitesses que 'on démontrera plus tard :

b= WtV
]+93‘5’

ot
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et vérifier qw'elle ne contredit pas expérience du rayon lumineux s que
si elie contredit les 104 km/h du marcheur, la différence est irés faibie, de

Pordre de _;:.1043 km/h.

V1. La transformation de Loren{z
On cherche la nouvelle transformation

X0 Yy T d 1) ey (X ¥ 20y )

de Pespace des événements qui respecte 4 Ia fols Vinvariance de ¢ et le
principe de retativité et on cherche parmi les applications linéaires parce
gue ce sont les plus simpies et que ¢’est dé3d assez compligué comme ¢a
{en fait ¢’est zne conséquence du principe de relativité mmais la démonstra-
tion esit délicate).

L’idée de ce cours €tant d*arriver le plus vite possible i la découverte
de L, j"a choisi de suivre ici Pexposé d'Einstein que 'on trouverap, 1293
132 de I}, Ceci & é1é fait en 1h30 de T.D. sous 1a forme d*une fegille de
guestions g je reproduis ici ;

A - Position du probléme
§ 1 - En considérant un signal lomineux dans R; et R;, dire
pourquoi on a
xlgag =$ .xz"-—“{?!z
Xy Oty T Xp= Ll
§ 2 . Monirer que si 'on a, quels que soient x; et £
L Xa - Oty = WXy Oy}
(L) _
Xy + ofp =5+ ¢h)
alors les implications du § 1 seron satisfaiies.
Cuelles sont les dimensions des constantes 7 ¢t £7

§3-Posons o= -'—'? ot b= 3—}5- Montrer que de sysiéme (L)

s*éerit

Xp = gxy+ bty

(L) C‘t; = b.t; +a¢f:

B - On cherche maiatenant & et b en fonciion de ¥
§ I - En exprimant dans {L) que oy alaviiesse v dans R, , montrer

.._._M-EE
que ¥ i
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§ 2 - Justifier Paffirmation suivanie :
“‘Une régle immobile dans R; ¢t de longueur £ dans R, doit avoir,

pour un observateur de R,, la méme longueur qu’une régle de longueur ¢
dans R,, immobile dans R, pour un observateur de R;".

§3-Soit U, et U7 les abscisses dans R, (fig. 2) des extrémités de
la premiére régle du § 2 et U;, U; leurs abscisses dans R,. Soit de
méme X; et X, les abscisses des extrémités de la seconde régle du § 2
dans R, et X; et X/ leurs abscisses dans R, (fig. 3).

Montrer que X3 -X, = Ui -U, .

21 22
U U
O |2_\_ Xg
Y] X,
Fig. 2
¥y ¥
Zz
2y
0
04 Vi — x1 xg
X, Xi
¥ Y Fiz.3 -

§ 4 - On va maintenant calculer, en fonction de # et &, les lon-
gueurs Uj —U; et X5 -X;. ¢

a) Pour U;-U,, on réalise un instantané dans R,, c'est-d-dire
#;=0, donc quel que soit x; , (L) donne x,=ax; . Montrer que

vi-u, = £
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b} Pour X ~X; on réalise un instantané dons Ry, £ «0, {L) dit
alors que ;= — %’E.-—m . Montrer gue

X{~X, = t(am %}

§ 3 - Montrer, en stilisant B, § |, 3ot 4, gue fes constanies o o &
doivent vérifier le systéme §

= -&5, a=>0
P
l=a*- 5
§ 6 - Résoudre 5 et reinarquer que 5 = v<io.

s

& 7 - Ecrire Ia transformation

¥11. Loi relativiste de compeosition des vitesses

On refait le calcul du IV avec cetie fois la transformation L et on
trouve facilement Ia formule ammoncde au V.

YIi1. Problémes d’approximation relativiste

Théoréme 1 : 8i v+ v et 2puiv<c® alors on {ait, cn rempha-
cant vy par (v,+¥{l -—lg_} , LRt erreur par excds moindre que
vi vt
ct

1 suffit ki Fappliguer le théordme d*approximation locale en ) de

1 1
X v QYL X = —( .
P+x o2

Exemple : §i v=210° km/s e vo= 107 kmi/s (situation que Pon peut
remcontrer lors de Pémission d'une particale par un €lectron accéléré) on
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trouve 2wy = 4,100 ken?/s® < 2100 km¥/s2 = 2 &1 vy = %.Iﬁ‘ km/s

aves une erveur plus petite que 3,104 km/s. Cet exetnple montre les limites
du théoréme 1. '

Supposons maintenant gue & mouvement du mobile dans R, se fait
dans le méme sens que le mouvernent de r; par rapport & ry , autrement
dit ;=0 . Un observateur de Ry mesure Ja vitesse o’ un mobile dans Ry, il
trouve v , ilconnait aussi v ; s’il eroit 4 la théorie de Galidée, il pensera
gu'un observateur de R,, mesurant le phénpiméne, ki itrouvera la vitesse
Vigu = Va+ v . 8’ croit 4 la relativité, il pensers que le méme observateur
de R; trouvera par sa mesare fi.e. avec les horloges et les régles de R))
Vet ¥

Fhg = oS
e
1+ pei
On a alors le
Thiordme 2 ;. v — v >0 etsi 2vvge® on fail, en remplagant

VY
Vigi™ Vi PAr (¥p+ ¥} :a

. D¢ CITEUr par excés moindre que

L
ral
Une guestion naturelle se pose alors ; .
inventer une expérience pour laguelle vy, — ¥y, soit maximal si
v;+ v est donnée, imiiée par exemple par les moyens dopt disposc I'expé-
rimentatens. Autrement dit, comment répartir {a somme v+ v dans v,
et v pour gue ¥, soit ke plus possible plus petite que la valeur v
suggérée par Vintwition ?

¢ théoréme 2 joint au théoréme sur le maximum d'un produit peut
faire penser qu’il faut cholsir v,=v {i.e. faire pourir e marcheur dans le
train & la m&me vitesse que le train dans le repére des rails Ry). Le théo-
12me 2 éant seulement un théoréme A’ approximation, il faut preadre des
peécautions et reprendre la formule exacte :

Uvy+v)

Vi~ Vi = (pE¥) {1

Va¥
1+
P
pour voir gu'effectivement “v,=v'’ rend vy v, maximal ¢t égal 3
2y
E+y

Exemple < Si vq+v=200 km/h , on trouve qu'il faut faire se déplacer le
train & 100 km/h ¢t le mobile aussi of quialors
- = mzmi——_ kmfh -
e W TR 7T R
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cet exemple présente une difficulié supplémentaire du fajt gue Is calcu-
lette ne peut faire la somme 14 116,64.101 ¢

Ceci n'est pas grave ¢ar une telle précision n’avrait aucun sens étant
donné ¢elle aver laquelle ¢ elle-m8me est connue (de ordre du métre par
secande). Dans ces conditions on utilise Je théoréme 2 qui, avee vy=v,

3
dOnne  vyg— Virg = % et l'erreur est plus petite que -i";;i ,

ce qui donmie kel Vg — Vi = L7107 km/h avec une errear moindre
que 3.30°¥km/h. On peut remarquer que, quoique irds petite,
Yigal — Vil €80 30 Fois plus grande dans ce cas que lorsqu’on avait
vy = 4km/h. Etsi v+ vy = 184 km/h | on aurait irouvé 3,6 fois plus avee
v = vy = 32km/h .

IX. Modifications & introduire dans notre représentation de
la réalité

On peut snivre ici {2] p. 27 4 33,
A. La notion de Jlongeeur e5t relative gu repire.
Une régle atiachée a Ry, paralléle 2 gyx,, de longueny i aura, si elle

st mesurde par un observateur de Ry, 1a longuear Dx, = f1 — ?—; Hx,

{contraction de Loremtz): cecl se voit facilement en appliguant la trans-
formation L. aux extrémités de la régle 4 un instant donné dans R,, par
exemple ¢ = 0. Les exempies ici peavent s’appuyer sur le

Théordme 3: On fais, en remplagant Dy, par Dx (1 - 5‘2”;) , une

; o ; i 2
EITeUr par excés moinre que 5o Dx, mais supérieure 4 5 Dx, |

Ceci se voit simplement en appliquant le théoréme d’approximation
locale de x —~ JT+Xx avee x=-§ et en se souvenant que (vl <e,
ce qui découle immédiatement du VI {B § 6). On a aussile

??léarénw 4 i)x; £ Dx, {contraction} et on fait, en remplagant

—Dx, par Lb:,»f‘?- une erreur par excts moindre que ‘Q‘%sz

gupérieure 3 Dx, .

V‘
12
On peut remarquer ici que Dx; — Dx,; est une mesure de 1’écart entre
la réalité et Vintuition ; en obéissan au méme mobile gu’au V111, on cher-
chera & rendre Dx, - Dx; maximal, ce qui s’obtient bien sfir lorsqua

“‘4end’’ vers ¢ . On vaitalors que Dxy = i~ 2;;' Dxy serapproche de
0 et le théoréme £ dit que Dxy—Dx; est de Pordre de %rl avec une
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erreur par excés inférieure & %-1 ; ©& qui est cohérent, 'erreur étant

d’aniart plus proche de %ﬁ que v ecst proche de ¢,

Autrement dit, on pedt raccourcir une réple antant qion veat en la
mesurgnt 3 partir d’un repdre R, pourvy que Pon puisse rendre v aussi
proche que Pon veut de ¢,

B. La notion de sinmaltanéité elle-méme esi refniive.
Supposons que deux évémements E{xy, yi, 2 fdr, et _
E'Gx',y 2" ! Jr, solent simultanés dans Ry, # = ¢y, iis sont ators

géparés dans Ry d'une durée Dy, = -‘%»(x’,—x,) ou Dty = »E‘;px, #0 s
X #FXxy.

C. La notion &'antériorité est relative.

Un exemple smusant est celui des événements suivangs :
E : grrivée de Ia téte d’un train au bowt du gual,
E’ : arrivée de la queue du méme train au début du guai.

Le train et le guai ont la méme longusur {pius précisément le train 4
Parrit a la méme longueur que le guai).

11 5t facite de voir, soit avee L, soit qualitativemient avec la contrac-
tion de Lorentz, que pour un observatenr du quai, E* est antérieur A E et
pour un observateur du érain, E est antérieur 3 E°,

On peut prolonger cet exemple en s¢ demandant dans quel repére B,
(2&me train il faut observer E et E* pour gqu’enfin ils soient simultanés
comine le bon sens semble Pindiguer. La réponse est gue R, doit aller

dans le sens oppose a4 R, & 1a vitesse 5:-('./1 -~ -Lf; - 1} par rapporti 4 R,

crast-3-dire, sous les hypothdses d’approximation de /i +x, environ
—¥/2 (ce dernier point peut se deviner en se disant que R doit avolr une
situation 4 peu prés symétrique et infermédiaire par rappert 4 Ry et Rp).

Ces résultats posent le probléme de la causalité car si 'on peut chan-
ger 'ordre chronologique de deux événements suivant qu’on les observe
dans un repére ou dans un autre, il est naturel de se poser la question de
savoir s’if est possible de trouver un déplacement d'un observateur dans
lequel il puisse voir exploser une bombe et ensuite la voir ticher!

D. L.a notton de causalité est maintenue.

On a va 2u B que des événements simultanés dans R; éaient séparés
dans R, &"une durée Dy = —E‘;’fﬂr, donc Dx, = -?Bh > of¥y qui repré-
senie a distance que peut parcourir la jumiére dans e temps £, . H est
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clair que E ¢ E’ sont donc séparés d'une distance spatiale plus grande
que celle que peut parcourir la lamidre dans te temps 04, . Eet E* ne
peuvent donc &re reliés par un lien de cause a effet, aucun signal n’ayant
ie ternps d'aller de Fun & Paatre ; ¢’est cect qui autorise keur bouleverse-
ment chronologigue,

X. L’invariant de Lorentz
Si B(xlny!szls :ljn_‘ et E’(x’ lsy'hz,ht’ i)R‘ pﬂmﬂs
HE,E’) = "1 —1F — (" j~xf ~ (¥'1— )P - &2, -2
Théoréme 5 ; On pent calculer /,(E,B) avec les coordonnées de E ¢t
E'dans R, ; on a alors
{EE’) = flEB'} = 'y — P~ ("3~ -y~ 0P~ @' — 1)
autrement dit /,(E,E’} est un invariant du changement de repére, on le
note donc i{E,E‘) sans indice.
£H suffit d’appliguer L).

Théoréme 6 i(E,E’) > 0 signifie que E et E* peuvent avoir un Hen
de cause & effet.
HE,E’'} <0 signific que E et E’ ne peuvent pas avoir de lien de cause 3
effet.

C’sst clair i on remarque que J{EE’Y >0 est équivalent a

el y—hi 2V —RE+ 01— )7+ @'~ 2 qui et T distance
spatiale dans Ry entre Eaa E’.

Commentaire

Biem siir, an exposé de ce genre exige gque ke professeur lui-méme soit
intéragnd s d’ailleurs le travail de préparation qu’il demande fait que cetie
condition est atomatiquemnent réalisée.

Un avantage inatiendw 4z oo conrs a été aussi que certaing éléves mal
& I'aise sur le plan théorigue ont po s"exprimer A (ravers de nombreux
exercices o les calculs numériques donment des résultats paradoxanx (les
chapitres VH{ et IX sont riches en possibilités de ce genre).

Quant aux développements Lhéoriques eux-mémes, il serait tout A fait
faux de croire que les &éves n'ont pas les possibilivds d*abstraction néoes-
saires pour les suivre. Ce qui est vral ¢’est que ces possibilités sont rare-
ment explpitdes, en partie du fait de la majorité des bons éldves qui song
irés friands des calculs répétitifs o ils sont sfics que la machine tournera
bien. kci le chapitre Vi par exemple demande anx éidves une réflexion
intense car il faut traduire des principes physiques dont Pénoncé ne néces-
site que le langage courant § 1,2,3 en termes de contraintes sur L perimet-
tant de trouver son expression. Ceci permet alors de retourner 3 des énon-
¢és en bon frangais au chapitre IX.
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Pour ce qui concerne le o81é que certains peut-2tre trouveront irop
“ohysique’* de ce cours, il me semble au contraire irés bénéfique ot s
manque de rigueur par rapport & une théorie purement axiomatique (évi-
demment non envisageable powur e sujet traitd ici) ne me semble pas supé-
rieur, au contraire, A celul autorisé per le programme sur des sujets
comime fes fonctions rigonométriques ou les suites.

Je pense enfin que "intérét d'un cours de ce {ype, ¢n dehors du fait
i’} permet de revoir de nombreuses parties du programime dnyindrdes au
début, est 1ré5 géndral,

il me semble en effet que ce genre de sujet devrait tendre & faire par-
tie de {a culture générale au méme titre gue, par exemple, ia rotondité de
Iy terre, 1 est vrai cependant que la découverte en est plus ancienne que
celle de 1a théorie de la relativité, il esi vrai aussi gue ¢’est un fieu commun
e dire gue la vulgarsation de domaine scientifigue se fait de plus en plus
vite.
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