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ETUDES

Du nouveau en algébre :
La classification des groupes finis simples
par Daniel LIGNON, IUT, Université d’Angers

L’été 1980 2 vu s"achever une recherche mathématique trds Enportants :
la dlassification compiéie des groupes finis simples.

C'est ce résultat fondamental — ¥ journal LE MONDE y a2 méme
consacré un article le 1) février 1981 — que Pon va tenter d’expliquer.

L. Qu’est-ce gu’nn groupe fini simple 7

Un groupe fini est, bien siir, un groupe qui n'a gu’un nombre find
d’éléments. (e nombre d’éléments g’appelle, sn général, 'ordre du
groupe,

Donnomns des exemples de groupes finis :
s 2/nZ, muni de Paddition, pour n entier est un groupe commutatif
d’ordre n .
s 5., I'ensemble des permutations €’un ensemble de 2 é&lédments, muni

de Ja composition des applicatians, est un groipe d'ordre n !, non com-
mutatif pour n23.

« 8 k est un corps fini ordre g, alors Fensemble des automorphismes
d'espaces vectoriels de &7, muni de la composition, est un groupe fini non
Ha-1)
commutatif d’ordre ¢ 2 .1‘11 {¢i~1). On le note GL. (1,%),
=

On peut remarquer que tous kes corps finis $ordre ¢ sont somor-
phes @ il B’y a qu’un seul mwedele que Pon appelle alors corps de Galois e
que Yon note F, ot g=p7, g é&tant fa caractéristique du corps. It est

commutatif d’aprés le théoréme de Wedderbum, (Voir [1], {2], ou [9))

Par suite, le groupe GL{,k} peut ftre aussi noté GL{n,¢) ou GL ()
puisque V'ordre caractérise le corps.
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Pour terminer avet cet exemple, qui est trés important car beavcoup
de groupes finis simples en sont des sous-groupes, on peut remiarquer
qu'il peuat dre représenté par 'ensemnble des matrices carrées inversibles
de dimension #n, & coefficients dans & , munt de Ia multiplication des
matrices.

Dans un groupe G o 1a loi est notée multiplicativement, o sous-
groupe H de G gui vérifie la condition :

pourtouf x deGettout ¥y deH, onaxyx—IcH

s'appelle un sous-groupe distingué, ou normal, de G. On note aiors ¢
H«alG ou GeeH .,

Donnons des exemples :
+ 11 est évident que dans un groupe commutatxf tout sous-groups est dis-
tingué.
* Dans G = GL(2, 2/22), Vensemble H={LAT ot 1=} Y}t a=(] })
est un sous-groupe mais i nest pas distingué dans G. (Prendie x= ( ? '
2t y=A).

L'intérdt des sous-groupes distinguds est gu’ils permettent de cons-
truire des refations d’éguivalence compatibles aves ia loi de groupe de G
-~ £& qui I’est pas toujours possible avec un sous-groupe quelcongue -,
et de défiuir une structire de groupe sur Pensemble des classes d’équiva-
lerice, groupe gue 'on appelle le proupe-quatient de G par H ¢t que Pon
noie G/H.

De ¢z potnt de vue, ies sous-groupes distingués jouent le méme réle
gue les idéaux dans fes anneaux, ou s sous-espaces vectorigls dans les
espaces vectoriels : ils permettent de construire une structure-quotient.

Un groupe G est simple it ne contient pas d’autres sous-groupes dis-
fingués que le sous-groupe réduit & ’élément newire tef et G, ¢ est-d-dire
s'il ne contient pas de sous-groupes distingués non teiviaux,

Les groupes simples ont €16 introduits par Evariste Galois {181 1.-
1832) dans ses études sur la résolution des équations algébriques par radi-
caux.

Donnons un exemple de groupe simple

Soit G un groupe fini &’ordre p premier. [Yaprés le théoréme de
Laprange seion lequel P'ordre d’un sous-groupe divise Pordre du groupe,
G ne peut sdmetsre o' sutres sous-groupes gue {e} ¢t G ; donc G est sim-
pie,

En conséquence Z/pZ powr p premier, muni de Paddition, est sim-
ple {en fait, il 'y a pas d’autres groupes d’ordre premier),
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2. Quel est Vintérét des groupes simples ?

Commencgons par une analogie :

Considérons dans I’ensemble des entiers naturels non nuls N* Ja rela-
tion *““divise’’ notée | , c'est-d-dire :

min siilexiste gEN* tel que a=myg
C’est une relation d’ordre dans N*.

Les entiers leg **plus simples’’ vis & vis de cette relation sont les nom-
bres premiers. L7importance de ces nombres résulte du théoreme fonda-
menial de Parithmétique gui dit que tout entier n>2 peut s’écrire sous la
forme ;

iy
Re=pepi = T pi

ou les g, sont premiers et les o; des entiers non nuls,

De plus, A Uindexation prés, cetie écriture est unigue : c'est la
décomposition de # en produit de facteurs premiers.

On peut énoncer cg théoréme sous une autre forme qui est guiva-
lente :

Four tout entier 122, if existe une suite d’entiers :

R=rp2Ry. ... 2. s 2e=1 telle que H;,;,l]ﬂ;

et gue -;_’"w ={y; Soit un entier premier pour towt § variantde 03 K- 1.
1E8 |
il est presque évident qui'il n'y a pas unicité de la suite (#;}; nidela
suite {7); mais on a la propriéié suivanie :

§’Hl y a deux suiles (q,-)f;(s et (¢’ aingi définjes, ona
* k={, c’est-d-dire que les deux suites ont méme longueor.
» il existe une bijection o de {0, ...... k- 1 dans lui-méme telle que
Qupn=a'; pour 1=, .. k-1,
c’est-A-dire que les termes des deox suites sont éganx & V'indexation
pris,
Prenons un exemple : soit 7= 30
On peut définir fa suite 1 A0 10231
etge= 30 =% = =2, =2 =5

1ls sont bien entiers.
On peut aussi définir Ia suite » 30262221

. 30 i 6 2
et gl = ._.-::S? :..,«.:3, =}
e s UH 5 L H ]
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Ces deux suites ont bien méme longueur et, 4 'indexation prés, ce
sont les mémes termes, 2, 3 et 5 (qui sont, bien sir, les facteurs pre-
miers de 30) qui apparaissent dans les deux suites {q;); et {(g/); .
Maintenant, nous pouvons dire que les groupes finis simples jouent
le méme rdle vis-a-vis des groupes finis que les nombres premiers vis-3-vis
des entiers naturels. De maniére plus précise, on a le théoréme suivant di
a Camille Jordan {(1838-1922) et au mathématicien allemand Otto Hélder
(1859-1937) :
Pour tout groupe fini G, il existe une suite de sous-groupes :
G = GobGyb>.... Gy 1 > Gr={e] telle que le groupe quotient
H;=G;/G; .1 soit un groupe simple pour tout § de0a k—1.
De plus, la suite des groupes H; vérifie les propriétés suivantes :
* la longueur de la suite est définie par G et est donc déterminée.
* les groupes H; sont unigues a I’indexation prés {voir [2]).
Au-deli de cette décomposition, on peul montrer que I’on peut cons-
truire tous les groupes finis A partir des groupes finis simples (voir [7]
ou [8]).

Remargties :
® Dans le cas des groupes finis abéliens, on a un théoréme plus simple et
plus puissant donnant la décomposition d’un groupe fini abélien en grou-
pes cycliques :
Tout groupe fini abélien d'ordre » est isomorphe 4 :
Z/myZ X L/mpZ x..... X&'y 1 EXE/ mpL

k
ol la suite (mp)%, est unique et vérifie m;|m;, et 'Hl my=n
. P
(voir [2]).
¢ Dans tout ceci, il ne faut pas oublier que deux groupes isomorphes defi-
nissent la méme structure de groupe. En conséquence, tous les groupes
sont définis & isomorphisme prés.

Par exemple, le groupe additif Z/6Z est isomorphe au groupe additif
Z,27 x Z/37 et au groupe multiplicatif des éléments inversibles de Z/9Z.
De méme, l¢ groupe des permutations S; est isomorphe au groupe des iso-
métries du triangle équilatéral.

Par conire, Z/6Z n’est pas isomorphe 4 S,, le premier étant abélien,
le second ne 1"étant pas,

» | ¢ théoréme de Jordan-Hdlder est 4 la base de I’algorithme de reconsti-

tution du cube hongrois proposé par E. Halberstadt (voir POUR LA
SCIENCE, aoit 1980).
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3. Quels sont Ies groupes finis simples ?

L Liste compléte des groupes finis simples est la suivante : il y a I8
familles infinies de groupes et 26 groupes isolés qui, pour cetie raison,
sont appelés groupes sporadiques.

Doninons le détail de cette lste ¢

2} Groupes finls simples abéliens :

1l est facile de voir, avec le théoréme de Lagrange, qu'un groupe fini
simple abélien est d'ordre premiier, donc cycligue, donc isomorphe au
groupe additif Z/pZ pour p premier.

b) Groupes atiermés @

Le groupe alierng A, est défini comme Vensemble des permutations
paires du groupe 8, : ¢’est ke noyau de Papplication signature de S, dans
[—1,-1)

Evariste Gatols a montré gue, pour 132 5,A, €5t un groupe find simple
non abéfien (voir [2]). Ce résultat iui a permiz de monirer que fes dqua-
tions de degré > 5 ne sont pas résolubles, en général, par radicaux (voir
161).

Remargus ;: A;=1e] et A, isomorphe & Z/3Z sont aussi des groupes
simples mais A, ne ’est pas car le sous-groupe d*ordre 4 des permuta-

tions qui Echangent les éléments 2 par 2 est isomorphe av groupe de Klein
. 22« 2/2E ot est distingué dans Al

c) Groupes classlques :

Ces groupes ont &8 ainsi nommés par Hermann Weyl (1885-1955) ex
ieur simplicité dans le cas fini a été prouvée d’abord par fordan dans cer-
tains cas puis de maniére compléte par Dickson dans les années 1900,

Dieudonné, en 1948, a simplifié les démonstrations initiales et en a
donné une exposition plns rigoureuse,

11 ¥ a 6 familles de groupes classiques.

La farnille la pius simple 4 défindr est cefle des groupes projectifs uni-
modulaires notés PSLa(g) of définis 3 pariir du groupe GL,{g) de Ia
magiére suivante

Le sous-groupe de GLAg) constitué des endomorphismes de détermi-
nant égal A 1 est noté SL,{q) : sauf pour n=g=2, c'est e groupe dérivé
ou groupe des commutateurs de GL, (g}, engendré par les ééments de la
forme ghatb! o 4 et & apparfiennent 3 GL{g). On montre que le
groupe dérivé d'un groupe G est un sous-groupe distingué H et que c'est
fe plus petit sous-groupe H tel que le groupe-quotient G/H soit commustaiif,

Le groupe PSL,(g} est alors le guetient de SL,.{g) par son centre 7,
qui est 'ensembile des élédments qui commutent avec tons les éléments de
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SL @) : ce sont les homothéties de V'espace vectoricl 4% de déterminant
égal & + 1 ; 2, est done isomorphe & "ensemble des <iéments o du corps

k tel que "= + 1, PSL,(qg) est un groupe fini simpie pour n>2 ou bien
pour = 2 &t gz4.

i~ 13
i

I,
Son ordre st : “Leg * 0 IE {g-1)
4 =3

ob d estiep.g.cdde n et g—1 (d est Pordre de Zy),
Remarquons que ; PSL,i2) est isomorphe 3 8y qui n'est pas simple
car il contient le sous-groupe distingué A;.
PSL4(3) est isomorphe & Ay qui w'est pas simple
d*aprés le paragraphe précédent,
{Voir [1] ou [4}).
Les autres groupes classiques sont des groupes &’ isométrics de certai-
nes formes non dégénérées sur &7 ;
# 81 ¢’est une forme bilindalre symétrigue, 1¢ groupe des isométries
s’appelle le groupe orthogonal.
Si Ia dimension de 1'espace vectoriel 7 est impaire, alors deox for-
mes bilinéaires symétriques non dégénérées donnent des groupes
orthogonaux isomorphes qui seront notés, aprés changement
dMindice, Oz 4 1(q)
Si la dimension de Pespace vectoriel est paire, alors il ¥ a deux
modeles de formes bilinéaires symétrigues non dégénérées, ce qui
donne deux groupes orthogonaux : Oa{g, —) et Ozufg, +1).
s Si ¢’est une forme bilindaire glternde, le groupe des isoméiries
s’appelle le groupe symplectique.
Un espace vectotiel muni d’one forme bilinéaire alternde non dépé-
nérde étant nécessairement de dimension paire et deux telles formes
donnant najssance A des groupes symplectiques isomorphes, iin'y a
quun seul modéle noté Spantg).
* On peut aussi considérer ung forme sesquilinéaire, analogue ay
cas complexe oft on utilise I'automorphisme de conjugaison z - T
qui est involutif,
Dans fe cas des corps finis Fg, on 4 besoin d'un automorphisme
involutif ; par exemple :

x> ¥=x" si og=p?
Et les formes sesquilinéaires sonl alors définies, comme dans C,
par
Sy = £ | pour tous les y et y appartenant
JOx3) = Mxy) |2 k0 et ZEF,

et "additivité sur les deux variables.
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Comme dans le cag d'une forme bilinéaire alternée, il 'y a qulun
seul modéle de groupe associé appeié groupe unitaire et noté U,(g}).

l.a procédure powur construire des groupes simples A partir de ces
groupes classiques est la méme que celle pour passer de GL(§ &
PSL.{4) : st on appelle G le groupe classique, soient D¥G) son groupe
dérivé et 2, le centre de IHG) qui est dong distingué dans D{G). (On peut
remarquer que Z, est isomorphe & un sous-groupe de & ; dans beaucoup
de cas, C'est méme {1, — 1} ou [13). Alors, en générai, c'est-a-dire sauf
pour de petites valeurs de a et de g, le groupe-uotient DG/ Z, est simple.

On a ainsi 5 familles de groupes finis simples, qui avec PSL{¢q) ont
&i¢ découvertes avant 1900 (voir [1] ou [4]).

d) Groupes de Mathiou ;

En 1861 et en 1873, E, Mathieu, & propos de travanx sur les permuta-
ticns, introdulsit 5 groupes qui, mainesnant, portent son fiom

M, @ordre 7920 = 24.32.5.11

Mz d’ordre 95040 = 2%.3%.5.11

M;; d'ordre 443320 = 27.32.5.7.11

M,, d’ordre 10200960 = 27,32.5.7.11.23

M,, dordre 244823040 = 33,37, 5,7.11.23

Les indices 11, 12,... provicnnent du fait gue cc sont des sows
groupes de §;, Syg,... ¢'est-a-dire que ce sont des groupes de permuta-
tions sur 11, 12,... objets.

Er 1900, d’autres mathématiciens moniTérent qae ces 5 groupes
étaieni simples. Or, ils ne rentraient pas dans une Famille infinic déja
connie. Aussi, Burnside, spécialiste des groupes finis, proposa ent 1911 de
les appeler groupes sporadigues ; el ce nom st maintenant smploy€ pour
désigner tous les groupes simples n'appartenant pas 4 une famille infinie.

Les groupes de Mathicu possédent une propriété remarguable ; pour
t'énoncer, donnons une définition ;

Un groupe G de permutations sur un ensemble E de cardina! supé-
vicur ow égal & a1 est dit x-Tols transitif si, pour tous les a-uplets (xXy,...,%)
&t {¥1,....¢x) de B, il existe une permutation IT de G telle que ¢

Tiix) = ¥ pourtoutide ]l anm.
Donnons des exemples
» Iz groupe symétrique S, est #-fois transitif.
® e groupe alterné A, est {p-2)-fois transitif pour 723,
s il ¥ a beaucoup de groupes 3-fois transitifs muds peu sont 4-fois
transitifs :
il v a les groupes S, pour n324, les groupes A, pour 126 et les
ETOUDES de Mathiey Mu,Mn,Mn et Mg;.
On démontre que ce sont les seuls groupes 4-fois transitifs.
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# Jex geuls groupes 5-fois transitifs sont :

les groupes Sy pour 23y 5, les groupes A, pour n227 et les groupes
My, et Mg,

* on conjecture gue les seuls groupes §-fois transitifs {ou plug) sont
du type 55 ou Ay,

Pour en terminer avec les groupes de Mathieu, on peut remarquer
qu'ils sont utilisés dans la théorie du codage : par exemple, My o1 M,
sont lifs aux codes correcteurs d’erreurs employés pour la restitution d'un
message bronillé par un bruit.

¢} Groupes de Chevalley et variantes :

En 1901 et en 1505, Dickson, qui avait dé&ja prouvé la simplicité de
certains groupes classigues, irouva d’autres familles infinies de groupes
simples.

Pour expliquer cela, revenons en &rridre : nous avons vu que les
groupes simples classigues song des groupes classiques as sens de H. Weyl
définds sur des corps finis. On peut se demander guelle est ka structure de
ces groupss classiques définis sur kes comps “'de nos grands-péres’”, sefon
*expression de Conway, ¢’est-a-dire R ou C ; ce sont alors des groupes de
Lie, c’est-a-dire pour schématiser des groupes o Ia notion de différentia-
bilite a un sens.

Une classification analogue 2 celle des groupes finds simples est celle
des groupes de Lie complexes de dimension finie ef siruples (pour les défi-
nitions précises, voir CHEVALLEY ou DIEUDONNE [2]).

Cette classification, qui a éié faite par W. Kiiling de 1888 4 1890 et
par E. Cartan en 1894, compresd !
¢ 4 familles infinies gui ne sont autres que les groupes classiques
définiy sur C : les groupes unimodulgires SL{n + 1,C}
les groupes spécianx-orthogonanx SO2n + 1,0)
{es groupes spécianx-arthogonaux S02n,0)
les groupes symplectiques Sp(a €}
lis sont simples pour n assez grand (02> 4 en général),
¢ 5 groupes isolés .
E; d¢ dimension 248
E; de dimension 3%
E; de dimension 78
F, de dimension 52
G; de dimension 14

Dans ke cas réel, la classification analogue est celle des groupes de Lie
réels de dimension finie, simples, compacts et elle a été {aite par B, Cartan
en 1914, On ¥ retrouve, bien siir, les groupes classiques.

Maintenant nous pouvons revenis aux groupes finis car fes familles
gue Dickson trouva sont Hées aux groupes de Lie G, et By
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Cela n"eut pas d’autres conséguences A ce momend-l1a ¢t il 0’y eut pas
de découverte de nouveaux groupes simples jusqu’en 1933, annde o e
mathématicien €, Chevalley pubtlia un article ivds important : H introdui-
sait un point de voe général permetiant de défimir toutes les familles con-
aues de groupes finis simples & partir des groupes de Lie  de plus, ilen
donnait 3 nouvelies families, correspondant & E;, B, ¢ F,. On peut aussi
remargquer gue ses démonsirations de simplicité sont similaires powr kou-
tes les familles, ce gai n'était absolument pas le cas avec les démonstra-
tions de Dickson, Asrtin et Dieudonné.

Dans les 6 années gui svivirent, les méthodes de Chevalley furent
encore géndralisées et on put ainsi trouver 5 auires familles infinies de
groupes finds simples, toujours défindes & partir des groupes de Lie :

» {es 2 families de groupes de Steinberg-Tiis
* |z famille des groupes de Suzuki
® s 2 familles de groupes de Ree.

On pensait alors qu'it n’y avait pas d’autres groupes finis simples gue
ceux déja citds, C’est-A-dire leg 16 familles ¢t les 5 groupes de Maihieu,
mais aucune démonstration n’en avaijt é& donnée... ¢t pour caunse..,

) Groupes sporadiques :

La découverte par 5. Janko, en 1964, d’un groupe simple d'ordre
23571110 = 175 560 non isomorphe anx groupes déia connus, pro-
voqua une certaine surprise. On I nomma J,. Janko construisit ce groupe
compie sous-groupe de matrices carrées inversibles de dimension 7 & coef-
ficients dans 2/11Z.

Depuis, de nmombreox groupes fimis simples sporadigues ont é&té
découverts ; il v en a 26 en tout, ¥ compris Ies groupes de Mathieu, Yis
furent construits, en pénéral, comme sous-groupes de permutations oy
comme groupes d'avtomorphismes dans un espace bien choist. Citons
parini tous g8 proupes :

* Lex 3 groupes notés . I ¢u Co,, .2 0u Coy, .3 0u Co,, découverts par
Conway en 1968, Cette découverte repose sur un travall sur les canpile-
ments compacts d*hypersphéres dans un espace 4 24 dimensions.

Co, est d*ordre 271,30.54 72, 11.13.23 = 4 157 771 BO6 543 360G 000.
Co, et Coy en sont des sous-groupes (Co, est en rapport avec le problme
de mathdématiques générales de I’agrégation 1979).

* Le groupe Ly ou Ly-§ dent Pexistence ful annoncée en 1570 par
Lyons. §l fut construit par Sims, avec 'aide d’un ordinaieur, comme
sous-groupe de permutaiions sur un ensemble d'eaviron 8 millions d'élé-
ments,

Ce groupe est d*ordre 28.37.59.7, 11,31, 37.67 = 51 7685 179 004 000G 000.

* Lo groupe F,, conjecturé par Fisher en 1973 ¢t construit par Léon
et Sims en 1976 comme groupe de permutations,
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Son ordre esi : 24,313 58672 11,13.17,19.23.31.47 =

4 154 781 481 226 426 §91 177 580 544 000 000,
Ce groupe s'appelle aussi B car Conway lui a donné le surnom de bébé-
monsire ; il est en effet isomorphe & un sous-groupe du swivant...

* Le fameux monsire notéd F\ ou M, conjecturé par Fisher én 1974 et
dont un exemplaire a é¢ construit 2 la main™ par Griess en janvier 1980
eomme 5ous-groupe de rotations dans un espace A 195 883 dimensions £111).
Son ordre est ; 2% ,3%%,52 75112 {32 17,19.,23.29.31.41.47.59.7] =
BOROITA24794 512 875 BRO 459904 961 TIO 757003 754 368000000 HGD
(ouf !} ¢"est-4-dire enviren B, 15,

On pewt deviner pourquoi Conway lui & donné le surnom de mons-
tre. Bien qu'on en soit pratiqguement sfir, on n'a peut-&tre pas encore
démontré Iunicité d’un groupe vérifiant les conditions que Fischer donna
en 1974, {Aschbacher, dans [A], Indique que c’est fuit, et Broué et Puig,
dans un article [B) postérieur, ne le signalent pas...)

M pose un ¢ertain nombre de problémes @ par exemple, certains de
ses invariants sont les mémes nombres gue ceux apparaissant dans la
théorie des fonctions elliptiques ot remargués par Jacobi en 1829 ; on ne
connait pas, 4 Pheore actuelle, Pexplication de cette coincidence.

* Le groupe J,, conjecturéd par Janko en 1975 ¢1 construit en février
1980 par un groupe de mathématiciens de Cambridge autour de Conway,
avec 1"aide d'un ordinateur. H a été construit comme groupe de matrices
carrées inversibles de dimension 112 A coefficiénts dans Z/22.

Son ordre est : 24,%9,5.7.112,23,29.31 3743 = 86775571 046 077 562 ERD
{quantité négligeable A c6té de 'ordre de M ).

Crest 1e 268me groupe sporadique et le dernier.

A Pexception de Ty, Ly-8, J, et de 3 autres groupes, tous les groupes
sporadiques sont isomorphes A des sous-groupes du monstre M.

4. Pourquoi n’y a-t-il pas d"autres groupes finis simples ?

Cette classification qui s’est achevée en aodt 1980 a consisié 3 énumeé-
rer tous les groupes simples et & démontrer gue tout autre groupe fin sim-
ple était isomorphe 4 un des groupes <iés.

Cette derniére partie st en fait un travail gigamtesque qui s’est
déroulé depuis fes premidres découvertes avant 1900 jusqu®a maintenant.
H swest pas question de citer toutes les étapes ou tous les résultats, car cela
représente environ 3 000 pages de démonsirarion i

Dans un premier temps, 2 Ia fin du 19° sidcle, on a essayé de détermi-
nier tous les groupes finis simples d’ordre domné ; par exemple O. Halder,
en 1892, a moniré gue les seuls groupes simples non abéliens dont I'ordre
est compris entre 1 et 200 sont : Ay d’ordre 60 et PSL(7) d'ordre 168.
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En 1903, on connaissait tous les groupes simples d’ordre inférieur ou
égal 2 2000 et les techniques utilisées permirent de mettre auw point des cri-
téres indiguant si un groupe dont on ne connait gue 'ordre 7 est simple
ou non, Par exemple, Burnside, en 1994, 2 moniré que Yordre d'un
groupe fini simple non abélien posséde au moins 3 facteurs premiers,

Le résultai 1o plus frappant dans cette direction fut obtene en 1963
guand Feit ot Thompson, aprés une démonstration par I'absurde de 255
pages (111}, démontrérent gue tout groupe simple fini non abélien ¢st
nécessairement d'ordre pair. Ce théoréme et d'autres travaux sur les grou-
pes finis valurent & Thompson ia médaille Fields en 1970. Rappelons gue
cetie médaille est I'équivalent pour les mathématigues du prix Nobel,

Une technique trés importante dans ia démonstration du théoréme de
Feit-Thompson &t dans toute Ia théorie des groupes simples ¢st la théorie
de la représentation.

On peut dire, ¢n resiant trés superficicl, gu'une représentation du
groupe G ¢st un homomerphisme injectif du groupe G dans le groupe
GL K} des miatrices carrées inversibles de dimension # & coafiicients dans
un corps K. L’émde de Vensemble image de G dans GL,(K} permet de
tirer des informations sur le groupe G.

On pent donner, avee ces techniques, des conditions nécessairas trés
précises sur "existence d'un groupe sitmple d'an ordre donné. Ii ne reste
plus alors (115 gu’a démontrer Pexistence en constridsant un groupe vérk-
Fiant ces conditions ; pwis Punicité 4 isomorphisme prés.

Clest ce qui s'est souvent passé pour les groupes sporadiques (on
peut citer parmi ceux gue 'en a vus : B, M et I 01 la prédiction a parfois
précédé la construction effective de plusieurs années « M prédit en 1974 &t
J; prédit en 1975 ont été constryits en 1980,

On retrouve 13 des faits anslogues 4 ce qui se passe quelquefols en
physique ot cartaings particuies élémentaires ont €1& prédites bien avam
leur découverte matérielie,

Suite au théeréme de Feit-Thompson et 4 d’autres travanx, on abou-
tit & la classification des groupes finis simples dont certains sous-groupes
possédent des propriétés particulidres (par exemple sont des groupes de
symétrie d*un polygone régulier 3 r ¢tés, sont abéliens,...). Tout comme
celte de Feit-Thompson, certaines de ces démonsirations sont {rés Jon-
gues : entre 100 et 200 pages de revues (1!

La voie vers 1a classification compléte était cuverte ¢t beaucoup de
mathématiciens travaillatent sur le sujet. Cela prit une ampleur encore
plus gramde gquand, an début des années 1970, un programme détaillé
pour résoudre ce probliéme fut mis au point par plusieurs mathématiciens
parmid lesquels il faut citer les américaing M. Aschbacher ¢t D, Gorenstein
gt Panglais J. Conway. Les différentes dlapes furent tépariies entre Jes
chercheurs intdressée. ... En fait, cela constitvait un vrai plan de bataille
avec 1'état-major, Parmeée de chercheurs,... 1} est exceptionne! en mathé-
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muatigques de plsnifier aiasi un programme de recherche, situation qui
pourtant est coyrante dans o' autres disciplines.

Les spécialistes s’ attendaient 3 "aboutizsement durant ia decade 20,
mais cela a &2 phus rapide et la victoite est intervenue dans fe mois d’aout
1980, aprés avoir regu Paide d'un non-spécialiste des groupes finis,
E. Bombieri, médaille Fields en 1974 pour ses travaux en théorie des nom-
bres et en géoméirie différentielle, qui a résolu un probléme sur lequel
Thompson et d’autres “séchaient®’ depuis une dizaine ¢’ années.

La classification est done terminée : it v 2 18 familles infinies & 26
groupes sporadigues. Mais it ne faut pas croire que le travail est fini. #
reste § simplifier les démonstrations, & les rendre cohérentss (car chague
mathématicien & appliqué ses propres techniques, parfois fort dissembia-
bles), & éliminer les erreurs (il est vraisemblable qu’il v en aif sur la masse
d’articles consacrés A la ciassification : les spécialistes les plus pessimistes
pensent gue les erreurs éventuelles ne feront apparaitre qu'un nombyre fin
de nouveaux groupes alors que les plus optimistes pensent gue Ia liste est
définitivement close) et puis aussi & comprendre tous les résultats et toutes
les découveries gu'elles ont amenés. Une page est {ournée mais les probié-
mes posés a cette occasion sont encore plus nombreux.

Pour terminer, on peut remarquer que, pour résoudre ce probléme
purement algébrique, an a fait appel 3 de nombreux domaines des mathé-
matiques : la géométrie, I'analyse par 'intermédiaire des groupes de Lie,
Parithmétique, ...

C'est, sans doute, cela, Vunité de la mathématique,
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LES 18 FAMIBHERS BB BR%UPEYHINEe simpLES

nom du groupe

ordre du groupe

et type date | découvert par
Z/pZ
ahﬁien P {p premier)
A, nzs . 1
&l?ern & 1832 Galois i
(-1 n
PSLAq) n32 1870/ . g h P
spécial linéaire 1697 Jordan/Dickson 74 :.132 G-
classique ol destlepgedde net de g1,
PSpalq) nzl 1870/ bl pr g i
symplectique 1g97 | Jordan/Dickson | — q" gjg -1
clagsique ob destle pged de2 et de g 1
=D n
PSU@) n23 1870/ . 1 e s
i ta’ire (608 Jordan/Dickson i ‘,!:[2 @—(-1)
classique 1 _ o& destlepped denetdeg+ 1,
-1
POy, +) nzd 1870/ b o1 gt 1y -
orthogonal 1gog | Jordan/Dickson | — g @-n Il @¥- 1)
classique ondestlepegcdded et de g1
PO, (g, ~) n3d 1870/ : 1 a1 nt
oxthogonal 1998 Jordan/Dickson -~ g™ @+1 {,1}1 @~
ciagsique ' ondestiepgeddedetdegi+
Py, ilg) n323 1870/ i T (ot
Jordan/Dickson | — T 1)
oxthogonal 1848 d - 43 @ \
classique ondestlepgedde 2 et deg—1
Gy () :
groupe de Lie 1901 Dickson Gt - I~ 13
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groupe de Lie
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proDe de Lic 1905 | Dickson | - qW(ad— (- Tig - D - G- MG~ D
ot  est l¢ pgod de et de g1
F
oD e Lie 1955 | Chevalley | g™g"— Dig*~1)g~ gt~ 1)
ﬁr’oifﬁe de Lie 1955 | Chevalley | -1 g% 1X@*~ DNg®- IXg"- 1N~ X"~ X~ 1)
ott f est le pgod de 2 et de g1
‘ ??o‘z?;e de Lie 1933 Chevailey GG 1™ = 1) 1)~ DG ~ X - TN = 1M 13
W () ; T ~ )
groupe de Lie 1959 | Steinberg-Tits | ¢¥g®+q*+1}ef - 1¥g* - 1)
3 - .
oD e Lio 1959 | SteinbergTits | = q¥(g— D@+ 1)g*~ (@'~ 1(@*+ Mg~ 1)
i‘ oadestlepged deIetde g+ 1
_ zé;@ g=2+1 - : ) ~
| gronpe de Lie 1960 Suzuki g¥g' + 1g=1)
IGug) g=32n+1 _
srgupe de Lie 1961 Ree g @+ g 1)
T a2 1961 Ree e+ DG~ 1+ DG 1)

Remargues :

* Dans 'ordre des groupes, la valeur g est $gale & g=p™ ob p est premier et mz 1.
* Dans cette liste, il ¥ a quelques exceprions :

PSLA2), PSL;(3}, PSUD), IBy{2), PSpai2), Ga(2), F42) et *G,(3) ne sont pas simples,
* Les dates ne sont gu’approximatives et concernent la preuve de la simplicité, en particulier pour les groupes

¢lassiques.

* Dans le cas des groupes classigues, la simplicitd fut démontrée par Jordan pour m= 1, ¢’est-d-dire pour g=p

premiiet,

* Les groupes ciassiques, depasis les éravaux de Chevalley, sont considérés comme groupes de Lie.
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LES 26 GROUPES SPORADIQUES

Nom du groupe date | découvert par ordre du groupe
M,, 1:3;3915! Mathien/Cole | 2432.5.11 = 7920
M, o | Mathiew/Mitler | 28.33.5.11 = 95 040
My, ey | Mathien/Miller | 27.3%5.7.11 = 443 520
M 1873/ | \pychien/Miller | 2730.5.7.11.23 = 10 200 960
23 lm §¢0, & st etat e . e
M 1873/ o 1 43 _
24 rogo | Mathiew/Miller | 2%.35.5.7.11.23 = 244 823 040
Joul 1964 Janko P3.57.11.19 = 175 560
H-S 1967 | Higman-Sims | 20.3%.5%.7.11 = 44 352 000
Hy-)-W o I, 1967 | HalJamkos | 35507 = 604 800
M L 1968 | Mc Laughlin | 27.3%.5%.7.11 = 898 128 000
Y 1968 Suzuki 2%.37.55,7.11.13 = 448 345 497 600
. Janke 748 -
H-L-MK on J 1968 | promonne Kay | 23051719 = 50232 960
.1 ou Co, 1963 Conway 23 3% 5472, 11.13,2%
2 ou Coy 1968 Conway 2938 53, 7.11.2% = 42 308 421 312 600
"3 ou Co, 1968 | Conway 39.37.80.7.11.23 = 495 766 656 000




T8

ﬁrﬁdfe«mw@.nwv
H. ou H-H-M_K 1968 Higma:-Mc Kay 210,34, 82 18 17 = 4 030 387 260
Fy; ou M{(22) 1969 Fisher 21730827 11.13 = 64 561 751 654 400
Ky, ou M(Z3) 1969 Fisher 218319527 11.13.17.23
Fi3 0u M(24) 1969 Fisher 29,315,739 11,13.17.23.29
Lyouly8 1970 Lyons/Sims 2% 37.56.7.11,31.37.67
Rudvalis/
R, ou R-C-W 1972 Conway-Wales 216.32.63.7.13.29 = 145 925 144 000
O'Nou O'N-§ 1973 £’ Nan/Sims 223 570111931 = 4460 815 505 920
T 1974 Th‘gﬁ‘nf?f}f’" 21031 59 72,13,19.31 = 90 745 943 887 872 000
[, Hsifg&a-riortonf
H,-N ou H,-C-N-8 197 | Conway-Smith | 2345071119 = 273 030 912 000 000
T 1973/ | Fishet/

Bou F,Iou F.L-§ 1976 Leon-Sims 260 30 g 1].13,17.19.23.31.47

1974/ | Fisher-Criess/ 20 b 2 128
MouF, 1980 Ciriess 2% 380 < 2% 112 13%,17,19.23.29.31.41 .47.59.71

o1 Jasko/

1975/ | Norton-Parker-
1, 1980 | Bengon Conway. | 27-3.5.7.11%.23.29.31.37.43

Thackray

Remurgues !

* Les dates ne sont qu'approximatives, la publication d’un article annoncant une découverte se faisant plu-
sienrs mols aprés s0n ANNONoe.,

* Pour les groupes de Mathicu, la date et le nom avant / concernent la découverts du groupe et Ia date et iz nom
aprés / concernent la preuve de Ja simplicité.

* Pour fes sutres groupes, quand 1z prédiction est aptérieure 4 la construction, 1a date et i¢s noms avant / ¢on-
cerpent la prédiction et la date et les noms apeds / concernent la construction.
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