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Journées Nationales d’Amiens (suite)

Les mathématiques comme
science expérimentale’
par Rudolph BKOQUCHE, IREM de Lille

“Dans foute expérimentation, i y a th rdsidu abs-
frait, et dans route abstraction fmathématique} it y g
un résidu intuitif. Hs suffisent pour nous faire comt-
prendre que i distinction entre Pabstrait et Pexpéri-
mental, si 'on remonte assez haut, s'estompe et dis-
parait : ce sont les deux béguilles de notre effort de
compréhension du monde. Elles ont le méme fonde-
ment et concouren! aux mémes fins, guelguefois par
des voies commuines ef gielquefois par des voies
opposées, Nous résumerons ces conclusions en ces ter-
mes : ig distinciion entre Pabsirait et le concret n'est
que de tendance, non d'essence.”

F. Gonseth : Les fondements des mathématiques.

“Nutle part, le monde de la théorie et le monde de
Pexpérience ne sont séparés d'avance; il n'est oucun
secteur de la connaissarice oid les intentions corréspon-
dantes ne frouvent 4 $'exercer conjointement ou alter-
nativemeni,””

F. Gonseth ; Lu géoméirie et fe probidme de Fespace.

Lorsqu’on dit que les mathématiques sont une science expérimentale,
ou que 'on parle du caractére expérimental des mathématigues, on porte
in jugement tou autant sur les sciences expérimentales que sur fes mathé-
matiques. Les sciences expérimentales ne se réduisent pas 4 une accurnula-
tion de frits empirigues, elles soit organisation de faits au sein d'une
théorie; Ia notion méme de fait ne reléve pas de la simple observation,
mais d’une observation 4 Pintérisur ¢ une théorde [1]; if est aujourd’hui
admis que toute expérimentation sciemifigque présuppose une théorle gui
lui donne un sens & la fois dans son objet, dans sa méthode et dans la leg.
ture de ses résultats; en ce sens une expérimentation est aussi abistraite
qu'un raisonnemeni ; la distinction elle-méme n’est pas aussi simple
qu’on 1a penserait ¢ priori & moins de s*arréter 3 la distinction simpliste
du tournevis d*un <6té, de la déduction formelle de "autre.

* Confirence pronoacse lors des Journées §i, & Amiens.
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Les sciences expérimentales se fondent sur deux principes:
-~ J*une part, origine empirique des objets &udiés et des concepts ainst
mis en jeu;
-~ 1a méthode (ou les méthodes) d'autre part, gui participe 2 1a fois de
Pobservation empirigue et du raisonnement rationnel.

C’est Particulation de empirique et du rationnel gqui constitve Ia
science expérimentale, et ¢*est ceite ariiculation que on va tenter d’expli-
citer & iravers diverses pratigues mathématiques, ¢ssentieliement en com-
parant deux domaines de activité scientifique qui se retvoient constam-
ment Pun a I'autre, qui se définissent constammment en référence Pun par
rappori & I'autre, je veux parler des mathématiques et de la physique.

Pouwr commencer, je parlerai de deux démonstrations classiques,
Pune concernant Ja proposition 4 du livre 1 des Eféments d’Euclide qui
énonce le deuxidme cas d’égalité des triangles, Tautre concernant 1" équili-
bre du Pont de Wheatstone.

Proposition : Si deux frizngles ABC, DEF ont les deux covés ABJ_‘&%C
respectivernent Sgaux aux dewx ¢8tés DE, DF et sf les angles BAC, EDF,
compris entre les ¢6tés Sgaux sont fgaux, ces irimgles auront leurs bases
BC, OF deales ; les triangles seront égaux, €t les angles restants, opposés
a;:: obtés égaux KB et DEF, ACH et DFE, seromt dgaux chacun &
chacun.

Appliquons, en effet, e triangle ABC sur le triangle DEF, et pour
cela, plagons le point A sur le poini I}, et la ligne AB sur la ligne DE. Le
point B coincidera avec E, puisque AB = DE. Ensuite AB étant placé sur
DE, et I'angle BAC stant égal 3 EDF, AC prendra Ia direction de DF, et
puisque AC = DF, le point C tombera sur le point F. Donc puisque B
coincide avec E et C avee F, BC colucidera avec EF: car, §'il ¢n &ait
autrement, ¢es deux droites, qui ont mémes extrémités, renfermersient
entre efigs un espace, ce qui est impossible, Donc on a

BC = EF triangle ABC = {riangle DEF
angle ABC = angle DEF angle ACH = angle DFE

. La traduction gee nous donnons ci-dessus est celle de J. Hougl
publiée dans [2].

La démonstration repose essentielement sur I"axiome suivant :

Les grandeurs que Pon peut faire cotncider Fune avec {'autre soni
égafes entre elles (axiome 4 ou 8 suvivant les &ditions).

et axiome repose sur la considération physigue de ia colncidence,
c’est-d~dire du mouvvement, ¢f icl le mouvement est e mouwvement d’un
corps sofide. 1} ¥ a ainst 4 fa base du raisonnement euclidien Ja relation
? corps solide / mouvement du solide, le solide dtant un corps qui resie
indéformable pendant J& mouvement, o e mouvement us changement
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qui conserve la forme du solide, et sa grandeur {on dirait aujourd'hui que
la distance est un itsvariant du mouvement, et le mouvement une transfor-
mation qui conserve la distance, mais cette formulation & la Eriangen, si
elle précise pour nous ¢e que dit Enclide, est néanmoins un anachro-
nisme ; fraduction moderne &' Eunclide, elle en est cependant différente). 1l
ne 3'agit en rien d’un cercle vicieux, le solide défind par le mouvement et le
mouvement par le solide, mais de la mise en relation de deax choses issoes
de Pexpérience, ceife mise en relation ayani elle-mBme un caractére empi-
rigue (ce qui ne signifie pas quelle soit seulement d'ordre empirique).

La démonstration de la proposition 4 s'appuyant sur 'axiome
énoncé ci-dessus est en quelque sorte une déduction fontdée expérirnenta-
lement, on ne peut ¥ séparer le caractdre formel de la déduction (¢'est-4-
dire Iz suite logique des assertions) de sa signification, celle-ci renvoyant i
des notions d'ordre empirique,

Considérons maintenam le pont de Wheaistons, i s’agit d’on mon-
tage électrique (voir figure) ; on dit que le pont est en équilibre 3 aucun
courant dlectrique ne passe dans le fil BD ; fa condition d’équilibre $”¢ta-
ptit de ia fagon suivante : notons ry, ry fs. 7 1es résistances des sections
de fit AB, AD, BC, BD ci notons iy, &, &, ig les intensités des courants
&leciriques les parcourant respectivernent, 4 Féquilibre on & évigemmem

o=y et f = I,
et la loi d"Ohm permet d*écrire les relations
i = Nyl et riy = fgy
ce qui donne la relation d’équilibre
iy = Tolfa

ki 1a démomstration est formelle ¢n o¢ sens que, les équations de
Péquilibre une fois éerites, Ia condition d’équilibre s"&tablit par un calcul
qui eublie ia définition des grandenrs considérées, calcu] indépendant de
leur signification. En un sens la méthode de démonstration est plus gbs-
traite gue celle de la proposition d’Euclide.

If ¥ a bien entendu le montage expérimental ot Yes grandeurs empiri-
gues : différence de potentiel, intensité de courant Sectrique, résistance,
mais ces grandeurs sont dune complexité (et 'une abstraction!) bien
phus grandes que les grandeurs géométrigues de la proposition 4*Fuglide;
elles sont construites & travers un sysidme 4 la fois &' ordre expérimental et
théorigue ; 1'"électrocindtique, et axiome qui les relie: Ia lod 4"Ohm, les
définit tout autant {(nous reviendrons plus loin sur la définition des gran-
deurs). Et lg caractére expérimental s’accompagne, en e qui concerne ia
démonstration de la condition d’équilibre, d'ure formalisation qui
n’apparaissait pas dans la démonstration suclidienne.

Cecl dit, Ia question s¢ pose {peut-Gire de mauvaise foi aum yeux de
certains, mais qui & mes yeux contient tout le probléme du len
mathématique/physique) :
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Pourguoi la proposition 4 du livee 1 des Elémenty est-elle considérée
comme faisant partie des mathématiques alors que la proposition qui
£énonce la condition d*éguilibre du pont de Wheatstone fait partie de la
physique?

On peut répondre gue fa géométrie est une science mathématique et
que I’électrocinétigue est ung science physique, ce gui n’est gu’une fagon
de repousser la question: pourguoi la péométrie est—elle une science
mathématique of 1'électrocinétique une science physique, ou plutdi en
quoi sont-elles différentes (ce qui est corrélatif de ka guestion: en guoi
sont-elles ressemblantes) ?

1t ¥ a3 une réponse simple, qui est pent-8tre 12 seule réponse objective,
puisque fondée sur un critére 2 Papparence irréprochable, bien que d'ori-
gine empirigue : la proposition 4 du livre 1 est enseignée dans le cours de
mathématique (du moins &tait enseignée avant Pirruption des mathémuati-
gues modernes), 1'équitibre du pont de Wheatstone est étpdié dang le
cours de physigue ; et 'on sait combien ces distinctions ont d*importance
dans Pinstitution scolaire et donc dans les conceptions idéologiques de
ceux qui en font partie: éidves ot enseignants.

Evidemment un critigue de mauvaise foi demanderait pourgquoi cette
division institutionnslle, remettant en cause uvne Kgitimité pourtant bien
acceptée.

Enfin, derniére réponse bien plus élaborée et qui veut s’sppuyer sur
ce qui fait justement le caractére d’une science expérimentale: 1'expéri-
mentation, et gui se retrouve dans 'institution enseignante 2 travers ge
qu’on appelle les travoux pratigues.

En physique, on fait des expériences, on vérific ainsi, avec un mon-
fage convenable, que P'équilibre du pont de Whesistone (:'est-3-dire
Vintensité nulle dans la section de fit BID, ce qui se voit en lisamt s gradua-
tion de ampéreméire) est obtenu lorsque fa relation ryrg = ryry est satis-
faite; le montage consiste & prendre leg résistances ry, #, ry fixesetla
régsistance r, wvariable; on fait varier r; jusqud 'équilibre, ¢e qui
provve [a vérité de la relation thdorigue (auirement dit "adéguation de la
théorie 4 Pexpérience).

Par contre, ¢"est bien connu, on ne fait pas de travaux pratiques en
mathématiques pour vérifier la proposition 4 du Fvre | des Efdments;
cependant, A supposar qu'on veuille faire I'expérience cotrespondante, ia
démarche serait 1a méme que celte de Ja démonstration : la constatation de
Pégalité des triangles n'est que Pexplicitation de 'axiome expérimentu!
refiant 'égalité des grandeurs gdométoques et la coincidence, explicita-
tion gui consiste 4 remarquer gue, lorsque les points B, E d'une part, les
points C, F d’autre pagt coincident, alors iss droites BE of CF coincident,
¢¢ QUi renvoie aux postalats euclidiens énongant les relations entre droites
et points, postufats d’origine empinque ou plitdt instrumemale (f.
ci-dessous).
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Maiy gue fait-on lorsgu’on vérific expérimentalement 1'équilibre du
pont de Wheatstone, lorsgi’on sait que les appareils de mesures électri-
ques sont construits & partir des lois qu'ils permetient de vérifier 7 L expé.
rience qui consisterait & vérifier la loi ’Ohm avec un voltmtre est en un
certain sens tautologique puisque ke voltmétre lui-méme est construit 4
partir de Iz loi d'Ohn. En an sens, une expérience vérifiz bien plus une
cohérence quune vérité,

Cecl pose, autant en géométrie qu’en électrocinétique, le probiéme
du rapport entre Ja grandeur et sa réalisation instrumentale.

Si la grandeur ne peut Btre définie indépendamment des conditions
de sa réalisation, elle n'est pus pon plus siniple représentation de cette réa-
lisation ; on ne construit pas des instruments a priori ; et leur construction
reste lide 4 un projet théorigue

Les instruments ne sont que des théories matérialisées. H en sort des
phénomeénes gui porient de rouies parts kg margque théorique [3].

Pour vevenir 4 la géoméirie et de facon précise aux Eldments, la
droite étant définie & pariir d’une vague notion de régularité:

Lua ligne droite est celle gui est situde semblioblement par rapport &
1ous 3e8 points,
les postuiats de la droite s’énoncent ;

I — On peut mener une ligne droite d'an point quelcongue & un

aulre point,
2 — On pewr profonger indéfiniment, suivant sa direction, une ligne
droite finig

augmanide dans certaines éditions du postulat suivant
G « Peux droifes rte peuvent eniourer un espuce.
qui assure 'unicité de la droite passant par deux points.

Ces postalats affirment Ia possibilité d’une construction géométrigue
(ict ie tracé d’une droite avec une régle}, méme lorsque celle-¢i s’avére
matériellement impossible.

Mais en m&me temps gue Pinstrument permet de définir iz droite,
c’est fa définifion de la droite qui déterming PMinstrument ; qu’on se rap-
pelle la vérification de la rectiiude d’une régle donnée dans les livres de
géométrie didmentaire (par exemiple Lebossé-Hemery, classe de cin-
guitmne, &dition de 1945} qui consiste & retouraer la régle pour vérifier si
les deux lignes ainsi tracdes coincident dés qu’elles ont deux points com-
musss.

Cest cette intervention de I'instrument, qu’elle soit effective ou non,
intervention 4 1a fois d’ordre pratigue ¢t d'ordre théoritgue, qui définit, en
partie, le caractére expérimentai de la géométrie élémentaire (il ne 5"agit
pas seulement d’observer des figures, mais de les construire, ies construire
pour les étudier et fes étudier pour les construirg ; rappelons que la pre-
mi¢re propasition des Eldments est une construction); la géométrie eucli-
dienne est ainsi étude des figures et la déduction est fondée sur 1'intuition

310



Bulletin de 'APMEP n°333 - Avril 1982

gtométrique, déduction qui met en jeu & la fois la logique formelle et
Pexpérimentation, déduction expérimentale comme je 'ai dit A propos de
la preposition 4 du livre | |d] .

Ce caractére expérimental relie la géométrie &4 la mécanique, ¢a ce
sens que la réalisation des figures est Hée A la technique instrumentale,
autrement dit la géométrie esi subordonnde 4 la mécanique {voire & la
mécanique pratique}, autant gue Ia mécanique comme science est dépen-
dante de Ia géométrie sous-jacente, C¢ rapport entre géométrie ¢f mécani-
que¢ est décrit par Newton dans la préface de {51

“Cieomelry does not teqch us to drow these fines, but requires them
io be drawa, for it requires ihat the lcerner should firsi be taught to des-
ctibe these accurately before he enters upon geometry, then it shows how
by these operations problems may be solved, To describe right lines end
circles are problems, but not geometricel probiems. The solution of these
problents is required from mechanics, and by geometry these use of them,
when so soived is shown... Therefore geomeiry is founded in mechanical
practice, and is nothing bui the part of universaf mechanics which accurg-
tely proposes and demonstraies the art of measuring™”".

En électrocinétique, la réalisation instrumentale est plus complexe,
d'abord parce que Pobjet ¢st percu 4 (ravers la médiation du montage et
n'est défini que dans la mesure o 31 £5¢ supporté par La théorie (en un cer-
tain sens i v 2 moins d’empirisiee en électrocinétique que dans la géomé-
trig élémentaire} ; un montage éecirique n’est pas un simple systéme de
Fils assorti d’un appareil nommé générateur et de guekques instroments de
mesures, il est le moyven de réaliser ces grandeurs qu'on appelle différence
de potentiel, courant Slectrique, résistance, ¢t le fondement théorigue qui
sous-tend le montage a une mportance relative bien plus grande qu'en
géométrie, importance relative qui se définit moins par rapport 4 Ia thée-
rie que par rapport au sujet raisonnant et expérimentant.

Ce qui distingue les denx propositions considérées ici (proposition du

livre T des Eléments, équilibre du pont de Wheatstone), ¢’est peut-&tre
plus la pogition du sgjet par rapport aux deux théories mises en jeu (la
géométrie Sldmentaire et [*électrocinétique} que les théories elles-mémes.
Toute classification des sciences est subjective, en ce sens quielle est
Pexpression d*une prise de position du sujet (sujet individuel ou sujet col-
lectif) par rapport a ces sciences ; elie n'’est pas objective en ce sens gu’elle
n’est pas indépendants du sujet qui la fabrigue; je dirai que loin d'avoir
je caractére scientifique que certains voudraient, elle est d’abord "expres-
sion d™une idéclogie.
* La gfométrie ne nous aperend pas 3 (racer des ignes, elie lzs suppose tracées ; I a3t done
nécessaire gu'avent de commencer la géomdétrie, on spprenne comment tracer des ligres de
fagon prdcise ; on peut alers voir comnnait ces opdrations permertent d¢ résoundre jes problé-
mes. Les constructions de hignes drodtes of de cerdles sont des proiames, mads nor des peo-
hlermes de géométrie, La solution de ces problémss reléve de Ia mécanique e, ceux-ci réso-
tas, la géométrie en montre Pusage. . Ainsi, 14 géomésie est fond@e sor la mécanique prati-
que et a'est rien d'anre que cette portic de la mécanigue universelle qul précstment se
préoconpe de i"art de mesurer.
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Si nous reventons aux méthodes de démonstration ci-dessus, elles ne
sont ni I"ane ni I"autre caractéristiques des mathématiques ou de la physi-
que; on renconire des démonstrations analogues A celles de [a proposition
euclidienne (déduction expérimentale), par exempie en opiique géoméiri-
que avec leg démonsirations des diverses formules reliant la position de
1'okjat e de Pimage, ou des formules de grandissement o de grossisse-
mens {(mais il est vrai gu'il s’agit encore de géoméirie, les fpures étant
matériaiisées par les trajets lumineux, réels ou virtuels) ¢ en mécanique
(voire en géoméirie non-euclidienne {6]). Par contre, les méthodes analy-
tiques en géométrie sont proches de celles gui déterminent ia condition
d*éguilibre du pont de Wheatstopne, €n ce sens qu’aprés explicitation
des relations donndes enire les prandeurs considérées, les conséquences
s'obliennent par aa calcul formel indépendant de fa signification de ges
grandeurs.

Quant & Paspect, expérimental, loin 4*8tre simple constatation empi-
rique, if est lecture de Fobservation & travers une théorie {dlectrocinéti-
que, géométrie, ou autre...), ce gque Hermann Weyl exprime dans [7]:

“We cannot merely test a single law detached from this theoretical
Jabricl The connection beween direct experience and the objective ¢le-
ment bekind i, which reason secks to grosp conceptunily In a theory, is
agr so simple that every single sigtement of the theory has o meaning
which may be verified by direct imtuition *".

A ce stade de la discussion, on s'apergolt gue Pon a perdu en clarcé,
que la distinction théorigue / expérimental est trop complexe pour étre
enfermée dans des définitions précises, et que la distinction entre mathé.
matigue et physigue est plus obscure gu'on ne ¢ pensalt a priori ; on est
bien loin de cette scolastigue scolaire qui fabrigue ces distinctions par la
place dans Pemploi du temps ou le lien géographique (scolastique que je
ne considére pas comme dénnée de signification ef qui consfitue souveni
une premidre approche 111}

Il est vrai gue le contradicteur pourra Opposer, ¢t avec raison me
semblet-i, ka mauvaise foi de ce discours.

Si c'est "objet gui définit une science, ia distinction entre les diffé-
renptes sciences est simple, elle se fait en référence A obiet gf rien n’inter-
dit de décider # I'avanee que tel objet appartient aox mathématiques, tel
autre r¢léve des sciences physiques. Et pour ce qul g5t de la géomsétrie, Ia
situation #st claire si Pon se référe A la distinction explicitée par Einstein
enire géométrie pratigue et géoméirie axiomutique pure, la premiére étant
manifesternent une science dérivée de Pexpérience, la seconde seule rele-
vant du domaine mathématigee [8}.

* Nous nad pouvons simplement fester une lol iselée de sa eonsteuction théorigue [ La lien
entre "expérience directe et Pelément objectif correspondant, que Ia raison cherche & intd-
gree dans une théorke, n7est pas aussi simple gu’on puisse préciser que chaque Emdngd old
de la théorte ait ua sens directement vérifiable par I'imuition.
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Mais cette distinction étant faite, et fa séeurité retrouvée, ot donc se
sitaent les Eidments d*Euclide 7 La réponse {81 réponse il ¥ &) n’est pas
ausst simple guton pourrait le croire, si tant est méme que ia question ait
un sens. L'histoire de 1a péométrie nous apprend gue la distinction expli-
citée par Einstein est relativement récente, conséguence de la découverie
des géoméiries non-enctidiennes au XIXéme siécle, et ¢ette découverte
repose antant sur des considérations d’ordre physique que sur ke dévelop-
pement proprement mathématique [91. Et Pintérdt de cette distinction,
puisque distinction il v a, véside moins dans sa formulation qgue dans Ia
recherche des connexions entre ces deux formes de géomdétrie, probléme
central de la géométrie du XIXéme siécle &t gl trouvera son aboutisse-
ment dans la théorie de la Relativité Générale considérée par certains
comme [g géoméirization de g physique. Mais alors, cet Einstein, il était
physicien ou mathématicien ?

La distinction explicitée par Einstein n'est pas vne donnde a prion,
elle se comprend 2 (ravers une pratique géométrique dans laquelle I'expé.
rimenial ¢t te théorigue s"enchevétrent, et ce double aspect de la géométrie
est fondamental lorsqu’il s’agit d’enseignement. P évoqueral ici la théorie
des syméiries des figures et le rBle gqu’elle peut jouer dans enseignement,
i 1a fois dans son aspect expérimental {qu'il ne faut pas confondre avecla
simple manipulation) et dans son aspect purement théorique; I'un des
résultats les plus profonds de cetie théorie, bien qu'il soit éiémentaire, est
Vexistence de cing polyédres réguliers ei ¢ing seulement ; on congait plu-
sienrs démonstrations de ce résubtat déjd connu de Platon, depuis fa
démonstration donnée par Euclide dans le livre X111 des Eiémernts jusqu’a
celles gui utilisent les méthodes de Valgébre lindaive; j’al entendu, au
cours ¢ une réunion rémique, quelqu’un poposer comme activité de bri-
colage pour les €iéves (et ici le terme *‘bricolage’ s'oppose an terme
“théorigue®’) Ia détermination de ces cing polyédres et il se trouve gue ce
bricolage n*était avtre que la démonstration d*'Euclide ; alors faut-il con-
clure qu'Euclide tait un bricolenr, ou as contraire ¢ue ce bricolage (si
bricolage il ¥ a), loin d’€tre simple manipulation, s'appuie déjd sur du
théorigue, aussi élémentaire soit-i1 7 Ce qgui pose je¢ probléme de la place
du théorique dans Penzcignement ; le théorigue se rédyit-il, comme on
Pentend souvent dire sous 'influence de Fidéologie des trop fameuses
muatheématiques modernes, 4 I'axiomatique ¢t au formalisme, ce qui exclut
du deinaine mathémaiique plus de deux mille ans d*histoire des mathéma-
tiques {1}, ou bien le théorique apparait-i} dés gu’il y a organisation des
connaissances, construction de lignes directrices permetiant d’ordonner
des connaissances, et dans ¢¢ cas il faut dépasser 1la szmpiterneile dichoto-
mi¢ de a pratigue et de la théorie, voire méme la séeurisante dichotomie
du sensible et de iatelligible ?

Mais ici, le contradicteur dénoncera la mauvaise foi du discours;
facile, trop facile de parier du caractére ¢xpérimental de la géométrie élé-
mentaire, facile parce que Ia géométrie élémentaire a ce caractére ambigu
qui la place & U'intersection de Ia géométric pratique et de Ia géoméurie
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axiomatique pure. Bt i 2 peut-2tre raison, ce contradicteur qui refuse de
inisser s'engluer la science dans les pidges de Pambigutié ; la science n’est-
elle pas la voie qui méne A 1a clarté, & Mordre universel dans lequel chaque
chose a une place bien définie? Et puis, cette géométrie élémentaire si
ambigué n'a-t-cile pas disparo d'un enseignement enfin moderne 111

Eh bien, quittons fa géotnétrie élémentaire ¢t ses ambiguités pour
regarder vers ces disciplines abstrairey que sont Parithmétigue et 1'analyse
mathématique; ici "empirisme n’a plus cours ot les objets étudiés sont
con::;mits par Pesprit humain, sans référence & aucune réalité, Pourgquot
pas?

Je rappellerai d’abord une propriéié arithmétique bien connue que
I'on appelle la preuve par 9 et qui revient, en langage moderne, A calculer
meodule 9; fe principe est bien connu: le resie de la division par ¢ d’un
nombre est €gal au reste de la division par 9 de fa somme de ses chiffres,
ce nombre étant éerit dans le sysieme décimal, et Ia vérification en est
simple.

Soit par exemple le nombre 5323 alors je peux écrire;

§323 = 5 > 1000 + 3 x 100 + 2x 10+ 3
= S5 X {999 + 1)+ I XY+ 1)+ 2x0+1H)+3
=9x{..)+5+3+2+3=9(..)+ 13

P'aatre part ;
B=1X04+3=1x{9+1}+3=84+1+3=9+14

ce qui montre gue le reste de la division de 5323 par S est dgale 4 4, reste de
la division par 9 de la somme de ses chiffres.

Mals ceci a’est pas une démonstration, dira-t-on; il s’agit tout au
plus dune simiple vérification sur un nombre particutier, ici 3323, aloss
gue le théoréme arithmétique annonce une propriéié universelle. Oud,
mais ie schéma de la démonstration est ie méme; de la vérification empiri-
que s un rombre particulier 4 1a démonstration générale, if v a uae dif-
férence fondamentale, le passape du numérigue concrer au littéral abs-
{rgif, mais le principe est ¢ méme. Je laisse au lecteur le soin d'éerire
expliciternent 1a démonstration générale,

Findigueral un autre exemple de propriété arithméticue: dans un
ancien Bulletin A.P.M.E.P., os énonce la proposition suivante : dans &
sysiéme décimal, les nombres ¢ et & ont le méme chiffre des unités,

On peut évidemment vénifier empiriguement 1a propriété en calculant
guelques puissances cinguiémes, ce gul est contraire & la nature pares-
seuse de '8tre humain, Plus astucicuse est la méthode qui consiste &
remarguer que le chiffre des unités de 25 eet ke mBme que celul da la puis-
sance cinquidme du chiffre des unités de a ; il suffit alors de calculer Ies
puissances cinquiémes des nombres de (v 4 9. Enfin, troisiéme méthede
pius élaborée ; le petit théoréme de Fermat affirme que ¢®—a st wn mul-
tiglc de §; dautre part @' et @ ont méme parité, ce qui implique que
a*—a est un multiple de 10, et la propriété annonecée,
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De ces trois méthodes, Ia premidre, empirique et fastidieuse, est de
peu d’intérds ; 1a simple constatation ne signifie rien si "an n’a pas en vie
guelgue propriéte & découvrir on 4 vérifier, ce qu'on appelie en langage
commun une arritre-pensée ; elle ne renseigne que sur c¢ qul a &€ effecti-
vement calculé et I’arriére-pensée consiste en Pextrapolation an cas géné-
ral. La seconde méthode est démentaire en ce sens gu'elle ne fait appel
qu'a la connaissance des opfrations arithmétiques ef de 'éeriture déci-
male, & Pexclusion de toute théorie de la divisibilité ; elle s’achéve par une
étde cas par cas, méthode qui Jaisse tonjours le mathématicien insatisfait
car elie ne fait pas apparaitre la raison des chases, c'est-3-dire ce qui les
rend nécessaires ; dans ces conditions, s’agit-i} d’une démonstration de
type expérimerital A la Tagon de celle de la proposition 4 du livre | des Fie-
menis &'Eunclide, s'agit-il au contraire d’une démonstration purement
théorigue {c’est-2-dire ne faisant appel 4 aucun fément d’ordre empiri-
gue) ? La question posée est celle de la nawure des nombres ; fa notion de
nombre a-t-clle upe origine empirigue, on bien est-¢lle woe construction
inteliectuelle de Pesprit humain, et dans ce cas quelle est Ia part de 1'empi-
rigue dans cette construction? Nous y reviemdroms. La iroisiéme
méthode, quant & elle, s’appuie sur une arithmétigue plus élaborée {la
théorie de la divisibilitéy et explique mieux /u raison des choses, mais la
signification de celle-ci n’est-¢lle pay dans ve qu’en aurait appelé jadis la
métgphysique de Varithmétique (et jemploie 3 dessein un terme
aujourd’hui abhorré par lidéclogic scientisie contemporaine}? Cette
métaphysique elle-niéme dvolue en méme temps que les méthodes;
aujourd’hui par exemple le petit théoréme de Fermat n’est gu'une pro-
priété élémentaire de la théorie des corps finis (le groupe des Eléments
inversibles du corps & p £iémenis est d'ordre p—1), alors que les
démonstrations plus anciennes gui refévent aussi de 1a théorie de ia divisi-
bilité ¢"axpriment sous une toute antre forme. Mais ¢’est Iz méme chose,
objectera-t-on ! Je nie pense pas que ce soil si simple et je renvoie aux deux
&ditions différentes 4’ un volume de 1a collection Que seis-je 7 intitulé Les
Nombres Premiers, la premiére édition rédigée par Emile Borel en 1953,
la seconde rédigée par Jean Itard en 1969, I ne " agit nuilement de hiérar-
chiser, de décider quelle est fa mcilleure méthode, voire la pius profonde,
méme si 1a seconde version et d’ageés plus facile pour le mathématicien
formé & I'éeole d'ayjourd’™hul | il s°agit de savoir quelle différence de con-
ception (de méaphysigue 1) se dégage de Ia comparaison de ces deux édi-
tions Qui racomtent en pringipe la méme chose, P'une suivant 'empirisme
mathématique de Borel, I'avtre plus proche du discours formaliste des
mathématiques contempotaines.

Et ia démarche qui consisie a passer de empirisme primaire 2 ia
démonstration, qui place la proposition dans un contexte théorique,
n'a-t-cile pas une ressemblance avec Ja démarche de la physigue ou f'an
passe de Vobservation A cette physique rationnelle que constitue ia physi-
gue mathématigue ?
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De towies fagons, comme on o déji dit, iz question est celle de la
nature des nombres, et par coaséquent de 1'origine arithmétique et de la
théorie de la divisibilitd: de méme que Ia géoméirie ddmentaire 8" appuie
sur une donnée empirique : le corps solide, Iarithmétique s’appuic-t-clie
sur une donnée empirique ? Le fait que Narithmétique {et pas seulement le
comptige) intervienne dans la représentation du réel est+il volontarisme
de I'intelligence humaine dans son effort de compréhension de la réalité
extérieure, ou bien le nombre est-il né, comme toute connaissance d*ori-
gine empirique, du heort entre le sujet humain et la réalité extéricure ?

Jévoquerai ici un auire théoréme de ja théotie de Ia divisibilité : le
théoréme chinois, découvert il ¥ a plusieurs siéeles & propos du probléme
du calendrier qui consiste & déterminer les dates de coincidences d’événe.
ments qui se reproduisent avec des périodicités différentes, et qu'on pour-
rait poser de la facon suivante ; le 13 novembre 1783, ¢*était quel jour de
la semaine ? ef le 1§ février 1896 7 Ce théoréme intervient aussi dans la
théorie des engrenages et dans la méthode des cofncidences en physique
(par ¢xemple la stroboscopie}; on peut ’énoncer de la fagon suivante :

Soient (p); ¢ i , des nombres premiers entre eux deux & deux; on
veut déterminer les nombres tels que pour tout §, le reste par p; soit un
nombre donné a; ; on montre qu'il existe un el nombre et un sewd qui soit
plus petit que le p.p.c.m. des p; et que les autres s'obtiennent en fui
ajoutant un multiple gquelcongue du p.p.c.m,

On peut étudier le théoréme chinois d’une facon expérimentale & par-
tir du probléme du calendrier, au de ia théorie des engrenages ; on peut
faire aussi 'exercice suivant (avant tovte démoanstration} ; étant donné un
texte pas trop long, on dé&ermine, en formant dey paquets de Iettres, Jes
restes par 4, 3, 5 du nombre total de lettres ; la méthode mise en ceuves
cousiste & comparer des progressions arithmétiques de raisons respectives
4, 3, 5; dans ce cas on remarqgue que la connaissance de la parité (définis
par le reste par 4} ef du resie par 5 détermine le chiffre des unités do nam-
bre cherché dans le systéme décimal, ce qui définit une progression arith-
métigue de raison 16, ¢t on regarde les restes par 4 ¢t 3 des nombres sinst
obtenus ; fe nomibre de lettres est défini modulo 60, ce qui donne une indi-
cation suffisante si Fon conna®t Vordre de grandeur: 2 méthode ainsi
définie comporte & la fois une observation des nombres obtenns, mals
cette observation se structure 4 travers un raisonnement dédustif que 'on
peut encore qualifier de type expérimental,

Tout ceci fait apparaitre an aspect expérimental de Parithmétique et
Pon peut considérer celle-ci comime nne physique des nombres, au mme
titre gue Pon peut considérer ia géomdéirie Slémentaire comme la physigue
des figures spatigles ; dvidemment, cecl est moins une affirmation scienti-
fique qu'une prise de position épistémologigue, mais je ne orois pas que,
queile que soit Ia conception épistémologique que 1'on professe, on puisse
alter plus foin qu’nne prise de position. Ceci dit, je pense que on peut
accepter qu'une prewmiére approche de Parithmétique s’appuie sur le
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donné empirigue Issu de ia pratique du comptage {ceci ne signifie pas que
¢e donné empirique soit exempt de toute théorisation, aussi embryonnaire
spit-elle 1y; il ¥ 8 un constat expérimental des propriérés de commutarivité
et d’assoctativité de Vaddition et de Ia multiphication, oonstat gui prdedde
tes justifications théoriques et celles-ci naissent de la néesssité de valida-
tion générale de tels constats.

On pourra dire évidemment qu'il s'agit d’arithmétique élémentaire,
d'un numeérigue non élaboré, ce qui est évidernment déplacer le probléme.
Trop facile de placer Pobservation empirique au début et la théorie
sophistiquée & Ia fin du processus. Bt [arithmétique supérieure
a’emprunte-t-elle pas 4 ce fond empirique de Parithmétique, quece soit A
travers |'éude des nombres premiers (et je venvoie ici & Pouvrage cité de
E. Borel of aux méthodes statistiques dont il parle), ou & travers la
moderne théorie de ia divisibilité ol les corps de nombres jouent i réle de
matériel expérimental ? Mais ici, c’est Ie concept méme de macériel expéri-
mental qui est en jeu ef nous y reviendrons.

Aprés cette incursion dans le domaine de Parithmétique, nous pour-
rions continuer & travers Panalyse ou le ealeul des probabilités 5 ce n’est
pas ici le liez d'une étude exhaustive ; on pourrait signaler cependant que
te calen! différenticl et Ia phvsique mathématique sont nés e méme tenps
et se sont nourris ’ua Pautre.

Pour prendre un exemple, peut-£tre trop connu mais cependant
significatif, le concept de dérivée et celui de vitesse instantanée sont trop
liés pour qu’on puisse distinguer a priori une notion de vitesse instantanée
qui reléverait de la physique expérimentale et une notion de dérivée qui en
serait la formulation mathématigue, ou gue I'on considdre au contraire la
ootion de vitesse instantands comume une gppficarion de la notion de déri-
vée, une représentation concréte en quelque sorte, La dialectique qui relie
¢es deux concepts est plus fine gue la dichotomie habituelie de Pabsirait et
du congcret, ou si Pon préfére de la théorie et de la pratique ; vouloir défi-
wir une amtérierité de la notion de vilesse instantande sur celle de dérivée,
ou de la dérvée sur la vitesse instantande, #'a auctn sens asire gu’un
volontarisme rationalisant et séourisant, en particulier lorsqu’il s'agit
G'enseignement o les tentatives unitaristes ne servert ¢n fait qu'a cacher
les significations. Je renvoie icl au texte de Feyamann sur fa viicsse dans
son oours de Mécgnigue §10) qui reprend, en un certain sens, le texie de
Newton dans les Principia [11]; s*agit-il de mathématignes cu de physi-
gne, d’expérimental ou de théorique ? Toute réponse ne seraii gqu’asiifice.

De méme, si Ia physique déterministe s’est appuyée sur la théorie des
équations différenticiles, il ne s’agit ni de considérer 1a théorie des équa-
tions différentielles comme 'émanation de quelgue phénoméne concre!
dont 1a loi s’exprimerait par unie équation différentieile, ni de considérer
gette méme physique déterministe comme une simple application de la
théorie des équations différentielles. Physique déterministe et théorie des
équations différentielles sg relient 4 travers des significations qui interfé-
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rent entre elles ; ¢’est en particalier le cas des théorémes d’existence ; pour
le physicien-mathématicien du XVI1]1dime siécle, les équations différentiel-
les ont des solutions parce que les phénoménes quwelles représentent ont
une existence. C'est la réalité de cette existence qui a amené 4 poser ie pro-
bléme de ia définition de la sofution lorsque celle-ci n"est plus caleulable ;
c’est 'objet de la fameuse controverse enire Buler, Bernoulli, d* Alembert
& propos de I"équation des cordes vibrantes [12] (on ¥ discute en particu-
lier du sens de ia représentation d'une solution comme somme de fonc-
tions frigonométriques}, conlroverse qui reléve autant de la physique des
ondes que de ["analyse mathématique, controverse qui déboache sur PPuti-
lisation des séries trigonoméirigues telle qu’elle sera systématisée par Fou-
rier [13]. Mais 1a représentation des solutions d'équations différenticlics
par des séries trigonométrigues impligue une redéfinition de la notion de
fonction, la définition caleuiatoive telle quelle est Enoncée par Euler [14]

Une fonction de quantité voriable st une expression analytique cormt-
pasée, de quelque menire que ce soit, de cette méme quantiré et de nom-
bres, ou de quaniitds constantes
w éant plus adéguate, Ceite népessaire redéfinition de 1a notion de fone-
tion afin de permetire aux équations qui doivent avoir des solutions, d’en
avoir effectivement se pose ainst moins powr des raisons orfplogigues que
pour justifier une existence admise a priori. Dans un autre domaine, le
théordme de Girard-d’Alembert exprime moins 'existence des racines
d'un polynome 4 coefficients réels que le fait que ces racines peuvent
s'écrire sous la forme ¢ + b, ol 7 est une racine carrée de — 1. Rappe-
bons aussi te principe de Dirichlet sur existence e Punicité d*une fone-
tions harmonigue définie dans un domaine et prenant des valeurs donndées
sur la frontiére, et que Riemann fustiftait par des arguments relevant de la
théorie de Pélectricité ; en un cerfain sens, 1a démonstration rigoureuse du
principe de Dirichlet, en wméme temps qu'elle résolvait une question
# analyse pure, confortait "'adéquation de "analyse mathématique avec
Ia théorie du potentiel du physicien-mathématicien.

Cest encore Riemann, qui se montre tout auilant physicien gue
mathématicien, qui fondair la gsométrie différentielie moderne en écri-
vant I"un des textes les plus intuitifs et les plus abstraits jamais écrits . Sur
fex hyporhéses qui servent de fondements 4 ia géoméirie {15, dans lequel
il proposail un dargissement de Pintuition spatiale uswvelle bien plus
qi'une construction formelle au sens des mathématiques d’aujourd’hai,
et ¢'est paree guie ce texte s"appuyait sur un fond empirique qu’il a permis
UVintervention efficace de la péométrie différentielle dans ia physique
mathématique [16).

Aprs ces remarques diverses sur 'origine sxpérimentale, voirs empi-
rique, de cerrains concepts mathématiques gui renvoient "élaboration de
ceuXx~ci 4 des pratiques proches de celles des sciences de la nature, il est
peut-&ire temps, pour montrer Paspect coniradictoire de tout discours sur
les mérites respectifs de 'empizigue et du rationnel, de regarder du ¢Hié
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de la physique science expérimeniale ey de rappeler que les grandes cons-
tructions de fa physique moderne ne sont pas nées de Pexpérience ; elles
ont parfois méme pris le contre-pied de 'observation immédiate,

Rien n'est plus €loigné de "observation que le discours copernicien
[¥7] ; bien au coniraire, c'est par des raisoanements purement spécudatifs
gue Copermic décide, contre Vévidence empirigue, gue ¢est Ia terre qui
tourne autowr ¢u soleil ; les raisons esthétiques (FPharmoaie du monde)
sont peut-8tre méme les plus importantes, ¢t Pargument que développe
Copernic en Faveur de Ia rotation quotidienne de ia terre sur ¢lle-méme est
bien spécieux qui dit, en réponse A ceux qui obiectent que si Ja terre tour-
nait la force centrifuge ferait &clater da terre, que si ¢'était i= monde
céleste qui tournait autour de la terre, il é&claterait sous Vaction ¢ une
force centrifuge encore plus grande. Que la science moderne soit née de
tels raisonnements #'est pas un fait innogent, ef cela renvoie a 'anar-
chisme dpistémologique de Feyerabend [18)] ; au fond, la méthode scienti-
figue est peut-8tre o meilleur gxemple ¢’ opportunisme, opportunisme
exempliaire en e sens qu'il réussit, mais Popportunisme implique une par-
ticipation effective du sujet 4 I*élaboration de la cornaissance {ce qui est,
on s'en doufe, loin d*3re le cas de Péléve en situalion scokaire), et cette
participation s'exprime & travers le vouloir du sujet ; on n’est pas opper-
tuniste par devoir, maiy par désir.

Et forsque se développent au X Xéme sidcle les théories de la relativité
d'une part, de Ja mécanique quantique d'sutre part, Pempirisme est bien
loin, ot bier ¢'est un empirisme fabriqué 2 travers une expérimentation
qui nest que la machine A vérifier la théorie, ia théorie matédriatisée chére
a Bachelard. Et il est vrai qu’a travers les expériences sophistiquées de la
physique moderne, on ne peut lire gue ce qui 4 6té préparé. (Clest encore
une fols Ia loi 4°Ohm vérifiée avec un voltmétre dont le principe de cong-
truction est 1a loi 4'Ohm. Ei méme lorsque l& théorie expligue une obser-
vation qui [ui est antéricure, I'explication est d’abord inmtégration de
Fobservation dans un systéme théorique ; je donnerai ici corme exempie
"explication de "avance du périhélie de Marcure par la Relativité Géné-
rale, explication qui m’a tonjours laiss¢ pantois tant le fait que on
trouve, a travers une modélisation plus ou meins sophistiquée, les 437
attendues, me semble inexplicable. Mais ce n'est pas ici le Heu de parier
d'épistémologie de la physique; il fallait seulement dire, aprés Pempi-
risme mathématigue développé dans fa premiére partie, que Ia physique
science rationnelte est plus éloignée de Pobservation qu'on ne le pense, e
que ce qutton appelle expérimentation est bien plus une préparation du
réel & intégrer le champ théorigue qu une vérification de "adéguation de
ia théoric au réel. {Mais alors, c’est quoi le réel ? Ceci est une hisioire bien
compiiqués 1)

1 ne faudrait pas conclure de cette accumulation de mauvaise foi que
constitue le discours qui précdde qu’on puisse prétendre 4 'idée d'une
mathématigue science expérimentale s‘opposant 3 une physigue de plus
en plus abstraite. On pourrait imaginer dans "avenir des journdes de
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P'Union des Physiciens sur le théme: La physique est-elle une science
expérimentale ? ol quelgue physicien montrerait que la physique plonge
ses racines dans 'observation empirigue et que les théories les plus abs-
traites en sont toutes plus ou moins issues. Mais tel n’est pas I'objet de
mon Propes ; je ne pense pas plus la physique comme pure théorie déga-
gée de tout empirisme que les mathématiques comme science née de
I'observation empirique ; je ne pense d'ailleurs pas le point de vue opposé,
savoir la physique empirique et les mathématiques pure rationalité.

En fait, la question qui se pose est bien plus de savoir en quoi les
mathématiques et la physique sont différentes (ou ce qui est corrélatif : en
quoi elles sont semblables). Et c'est au fond les traditionnelles dichoto-
mies de ’abstrait et du concret, ou de la théorie et la pratique, ou encore
de la connaissance rationnelle et de la connaissance empirique, qui sont a
remettre en cause ; si ces distinctions sont d’abord simplifications sécuri-
santes pour I’esprit humain a la recherche d’une pensée stable, rien ne
prouve leur pertinence dans 1'élaboration de la connaissance scientifique
et ¢’est peut-&tre pour obscurcir de prétendues idées claires que j’écris ce
texte.

Et, pour revenir a 'introduction de ce texte, disons que parler du
caractére expérimental des mathématiques, <¢’est parler bien moins des
mathématiques que de ce que I'on entend par caractére expérimental.

Etici, c’est encore le contradicteur qui intervient : le discours qui pré-
céde porte toujours sur cette part de 1’activité mathématique qui inter-
vient dans le rapport 3 la réalité, celle qui s”est constituée en liaison avec
la physique ; mais que dire de cette mathématique remodelée que 1'on
trouve aujourd’hui a travers la formalisation et I"axiomatique ? Cetie
mathématique, A supposer qu’elle ait une origine empirique, ce qui reste 3
montrer, se construit d’une maniére purement déductive sans aucune
autre contrainte que sa logique interne. Et si cette mathématique est une
science expérimentale, ¢’est d’une expérimentation interne qu’il faudrait
parler, sans référence A une quelcongue réalité extérieure.

Et nous renvoyons a4 Hilbert qui écrit [19] :

Comme toute autre science, la mathématique ne peut pas étre cons-
truite sur la seule logique. Une donnde est indispensable, composée
dobjets concrets résultant d’une expérience antéricure a la pensée... En
mathématiques, les objets que nous examinons sont des signes qui pour
nous sont clairs et reconnaissables.

Mais le texte hilbertien peut étre lu de multiples fagons ; ces signes
qui sont les objeis de la mathématique hilbertienne, que sont-ils?
Renvoient-ils 4 des significations qui leur sont extérieures, et les régles
auxquelles ils obéissent sont-elles seulement les régles de 1a syntaxe qui les
ordonne et les structure ?

En un certain sens, c’est [a manipulation sur ies signes conformément
aux régles syntactiques définies a priori qui fonde le caractére expérimen-
tal des mathématiques ; le signe est I’objet de I’expérience et le pas est vite
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franchi qui dit que tout ce gui est an-deld du signe et de la syntaxe ne
reléve pius da domaine des mathématiques, soit que cela soit renvoyé 2 un
autre domaine de la science, soit qie cela soit relégué vers PVenfer de la
métaphysique, Ce point de vue exiréme est par exemple développé par
Pierre Raymond {20] 2 partir d’uue lectore @ Ja lerfre de Hilbert, le forma-
lisme étant & ni-méme sa propre signification. Cette attitude que Pon
peut considérer si I'on veut commnie une perversion du formaligme hilber.
tien est A’ abord ignorance de la rénlité de Pactivité mathématique,

Nicolas Bourbaki, représentant de la pensée formaliste en France, le
sait bien qui, aprés avoir éerit au début de 1a préface de ses Eléments de
Mathémetiques

Le traité prend les mathématigues & leur début et doenne tdes démons-
frations complétes. Si lecture ne suppose done, en principe, aucune con-
naissance mathématique particuliére. ..
reconnalt, dans cette méme priface, qutil faut avoir une ealture mathé-
matique minimale pour comprendre Iz sigaification de Pouvrage, y com-
pris d'ailleurs ie point de vee formaliste.

Ceite expérimentation sur le signe yue propose Hilbert dépasse le
point de vue formsl en accordant au signe une signification ; i suffit de
lire fa préface d"un puvrage de Hilbert €crit en collaboration avee Cohn-
Yossen [21], cuveage que je considére, pour la comprehension de la pen-
sée hilbertienne dans toutes ses dimensions, comme aussi important que
les Foudernents de la géométrie, et domt je citerai le texte suivant:

In mathematics, as in any scientific research, we find two tendancies
present. On the one hund, the tendancy toward abstraetion seeks o
crystailise the logical relations inherent in the mazge of materigl that is
being siudied, and 1o correlate the magerial in a systematic and arderly
manner. On the other hand, the tendancy foward intuitive understanding
Josters a more immediate grasp of the objects one siudies, a five rapport
with rhea:a, so to speak, which stresses the concrefe meaning of their
relations” .

Et # est vrai que, méme réduite d upe manipulstion cohérente des
signes mathématiques, Pactivité du mathémadicien se référe toujours aux
diverses représentaiions qu'il associe a ces signes (G} sorait pent-8tre plus
juste de dire que les signes sont les symbeles de o¢s représentations 1. Bt
c’est % travers de telles représentations que son activité 3 un caractére
expérimental, Pour revenir & un doemaine dont nous avons déja parle,
I'arithmétique, les corps de nombres ne sont pas de simples définitions
formelies et "arithmétique ne se réduit pas 4 des manipulations formeiles

* Dans ks mathématigees somme dans touwt avire champ de recherche scieatifique, nous
trouvons deux tendances. Pune part, la tendance vers 1'abstraction cherche & cristalliser les
relations logiques inkérentes sous Je labyrinthe du matériel étusdié et & réorganiser ce maidriel
June maniére systématique ¢f ordoanée, [Vauire part, fa tendanice vers ia compréhension
intuitive fournit une prise plus immédiate dey abjets Shrdids &1 un vivan: rapport qui, pour
ainsi dire, force 1a signification concréte de ces refations,
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sur ces nouveaux abjets ; ceux-ci ont é1€ fabriqués 2 partir des problémes
posés par la résolotion des équations diophanticnnes et fa théorde de la
divisibihité : je rappelieral, pour exemple, fa démonstiration du grand théo-
reme de Fermat dans le cas #=3: "d8quation X*+3=Z n’a pas
d’autres solutions en nombres entiers que les solutions friviales (*un des
nombres X, ¥, 2 est nul, les autres dant égaux & + [ gu — 1), La méthode
de démonstration fait intervenir explicitement Parithmétique du corps
Q<) o j est une racine cubique de "unité. Les corps des nombres
devienpent ainst objet d'&tudes et matériel expérirmnental dans FPélabora-
ticn de la théorie des nombres algébrigues,

Dle méme, et ¢’est le prolongement de la problématigue géoméirigue
de Riemann, la géométrie différentielle, & travers toutes ses démarches
formelles (ot i n’est pas question de pier Ia nécessité théorique de telles
démarches) se présenie comme un prolongement de 1'intuiilon spatiale;
certains des termes utilisés en géoméirie (par exemple fibres,
Jeuilietages ..y sont lourds de sipnification intustive, v compris dans les
méthodes de démonstration, méthodes de démonstration gui se présen-
teni parfois comme une forme de déduction expérimentale & fa mode
euclidienne (cf. ci-dessus),

O peut maintenant comparer expérimentation en mathématiques et
expérimeniation en physique. Une expérience Sleciromagnétiue ne con-
sisie pes en une manipulation de sysiémes de fils et d’appareils plus ou
nioins complexes munis de boutons divers sur lesquels il faut guelquelols
appuyer ; son objet est Pétude des phénoménes qui apparaissent A travers
le montage sxpérimental, et ce sont ces phénoménes que la théorie veut
représenter, nom le montage expérimental. Bt plus la science physigue
devient complexe, plus expérimentation devient sophistiquée et ie mon-
tage expérimental n’est plus que la médiation entre le physicien et le phé-
nomi¢ne. Une chambre A bulles n'a jamais moniré des particules &émen-
taires, seglement une trace provoquée par fomisation gue la théoric et
sur le compte du mouvement des particules éldmentsires, et ce d'une
facon tellerment complexe que les divers clichds photographiques doivent
8tre déchiffrés avant d’8tre exploitables. Le signe de la mathématiue hil-
bertienne ¢st de méme [e médiateur entre le mathématicien et "objet qu'il
&udie. Mais, alors, qu'est-oe que Pobjet dans es sciences mathémati-
ques ? Vaste probiéme que je ne saurais aborder ici, tani la réponse
dépend d'une prise de position épistémologique, voire idéologique, donc
nécessaitement subjective (Ce @il n'en diminue en rien [a valeur, au con-
traire).

Les mathématiques settent en jeu des concepls issus 3 travers des
cheminements plus ou moins longs de Pexpérience, gue ces concepts pro-
longent ke sensible ou qu'ils en prennent le contre-pied, mais cefa est aussi
vrai de la physique. C'est & travers Je sensible que Pon peut atteindre le
non-sensible, méme ef surtout s'H s'agit d*aller 4 I"encontre du sensibie :
on ke peut comprendre par exemple la mécanigne quantique goe contrela
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mécanique classique, & moins de réduire fa mécanique quantique & n’8re
quen jea formel 4 observables. Mais le sensible lui-m2me n’a pas de sens
et e'est Je théorique qui permet de hui en donner un (et ici le sens est celui
défini par le sujet ; d"une cerfaine fagon le théorique est action du sujet
sur le sensibie) ; c’est cetie interaction du sensible et du théorique qui
constitue ce gque nows appelons la connaissance scientifique. Et ¢'est 4 ce
niveau que se pose le probléme fondamental de enseignement, 1"explici-
1ation de cette interaction, ¢'est-a-dire de Ja signification des concepts mis
en jeu, signification qui se définit 3 Ia fois par rapport 4 Ia science consti-
tude e par rapport & I’éléve ; et & ce titre, 1a signification a bien phus
d’importance que les difficultés techniques ; d’abord parce que c’est 3
travers la signification que "en appréhende les difficultés techniques
avan: méme de les résoudre, ensuite parce que sans la signification, la
résolution des difficultés techniques reste formelle et n’apparait que

.comme une suite de receties A savoir bien utiliser, ce qui renvoie &

I’opportunisme scolaire dont je parle dans I texte cité de La Riguweur er ie
Cailcul 22]. )

1.a mise en évidence du caraciére expérimental des mathémuatigues
dans Penseignement sous ses divers aspects e8t peat-8ire un des movens de
retrouver la signification dans Penscignemeni ; ce peut &tre aussi un gad-
get formel, c'est-d-dire sans auire signification gue d'&ire une nouvelle
forme de discours scolaire ; je pense ici A ka tradition des Travetx Prati-
ques de la physique qui peuvent 8tre tout aussi absiraits que fa formalisa-
tion 4 la mode d’un certain enseignement des mathématiques.

Mais ce retour & la signification dans I’ enseignement, ¢’est-3-dire la
Signification du saveir, nécessite, on 1's dif, une remise en cause de nos
dichgtomies habituelles du concret et de "abstrait, de la pratiguc et de la
théorie et antres distinctions anglogues, gqud A défaut de pertinence sont au
moins rassurantes. En ce sens, fe probléme est moins de clarifier que de se
débarrasser d’un certain nombre d’idées claires qui n’en finigsent pas de
nous aveugier.
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