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INFORMATIQUE 

Voyage au cœur de votre calculatrice 
ou Coordinate Rotation Digital 
Computer and Co. 
par Bernard KOKANOSKY et Jean-Louis LAMARD, 
professeurs de Spéciales à Amiens 

1. Fonctions trigonométriques 
La première idèe pour calculer casO ou sinO est d'utiliser leur défini­

tion même, c'est-à~dire les séries entières 

+ oc 0211' 0:> (J2n +1 
cosO = n::o (_1)n (2n)! et sinO = n::o (-1)" (2n+l)! 

On peut évidemment se ramener au cas où OE [0, .!L) et la conver­
4 

genee est alors rapide (au pire, précision de 10-10 avec 13 termes). L'ennui 
de cette méthode est que les opérations intervenant ne sont pas des opéra­
tions "simples" pour un microprocesseur, lesquelles sont l'addition et le 
décalage (c'est-à-dire la multiplication par une puissance de 10). 

C'est pourquoi les calculatrices utilisent un autre algorithme : le 
CORDIC. 

1.1. Partie théorique 
Il est clair qu'on peut se ramener, grâce aux formules usuelles, à la 

seule détermination de IgO pour OE [0, .!LI. 
4 

L'idée consiste à mettre en mémoire morte (R.O.M.) une suite 
d'angles (0) dont la tangenle est simple (tgO = IO- n) et d'en déduiren 
une nouvelfe suite ("'n) tendant vers 0 (donc (tg"n) tend vers tgO) telle que, 
en outre, tgO<. s'obtienne à partir de tg"n-l par des opérations
Hsimples" . 

S9 
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Soit donc la suite (8  ) avec  On = Arctg  1O~ n .  C'est c1airemeut une n
suite de  [0,   ~ J,  décroissante ct tendant vers O. 

4 
Définissons la suite (a/c) (kE N°) par: 

0;1 étant le plus grand des 8p':;8 
(c'est­à­dire 011';;0<8;1 1) 

0'12 étant le plus grand des Op,,; e­ 0'1 

(c'est­à­dire"1 +0i:l';; 0< "'1 + 012 ~ 1) 

Cln an- 1+ O;n  Oln étant le plus grand des 8j';;O ­ "'n~ 1 

c'est­à­dire "'n-l + O;n';;O<an~1 + Oln-I) 

1 

Remarque: On notera ,que (Bin)nEN n'cst pas forcément une sous­suite de 

(On)nEN  car  O;n =  Oln+1 ....  = Oin+p_1 avec  p =  E  (O-;n 1)  
, 'n 1  

avec bien sûr 0; _ 1 *' 0, . En d'autres termes c'est une suite "localement  
constante" don~ tous let termes sont extraits de ~Onl et non stationnaire.  

Ainsi n 1-+ in qui est évidemment croissante au sens large ne peut res-
ter  constante à  partir d'un certain rang.  Donc  lim  in =  + "". 

n- foc 

Or par construction on a l'encadrement O-Sn < an ~ (j avec 
Sn = 0; -1 et compte tenu de ce qui précède:  sn - 0  . 

n+1 

La fonction  tangente étant croissante sur  [0,  ~ J,  il vient: 

tg(O En) < tg an 0;;; tg 0 
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ce qui  fournit avec  les  accroissements  finis; 

~n r
tgO  ­­ ­­­;:r,  < tg an';; tg  0 avec  ~n E  IO­Sn,B[  C  [0,  -4]

cos  Çn 

Ainsi:  Ig9  2&. < tg an .;;  tgO  (c'est la raison du choix de [0,  ~ 1et non 

de [0,  "2 J.  sinon  d-r ne  serail pas maîtrisé). 
cos  Ç.n  

Conclusion:  tg "n _  tg 9  .  

1.2. Algorithme de calcul des  tg a.n 

L'intérêt  du  CORDIC  réside  dans  la  simplicité  du  pa"age  de 
tg an _ 1  à  Ig "n . 

kn 
-;

Posons en effet  = tg 9;  (  10  n). On a alors: 
n 

tgan_l  + k n 

1  kntg"n_1 

Xn­1  y 1
Ainsi si  = tg "n-l ,le pointM n - J  Yn-l est un point tel que  x:=lI 

Mnl;:  avec  x n = xn~-l knYn~'l et  Yn"= knxn--l + Yn-l vérifiera 

Yn = tg "n .xn 
On  passe  donc  de  Mn_ 1  à  Mn  par  la  transformation  de  matrice: 

1  -k)1k 1 n ,ce qui justifie la terminologie CORDIC. 
\  n , 

Par une itération "évoluante"" une suite de  RZ est ainsi définie: 

xn -YnMn  avec  ~ = tg Œn 
1Yn x n 

pounll que  vérifie  y, = tg a, = tg O· = k,M,! x,
Yl Xl  ri 

On constate alors qu'en partant de  M.Ib' l'''itération'' donne bien 

M,. Ce qui permet d'avoir toujours le même point de départ M. quel que-
soit  9  . 

1.3. Partie pratique 

Pour des  raisons matérielles évidentes(!) la machine ne connilÎt  que 
les N. premiers termes de la suite  On: 
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----

8,  = Arctg 0,1  z  0,0996686524 
O = Arctg  10­2  ""  0,009 999 666 7 2 

03 = Arcts  10­3  '"  0,000 999 999 6 
O. = Arctg 10­'  '"  10­' 

ON, = Arctg 10 ,­ N,  z  10­ N.  , 

La machine s'arrête  lorsqu'il n'est plus  possible d'ajouter  8N, au 
dernier  an obtenu (qu'on notera aN) sans dépasser  0, 

A'  ,  YN "f'mSl tg aN = - verl le: 
XN 

(tg 0) - 2  x 10­ N,  < tg aN" tg 0 , 

(En général N,  = 14 et  le  nombre "d'itérations" N est  de l'ordre de 40, 
La convergence n'est pas très  "rapide" mathématiquement, c'est­à­dire 
vis~à-"is de N, mais, les opérations étant Hsimples", le temps de calcul est 
très  bref), 

Exemple: Début des calculs pour  tg 0,35  , 

,: 1  0, L~--:-:-: : T,g an--:Yn1  Xn Ynknr"- ­+­­ ­­­ -r. - - ­­­L­­­­L __ ~n_

d O'09966~~~10'~~68~5~k=-_~-=fo'l=~= :,1_=-
,2  0,099668653  0,1  0,199337306 to,99 '0,2  0,202020202 
r ---- ~---,----- ~-~-

~. ~::: ::4E=':;_~;;"'_ ~~:  
112  0,000 1 10·  0,349  404  294  ~53 944~51 0,347  57.:!~,364_~557 
,  Il  °'000_1_  1O~ 0,349504 294J<l:9l3 909  3471  0,347 668322L(j,364 466 837 

La valeur "exacte" est: 0,365 028  ' ..  
On a donc au rang  13  une  précision de J'ordre de 6 x 10­',  

1.4, Remarque: C.O,R.D.I.C.  = pseudo­dIvision 

On notera la  parenté de  cet  algorithme avec  celui  de  la  division  de 
aEN par bEN-. 
Soit (bn)nEN avec  bn = bx IO- n • On construit la suite (an) avec: 
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al = a hi étant  le plus grand des . . 
a. = al -

h 

h·'. hi, étant le plus grand des. " 
etc.  

Exemple:  Division  de  14  par  3:  On  retranche  hi. 3,  bi, =3,  bi, =3,  
hi, = 3,  hi, =0,3  (ce  qui  "à la  main"  se  traduit  par  l'abaissement  d'un  
zéro au  dividende),  etc. 

2.  t'onction logarithme 

2.1. Séries 

Il  existe de  nombreuses méthodes de  calcul de Log X basées sur un 
développem~nt en série entière. Signalons en particulier le procédé suivant: 

X-l '1En posant  x X + l  '  1  vient 
1+  00  2n-r-JLog X  = Log  --"i = 2 Argth x = 2  r; _x__ 
l-x n=O 2n+l 

(car  Ixl < 1  pour tout  XER*')  . 

Or, par division ou multiplication par des puissances de 2, il est tou· 

jours  possible  de  se  ramener  à  X  E  [~, 2J  (la  machine  devra  alors 

"connaître" Log 2), ce qui entraîne  i xl.;: ~ .De ce failla convergence 
de  la série sera  rapide: 

,  ce  x2p+ 1  2  ~ 1  
!Rn =  12 "~] 2p+ f 1< 3(2n+3) "~I 9P 12(2/1 + 3)9"  

Mais, comme pour le développement du sinus dans  [0,  ~l, si la con· 

'vergence est  rapide, les opérations ne sont pas des opérations "simples". 

2.2. Partie théorique 

Par multiplication par une puissance de 10. on se ramène au calcul de 
Log X avec  X  E  [l,  10]  (la machine  "connaîtra" Log 10). 

L'idée  consiste  à  mettre  en  mémoire  morte  les  logarithmes  d'une 
suite (an) et d'en déduire une nouvene suite (An) convergeant vers Log X, 
telle que, en outre,  An s'obtienne à partir de  An-l par des opérations 
"simples" (en  l'occurrence ici  une  simple addilion !). 

Soît donc la suite (an) avec  an ~ J  + IO- n  dont la machine connaî-
Ira les  logarithmes.  Définissons une nouvelle suite (Xn) par : 
XI  = Qi,X ail étant le  plus grand des aj tels que ajX", 10 

c'est­à­dire Qi]X", 10<a;1  IX 
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aiZ étant le plus grand des aj tels  que ajX l '" 10 
c'est­à­dire ailXI '" 10<ai2 lXI 

ai étant  le plus grand des aj tels que ajXn_ l '" IOn 
c'est­à­dire ai,f{n­I '" 10 < ain lXn I 

Comme dans le cas de la tangente, la suite (ain)nEN' n'est pas forcé-
ment une sous­suite de (an), mais elle  ne peut  rester  stationnaire à  partir 
d'un certain rang et tend donc en décroissant vers  l, 

Comme:  _I~ <Xn ", ~ (1),  la suite (Xn) tend vers  10. 
Uin +J-l a''n+l 

Par ailleurs Xn:;;;;;ai O;n 1'" ail X ~ donc en posant:n 

An =  Log 10  (Log ai, + ... + LOgain) 

On obtient une suite (An) tendant vers LogX et telle que An = An-. , ­ Lng ai ' n 

2.3,  Partie pratique 

La machine connaît les  No premiers termes de la suite (Log a.). 

Elle  s'arrête  lorsqu'il  n'est  plus  possible  de  multiplier  par  aNo  le 
dernier  Xn obtenu  sans  dépasser  10,  c'est­à­dire  pour  XN  tel  que 
aNoXN> 10  (2). 

Montrons que, quille à ajouter un terme de correction à AN, on peut 
se contenter de No=4, ce qui prouve que cet algorithme est  remarquable-
ment "économique" (il suffil que la machine connaisse 5 logarithmes ou 
plutôt 6 avec Log 10  1). C'est là que réside son intérêt avec bien sûr l'utili-
sation d'opérations simples. 

Nous avons  AN  LogIO ­ Log  ~ 

d'où LogX = - Log  XN 
IO 

soit, classiquement: 

AN  ­ Log X  = - Log(I­EN) avec  eN  = 1- XN 
10  

La  formule de Taylor­Lagrange nous donne:  
8,2  el  1  

avecAN ­ Log X  = f,N +  ~ + ~ {f::,cj;.)3 
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Or, clairement,  X.';;l0  (V.EN) eten outre  XN>~ (ces2iné· 
l7No 

gaUtés découlant respectivement de (1)  et  (2». 

D'où  SNE  ]0;1­_1­[  etafortiorî  er;estdanslemêmeintervaUe.
aNo 

.  .  &3  1  1  Il 1)3  1  1  ­ 3N, 
Ainsl  ~ (J­er;)3 <) 1­ aNo'  ­(T'? =)10  

.  aNo  
­N (car aNa = 1 + 10  ')  .  

Ainsi pour No  = 4  :  

AN­SN­; SF,E]LOgX,LOgX++IO­I2! 

(On notera l'existence d'une seule opération non simple pour le calcul de 

SF,)  
2  

Exemple: 

La machine connaît  Log 10  = 2,302 585 093  
Log  2  = 0,693  147  181  

Logl,l  = 0,095310179  
LogI,OI  = 0,009 950 331  

Log 1,001  = 0,000 999  500  
Log 1,0001  = 0,000 099 995  

Soit à calculer Log44,501  = LoglO  +  Log  4,4501  = Log 10  +  LogX 

­
n ain 

0 
\ 2 
2  \,1 
3  1,01 
4  \,0\ 
5  1,00\ 
6  1,000 1 
7  1,000 1 
8  1,000 1 
-'--,. 

X•  
4,4501  
8,900 2  
9,790 2 2  
9,888  1 222  
9,987  003422 
9,996 990425 
9,997  990 124 
9,998989923 
9,999 9 89822 

Logoin 
.­

0,693  147  181 
0,095310 179 
0,009 950  331 
0,009 950 331 
0,000 999 500 
0,000 099  995 
0,000 099 995 

A.  

2,302 585  093  ( = LoglO) 
1,609 437 912 
1,514 127  733 
1,504 177  402 
1,494 227 071 
1,493 227  571 
1,493  127  576 
1,493027581 

0,000 099  99~1,492 927  586 

1Terme d'ajustement: ­ 8s ­ ­si avec  Ss  = 1­ Xs  = 0,000 001  018 
2  10 

d'où  -8s-~ ei  '"  ­0,000001018. 
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Donc Log4,450 1  ~ 1,492927586 ­ 0,000001 018  = 1,492926568 

d'où Log44,501  ""  3,795511661 

ce qui  est  la valeur fournie  à l'affichage par la touche LOG. 

3/Foncüon exponentieUe 

3.1. Partie théorique 
Là encore, l'algorithme utilisé par les calculatrices n'est pas basé sur 

la série entière  ex  =  1': X" 
on! 

En pratique, on se ramène au calcul de  ex avec x>O puis à celui de 
eX avec O";X< Log 10  (x=pLoglO + X,  d'où ex  = 1000ex : opération 
"simple~'). 

On  considère  la meme suite (a,J que précédemment et  on  forme  la 
suite  (Yn) : 

ail étant le plus grand des aj tels que Logaj" X 

ai étant le  plus grand des  aj tels quen 
Logaj";Yn-l 
soit:  LOgain" Yn-l <Log ai 1 . n 

D'où ain+l~eYI't<ain+l~l ,cequiprouvequeYn-O. 

Or, clairement, eY" = eX , 
QilQi2 ••• Qin 

donc Bn a'lah ... ain tend vers eX 

(et  Bn.\ = Bnxain.\ = Bn + 1O­(i.. ,)  Bn : opération "simple"). 

3.2. Partie pratique 
La machine  s'arrête  lorsqu'il  n'est  plus  possible  de  retrancher 

LogaNo au dermer  Y n obtenu (noté YN)  sans obtenir un résultat négatif 
(donc O<YN<LogaNol. 

Montrons que,  comme pour le Log, avec un terme correctif on peut 
se contenter de  No  4  . En  effet  : 

y2  ')  y3
eX-BN BN<eYN -]) BN ( YN+~ + BN~CN

\  2  6 
>0 
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avec  cNE 10,y NI 

Or  • Y~ < (LOgoNo!3 
.eCN <eYN <aNO 

X
.DeYN;;.O,ontireeYN;;'1  ; donc BN  ;  ey  ,;;;eX<lO, 

e  N 
puisque XE [0,  Log 10[. 

Ainsi:  O<BN Yf.  eCN<~aNO(LOg(ONo!I3<1,7XIO-12
6  3 

avec No; 4 

Finalement  : 

BN  (I+YN+  :y,)EleX­I,7Xlo­12,eXI 

Exemple : 00,212 

n 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

~-~-~--~~~-~-~-~'-T~-~T~---:---l 

Log Qin 1 y n :  Qin' Bn 1 

10,212'  --­--+11 
0,095310 179 0,116689820 1,1 1,1 
0,095310 179 0,021379640 1,1 1,21 
0,009 950 331 0,011 429310 1,01 1,2221 
0,009 950 331 0,001 478979 1,01 1,234321 
0,000 999 500 0,000 479 478 1,001 1,235555 321 
0,000 099 995 0,000 379 483 1,000 1,235 678 877 
0,000 099 995 0,000 279 488 1,000 1,235 802 445 
0,000 099 995 0,000 179 493 1,000 11 ,235 926 025 
0,000 099 995 0,000 079 498 1,000 1,1,236 049 618 

Terme d'ajustemeDt: \ B9 Y 9 + Y3) ; 0,000 098 267 
. 2 ! 

D'où eO•212 ", 1,236049618 + 0,000098267; 1,236147885 
ce qui est la valeur fournie à l'affichage par la touehe EXP. 

Remarque: Dans le tableau, nous n'avons indiqué que 9 chiffres, 
mais en faÏt les calculs ont été effectués avec 11 chiffres. 
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