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INFORMATIQUE

Yoyage au ceeur de votre calculatrice
ou Coordinate Rotation Digital
Computer and Co.

par Bernard KOKANOSKY et Jean-Louis LAMARD,
professeurs de Spéciales ¢ Amiens

1. Fonctions irigonométrigues

La premigre idée pour calculer cos® ou sinf est d utiliser feur défini-
tion méme, c'est-a~-dire les séries entidres

=+°°__”u€2:h ___ﬂ“mﬂgzrwi
cosé Eﬁ{ 1) (ZH)! et siné nE{J( 1) m!

On peut évidemment se ramensr au cas ofl € {0, -E—i ¢t la conver-

gence est alors rapide (au pire, précision de 10-% avec 13 termes). L ennui
de cette méthode est gue les opérations intervenant ne sont pas des opéra-
tions “'simples” pour un microprocesseur, lesquelles sont "addition et le
décalage {c'est~3-dire la multiplication par une puissance de 10).

Clest pourquoi les calculatrices utilisent un autre algorithme : le
CORDIC,

1.1, Partie théorique

1 ast clair qu'on peut se ramener, grice aux formules usuelles, 4 la
senle déterminsaiion de 1gf pout FE[D, ?}.

LYidée cousiste a metize en mémoire morie (R.O.M.) une suite
d’angles (8,) doat la tangente est simple ({gf, = 10~ 7) ¢t d’en déduire
une notvells suite (o) tendant vers 8 {donc {tger, ) tend vers 1g6) telle que,
en outre, g, s’ogtienne & partir de tgo,., par des opérations
“simples’”.
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Soit dong la suite (8, ) avec €, = Arctg 107 . C’est clairement une
suite de [0, %}, décroissante et tendant vers 0.

Définissons la suite {a) (VENY) par ©
oy = 8 8;; étant le plus grand des 6;<4
{c’est-a-dire & 6.1

= oyl 8}2 étant le plus grand des £; €0 — oy
{C'est-a-dire oy + 85 €< + 05 _)

van

Op = @y + 8, 6 &ant le plus grand des €0y
c’est-a-dire oy + Sgngﬁf.aﬂ_; + 33’%..[}

v | Hog EA
Remarque : On notera que {8;") REN n’est pas forcément une sous-suite de
Epnencat b =8, | = .. = 9fn+p-1 avec p = B g.-.é;: —l)
[

avec bien 80r §;, , # §;. En d’autres termes c’est une suite ““localement
constante’’ dont tous les termes sont extraits de [§,} et non stationnaire.

Ainsi i1 ws £, qui est évidernment croissanie au sens large ne peut ees-

fer constante A partir ¢'un certain rang, Done  lim £, = + ¢,
fiee b o0

Or par constryction on a Pencadrement 0—8, < o, < 6 avec

B, = 6'}” -1 et compte tepu de ce gui précéde: &, —~ 0,

La fonction tangente éiant croigsante sur {03, %‘-], il vient

pF-E) < tgo, S 128
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ce qui fournit avec les accroissements finis 2

£
tzd - &E;_gw <tga, £igh avec §, € W-5,,8{cC [0, -}]

Fid
Ainsi: 1gf ~ 28, < tg @, < tgf# {’estlaraison du choix de [0, %} et non

de [0, L, sinon L ne serait pas maiirise).
cos? £
M

Conclusion: tg a, 128 .

1.2. Algorithme de calcul des ig o,

L'intérdt duw CORDIC réside dansg la simplicité du passage de
a, ; & go,.

Posons en effet &k, = tg8; (= 10””} . On a alors

. i ts Gy ) + k”
Xy
Ainsisi M, _, =t g5t un point el que In-- =1 o, _q s lepoint
) . X1
M| g - k " k éxifi
nly, avec x, = X, ;- K, ¥,_ | ¢t y, "= ﬁxn_l_ + ¥, verifiera
Yy
— =
X, € %n _
On passe donc de M,_, a M, per la transformation de matrice:
| -k
{ x 1| » e qui justifie la terminologie CORDIC.

". n E
Par une itération ““évoluanie’”, une suite de R2 ¢st ainsi définie :

Xy

My},

Yu
avec }-; = 1g a,
Xi aeifia ¥ _ -
pourva gue M, vérifie == = (g oy = 1268, = &
K EA 1
On censiate alors gu'en partant de M, g) ., I"*Hération®’ donne biea

M,. Ce gui permet d'avolr toujours le méme point de départ M, gue] que-
soit 8 .

1.}, Partie pratigue

Pour des raisons matérielles évidentes(!) Ja machine ne connait que
les Ny premiers termes de la guite 4, :
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S
1

= Arctg 0,1 = 0,099 508 552 4
0, = Arctg 107% = 0,009 999 666 7
Arctg 107 = 0,000 999 995 6
Arctg 0 = 100

&P
(I

by, = Arctg 10T = 107N,
La machine s'arrdte lorsqu’it n'est plus possibie d'ajouter GN,, au
dernier o, obtenu (qu'on notera eny) sans dépasser 0 .

Alnsi tgay = 2 vérifie:
W
(tgd) — 2 x 10" N0 ctga. < tg b

{En général Ny = 4 et le nombre “‘d’iiérations® N est de ordre de 40.
Lz convergence n’est pas trés “rapide’ mathématiguement, c’est-3-dire
vis-3-vis de N, mais, les opérations &tant *'simples’’, le temps de calcu est
trés bref}.

Exemple : Début des calouls pour tg 9,35,

" i ! - -
. ; i i
nl 8y kn T oy = =
é‘_ [
I'p ] 5 B 0
1 [ o990 6686531 0,1 | 0,099 6B 653 1 | 6,1 0.1
2 | 0,099 668 653 0,1 | 0,199 337 306 | 0,99 0,2 0,202 620 202
3 {0,099 668 6531 0,1 | 0,299 065 959 0,97 9,209 £,308 247 423
4 10,009999 657} 10°%] 0,309 005 626 [0.9%6701¢ | 0,308 7 0,319 231 445
s | 0,000 999 667] 107 | 0,310 08 203 |0,063 923 | 0,318 3701 | 0,330 285 822)
| 12] 0,000 1 10+ | 8,349 404 294 | 0,953 544 105 0,347 572 928| 0,364 353 557
ey 10| 0,349 504 294 {0,953 905 347| 0,347 668 322 0,364 466 837

La valeur “‘exacte’’ est: 0,365 028 .,
On a done suv rang 13 une précision de 'ordre de 6 X 10,
1.4, Remargoe ; C.O.R.DLEC, = psendo-division

On notera la parenté de cei algorithme avee celui de Ia division de
GEN par BEN*,
Soit {bﬂ}nGN avee b, = Bx 1¢-7 . On construit la suite (g} avec:

62



¥

Bulletin de 'TAPMEP n°332 - Février 1982

@ =g _b;, étant le plus grand des b; < a
a =&~ by, b; étant le plus grand des b, @,
i,

Exemiple : Division de 14 par 3: On retranche b,-lm?,, b,}=3, "‘:333:
b; =3, b, =0,3 (ce qui “a la main’’ se traduit par 'abaissement d'un
réra an dividende), etc.

2. Fonction logarithme

2.1. Séries

11 existe de nombreuses méthodes de caleu! de Log X basées sur un
développement en série entidre, Signalons en particuber le proc&dé suivant :

. Sl il vi
En posant X s 7 ¢ . - il vient
1+x X<t
logX = L A =2 Argthx=2 Z
o8 f-x gth x n-g en+1

(car |x] < 1 pour tout XER" .

Or, par division ou multiplication par des puissances de 2, il est tou-
jours possible de se ramener & X & Iw%-, 2] {la machine devra alors
“‘connalire’* Log 2}, ce qui entraine x| € % . De ce fait la convergence
de la série sera rapide:

. @ 2l
IR, = [2 T ﬁ*‘m
o ! ney 2P+ |

2 IS 1
3(2n+ 3) ﬁl G5 T T13(an+ Dor

Mais, comme pour le développement du sinus dans [0, -g- , 81 fa con-

s vergence est rapide, les opérations ne ser pas des opérations *'simples’’.

1.2. Partie théorique

Par multiplication par une puissance de 10, on se raméne au calcut de
Log X avec X € [{, 19} (la machine *“‘connaiira" Log 10j.

L’idée consisie 4 metire en mémaoire morte les logarithmes d'ene
suite (@) et d’en déduire une nouvelle suite (A,) convergeant vers Log X,
telle que, en outye, A, s"obtienne 4 partirde A, _, par des epérations
““simpies™ {en ['occurrence ick une simple addition ),

Soit done la suite {a,) avec a, = 1 + 10~ dont la machine connai-
tra les logaritiimes. Définissons une nouvelle suite (X)) par:

Xy = @i X @) ¢tant le plus grand des g; tels que aiX €10
clest-a-dire a;, X< 10<g4, (X
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Xy = apX; a;, etant le plus grand des g; tels que ¢;X <10
cest-a-dire a,X; € 10<a;, X4

Iy

Xp =l Rp - | a;, Etant le plus grand des g; tels que 2%, _; €10
cest-adire a4, Xy . | € i<y, o 1 Xy g

Comme dans le cas de la tangente, la suite (@), - 5. 1'est pas forcé-
meni une sous-suite de {a,), mais elle ne peut rester stationnaire & partir
d'un certain rang et tend donc en déerpissant vers 1.

Comme : —38 . «x,¢ — 0 _ (1), Ia suite (X,) tend vers 10.

af,;.;.]*l LI |

Par ailleurs Xp=a; &, ... &, X ; doncen posant :
Ag = Log 10 - (Loga;, +..+ Loga;)
on obtient une suite (A,) tendant vers LogX et telleque Ap= Ap_  — Log ey .

2.3, Parlie praiique

F.a machine ¢onnail les Np premiers termes de la suite {Loga,.

Elle #’arréte lorsqu'il n'est plus possible de multiplier par ay; e
dernier X, obfenu sans dépasser 10, ¢’est-d-dire pour Xy tel qgue
INgXN> 1 (2).

Montrons que, quitte 3 ajouter un terme de correction & Ay, On peut
se contenter de Ng=4, ce qui prouve gue cet algorithme est remarquable-
ment “économigue”’ (il suffit que ia machine connaisse 5 logarithmes ou

plutdt 6 avec Log 10 ¥). Cest 1& que réside son intérét avec bien sir 1'utili-
sation d’opérations simples,

Nous avons An = Logld - Log%"‘—
LY - xN
d'on An—LogX = uLng—Té—-

soif, classiquement :

Axn—LogX = — Log{l - &x) aver §n = 1--2%-

La formule de Taylor-Lagrange nous donne :

B g2 gl ! J [
An~LogX = Eny+ “"zb + -3§ ripwil avec  onE (06N
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Or, clairement, X,<10 (v,EN) et en outre xN>?;§ (ces 2 iné-
]
galités déconlant respectivement de (1) et (2)).

D'on &nE ]O;l --2‘-«:}-«[ e a fortior] ©n est dans e méme intervalle,
5

1 i oo-3N
e [ e |y 10T
3 I dNO ) 13 3

3 (i~con GN')T
(car ang = 1+ W °)
Ainsi pour Ng = 4@

An — By — _%sg;e]mgx,mngu- %1042[

{©n notera 'existence d'une scule opération non simple pour le calcul de
82
9

Exemple :

La machine connait Logl10 = 2,302 585 (01

Log 2 = 0,693 147 18!

Logl,l = 0,095 310179
Logl,01 = 0,009 950 331
Logt,001 = 0,000 999 500

£0g1,0001 = 0,000 099 993
Soit & caleuler Logd4,501 = Logl0 + Log 4,450 1 = Logl0 + LogX

n iy Xn Loga;, Ay

1] 4,450 1 2,302 585 093 (= Logld)
P2 8,900 2 (0,693 147 181 | 1,609 437 942

231 L1 9,790 22 0,005 310 179 ¢ 1,514 127713

11,08 9. 888 1222 0,002 950 331 | 1,504 177 402

411,01 9,987 0G3 422 7 0,009 950 331 | 1,494 227 071

511,001 9,996 900 425 [ 0,000 999 360 | 1,493 227 571

6 1,006 1] 2,997 900 124 : 0,000 099 995 | 1,493 127 576

74 1,000 13 9,998 989 923 { 0,000 099 995 | 1,493 027 581

2] 1,000 1] 5,999 98¢ 822 ¢ 0,000 (099 995 | 1,492 927 586G

Terme d’ajustement : wagm-;_sé avec &g = 1-

- 83— 8F = 0,000 001 018,

d'oil
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Donc Leg4,450 1 = 1,492 927 586 — (0,000 001 018 = 1,492 926 568
d'ot Log44,501 = 3,795 511 661
ce qui est la vateur fournie & Paffichage par la touche LOG.

3/Fanctien exponentielie

3.1, Partie thégrigue
L& encore, {"algorithine utilisé par les calenlatrices n’est pas basé sur

. . z x
ia série entidre ek = L i
g n !

En pratigue, on se raméne au calcut de ef avec x>0 puis 4 celui de
eXavec 0KX < Logld (x=p Logld + X, d’¢eiex = 107 eX : opération
“simple*’3.

On considere fe méme siite fa,} que précédemment ¢t on forme la
suite (Y,) :

¥y = X—Loga, a;, ttant le plas grand des a;tels que Loga;€ X

¥p = ¥yt —~Log a;, a;, ¢tant le plus grand des a; tels que

Loga s Yp—j
soit : Logd;, < Ya- j<Log @i,y

D'ou @y, <e¥rea;, -y, ce qui prouve que Y,—0.

Cr, clairement, els = mi% .
@i\ iy oo Af,
done By = @;aj, ... 4;, tendverseX

{et Byyy = Bpxay,,, = By + 10742} By : opération ““sirple”).

3.2, Partie pratique

Las machine s'arréte lorsqu’il sn'est plus possible de retrancher
Logan, au dernier Y, obtenu {noté YN) sans obtenir un résultat négatif
(dorc 8< Yy < Logany-

Montrons gue, comme pour I¢ Log, avec un terme correctif on pent
s¢ contenter de Ny = 4 . En effet :

vy Y
eX~By = Bu{e"s-1) = By [ ¥n+—5 |+ By ——e
5\
>0
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avee onE)0,¥w!
Or  «Y3 < (Logang?
N SYN-ﬁ a;qﬂ
«De Y20, ontire e¥n3x1 ; done By = —E% £ eX< 10,
puisque XE [0, Log 0],

Ainsi:  0< ﬁn%e"wa_;%(]‘_og(aﬂﬂ); 3e1,7%107%

avec Ng = 4
Finalement :

s
By {1+ ¥n+ ?}‘»’:lé‘* L7x 10712, e

Exemple ; ¢2,212
n Log a;, Y. { t, By
0 0,212 H
110,095 310179 1 0,116 689 820 4 1,1 | 39
210,085 310179 } 0,021 378 640 | 1,1 1,21
3] 0,009 950 331 16,001 426 310 1,01 (1,222}
4| 9,009 950 331 1 0,001 478979 ] 1,01 11,234 321
51 0,000 999 500 § 0,000 479 478 1 1,001 11,235 585 321
&1 6,000 §99 995 ¢ 0,000 379 483 ; 1,000 11,235 678 877
71 0,000 059 995 | 0,000 279 488 | 1,000 1]1,235 802 345
8 0,000 095 995 | 0,000 179 493 | 1,000 1j1,235 926 (025
9] 0,000 099 995 | 0,000 (79 498 | 1,000 11,236 (49 618

Terme d’gjustement ; (Bg Yo + }.;5 } = 0,000 C98 267
Y £
Do 0212 = 1,236049 618 + 0,000 098 267 = 1,236 147 85
ee qui est fa valeur fournie A Paffichage par la touehe EXP.

Remarque : Dans le tableas, nous n'avons indigué que 9 chiffres,
mais en fait les caleuls ont £t effecinés avec 11 chiffres.
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