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ECHANGES

Etude pour les grandes valeurs,
étude locale, en classe de seconde
par Ravmond BARRA, IREM de Poitiers

Fajre de Yanalyze en seconde ne devrgit pas consister & traiter des
questions qui 1’étaient auparavant en premiére ou terminale ; ainsi, par
exemple, alors que le programme ne mentionne gue *‘exemples d*approxi-
mation d’un nombre réel au moven de suites’’, les commentaires défini-
afs parlent de convergence de suite, ¢t des livres ou publications proposent
deg exercices vus autrefois au niveau premidre ou terminale ; on reste
effaré devani un (el glissement de niveau.

Les exemples proposés ci-dessous ne sont pas inflationnistes méme
g’ils peuvent paraitre tels de prime abord ; si I'étude pour les grandes
valeurs de la variable exige de nouvelles technigques, en revanche elle
n'exige rd définition ni mise en wuvre de concepts nouveaux ; quant A
I"approximation locale d’une fonetion par une fonction affine, essentiel
est seulement de dirg clairement pourquoi on tient tellement 4 une telie
appreximation, et de donner sur quelques exempies Yes idées simples de
résolution.

Dans ses débuts, I’ Analyse tourne essenticliement amtour d une seule
ef grande idée : “pour connalire une inconnue, on Papproche de plus en
plus finement par des “‘grandevrs’ connues™ ; ainsi, pour cornaiire le
développement décimal incennu de 2, on encadre ce nombre par des
nombres connus gui sont des décimaux ; pour connaitre 1a pente de ia tan-
gente, on Papproche au micux par Jes pentes des sécaniées qui, elies, sont
connues, ¢ c'est la dérvation ; pour connaltre une aire, on I'encadre par
des mires conmues, celles des rectangles, et c'egt Pintégration. Technique-
ment, a&u début, [ Anslyse exige que I'on sache comparer, donc manier les
inégalitds ; que Uon sache reconnaitre ce qui st grand, ce qui est petit; o
que Pon sache distinguer ce qui est néghigeable de ce qui ne Pest pas. Peut-
&tre d*aifleurs devrait-on s'en temy 1A pour le secondaire, et ce ne sergit
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gang doute pas si mal. Quoi qu’il en soit, les titres du début, qui figurent
au nouvean progeamme de la classe de seconde, permetient de Faire de
U'analyse au sens susdit, en n'utilisant que des *‘régles de calcul® vues en
trotsiéme, done sans dépasser le niveau supposé de la seconde.

Le chapitre : Efude pour les grandes volenrs permet un travail echni-
que intéressant et la donnée de *‘recettes” fort utiles, pas toujours explici-
tement £crites dans la Littérature, Par exemple, soit 4 étudier, pour les
grandes valeurs positives, la fongtion f,

Jioh = 3% + Sx + 1.

Des essais calculatoires laissent prévoir quePona @ fix) > 10F pour
tous les némbres x supérieurs 4 un certain nagmbre 107 . Pour le prou-
ver, on note que pour x>0, fix) estla somme de trois termes positifs ;
et la spmme de nombres positifs esi supérienre G nimporie lequel d’enire
eux ; dong, pour x>0 ,0n3:

Jtx) > 5x > x;
donc, si Pop veut trouver un nombre B tel que pour x>B on ail ;
Fixb=A>0, il suffit de prendre B=A .

Si on étudie le méme probléme avee la fonction f,
Jixi = 2% — Sx
la tecknique précédente ne peut s’appliguer ; mais des essais avant fait
subodorer que 2x% “‘Vemporte’ sur Sy, on éerit ;

f(x) = leﬂ_ “&))
et on peot faire sentir expérimentalement gue pour x trég grand, ke nom-
bre entre parenthéses est voisinde 1, donc supérieur 2 -%— par exemple;

et route rigueur; pour x> 190, par exemple, on a
R N N SRS SRR P
20 2x<20’ W> 35 1 2x:>1 20:-2,

dong ; f(x)}Zx’x-%- X
et pour x>H, A¥ox {car si x>10, on a: X¥>10x>x); donc:
fxi>x pour x>0 el sion veot trouver up nombre B tel gue pour

x>B, onait fix}> A, ilsuffit de prendre B>A ot B>10.
Meéme chose avec

H

fx) =3 — Sx — 8,
par exemple ; ou avec des fonctions polynomes de degré supérieur & deux,

H fant dire explicitemment le principe directeur de ces techniques de
majoration ou miporation ; ¢’est celui-ci ;

Lorsque fix)> A est “compliquée’, on cherche une fonction g,
plus simple, telle gque "on ait : > g {sur un intervalle fa, + o), ¢t on
résout gl > A ; {ceci parce que, pour ce genre de problémes, on n'est
pas obligé d’exhiber, s'il existe, le plus petit des nombres B telz gue
x>B implique fyx)> A ). Dans le premier exemple, on pouvait travailler
& pariir de fix)> 3x% , mais ¢'eilt éé plus compliqué,
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C’est ce principe gui guide encore Ia résolution du probléme de
Pétude pour les grandes valeurs positives de la fonction f,

- X3+
e S

par exempie.

Aprés avoir sentf expiérimentalement que le numérateur Pemporte
sur le dénominateur 4 cause de la présence de x? , on cherche une fone-
tion g telleque fixi>gix) pour toos les ¥ d'une demi-droite ; “pour
minorer un rapport '%" . on remplace ¢ par un nombre plus petitet b
par un nombre plus grand lorsque a>0 et b0,

Ici on note que, pour x>0, ona:
¢+ 3x + 1 2R
&t que, pour x>, ona:
Ix+2<3x+ 2y = 5x,

dong : 22
o 2X
Sy > 5t %
powr x>0

" ce qui permet de conclure facilement (on a aussi : 3x+ 2 <4x pour x>2),

H est certain que, d'abord, ces manipulaiions paraftrent difficiles a
un débutant ; difficiles parce qu'inhabitietles {ce qui est inkabiiuel, c'est
de reconnaiire ce qui est grand, petit, impaortant ou négligeable ; c’est de
travailler seulement par condition suffisante ; c’est dc majorer ou mino-
rer | c'est en somme de commencer 4 ““faire de P Analyse™). Mais d'un
autre cbié, si on ne lui propose pas de tels exercices, si on ne hii donne pas
les principes et les régles simples utiles pour mwjorer ou minorer, i'éléve,
meéme lorsqw’il sera plus 3gé, sera tout aussi maladroit et déroutéd. Pour
ces raisons, PPétude de ¢e chapitre vaut utilernent, semble-t-il, n’importe
guel auire théme du programme.

Le chapitre sur Fapproximation locale par une fonction gffine sem-
blie 2ire |a pour préparer 4 la notion de dérivéc, La présencation de la déri-
vée dans les manuels de premidre n'est pas togjours trés convaincante
lorsgu'ele est du style suivant :

Soit f la fonction telle que ffx}=x? ; cherchons une valeur appra-
chée de (1,001} ; f(1,015) ; ou alors : Ia machine laisse préveir gu'une
valeur approchée de K1 +A) est 1+24, quand A est petit ;or h—1+ 24
est une fonction affine, &'ot Yidée de remplacer f par une fonction
affine.

Ce début n’est pas irés convaincant, caf pourquoi chercher une
valeur approchée de {1,015)? alors qu'il est tres facile d'avoir I'exacte ¥
H serait certainement plus convaincant de dire : caleuler f(), 10,0061},
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¢test facile ; mais ¢a ne Pest plus &« est égal a
14+ {838+ JI78 125). 1% , par exemple ; alors que serail-ce 8°il fallait
caleuler pfx) powr cet ¥ 14, avec :

glx) = Sx* + 10 + 2¢ 7
Qu de poser la question : comment la machine 8’y prend-elle pour donner
(1,000 85) ? etc.

On comprendrait peut-3tre mieux pourquol on a envie de trouver une
fonction affine qui approche f autour du point 1, et donc que ce pro-
bléme est loin d&tre gratuit comme le laisse croire la recherche ('une
fonction affine 2 I"aide de ia machine.

Pourguoi ne pas dire claitement gue les fonctions affines sont parmi
les plus ““simples’’, et qu'alors, pour calculer plus facilement [gs valeurs
d’une fonction autour d’un point, Pidée {merveitlcuse) est de remplacer
localement cette fonction par une fonction affine qui lui est trés voisine ?
(Graphiquement, remplacer la courbe par une droite passant par le point,
¢'est-a-dire par une sécante.)

E

Mais guelle sécante preadre 7

Oraphiquement, oo par calculs, on peui se convaincre gue les sécan-
tes approchent drautant misux Ia conrbe qu’elles coupent cette courbe en
des points d’abscisses d’autant plus proches de | ; et admettre que celle
qui donne la meilleure approximation est la tangente,

bt [ ——
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Pour la fonction x—x?, la pente d'nne sécante passant par les
points A(L1} et Mxf(x) est 142 f(taux devariationentre 1 ot x).
Lorsque x estprochede 1, !+x estproche de 2 (tout éldve pent com-
prendre ¢a) ; et L.+ x peut &tre aussi proche de 2 que Pon vesst pourvu
que x so0ii bien choisi ; donc lg tangemie est In droite passant par A et
de coefficient directeur 2 ; f est approchée par Ia fonction affine g telie
que gx}=2xr—1 . I¥oi des calculs plus simptles ¢ suffisamment appro-
chés, auxquels on peat se livrer pour vérification.

1} est inutile, voire nuisible, de définir les mots rangente, imite, eto. ;
mais il semble utile de les employer avec feur sens pail et primitif pour
bien montrer pourdgaoi il ¥ a probiéme et comment on e résout. {'ast la
Vessentiel,

{Jn autre avamiage de cette présentation est que I’éléve sent que fa
méthode peut s'appliguer & d’autres fonctions ; par exemple si
Jix)=+/T+x, Ia recherche de Ja fonction affine approximant f au point
{ passe par la recherche de Ia limite du taux de variation de f entre G et

X 3 OF oo taux est — ;etlorsgue x est proche de zéro, ce taux est
Jrx+i+d

,.%, : —;» est 1a limite ; inutile ’en dire plus powr linstant sur
le mot fAmite. Woter gue les mots tangente, infiniment proche, voire
fimite, figurent au vocabulaire des coilégues de physique de 1a classe de

seconde.

proche de
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