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1
ETUDES

Grandes lignes de Pévolution historigue
de Ia notion de limite

par Bernard CORNU, Université Scientifique et Médicale de
Grenoble, Laboratoire de Mathématiques Pures

Dang cet article, nous proposans un parceurs rapide de Phistoire de
{a notion de limmite. Ce parcours est forcémeni incomple: et partial : nous
avans procédé A des choix, nous avons voule privilégier certaiies étapes,
certains débats. A Porigine de ¢2 travail, i y a d'autres travaux portant
sur Pacquisition de la notion de limite par ies éléves #t les &udiants de
notre temps. Les difficultés gqu’ils éprouvent, les obstacles qu’ils ren-
contreni, fes représentations spontanées nombreuses qu’ils oni de cette
notion rappellent drangement certaing obstacles renconirés dang Phis-
toire de la notion de jinite ; et pourtant cette histoire 2 été constriite par
des mathématiciens éminents | Nous avons donc voulu suivee cetfe his-
toire et nous arrétant plus particuliérement sur Jes obstacles fondamen-
saux gui ont jalonné Pélaboration du concept de fimite et sur la fagon
dont ces obstacies ont pu dire surmontés., . ou contournds, Il pe $'agit pas
de dire gu*ll est normal que les &tudiants butemt sur telle difficulté sous
prétexte que de grands mathématiciens ant buté sux aussi, car les condi-
tions dans fesquelies se falt avjourd hui I'aporentissage ne sont pas celles
dans lesqueiles ces mathématiciens se trouvaient. I s’agit plutdt ici de
cdonner fes déments qui permetiront de repérer, dans 'acquisition de la
notion de limite, des obstacles épistémologiques importanis. Peur-Bure
cela pourra-1-il contribuer 3 une évolution de nos pratiques d’enscignants !

1. On ne pent pas parler de 'histoire de 1a notion de limite sans évo-
quer les paradoxes de ZENON D'ELEE (495-430 av. 1.-C.), ¢i plus parti-
culidrement le plus célébre : celui &' Achille &t de la tortue. Achille ne
pourra jamais dépasser une tortue partie avant lui, car il devra é’abord
rejoindre ['endroit o0 elle &ait lorsgu’il est parti ; mais pendant ce ternps,
elle a avancé jusqu’en wn autre point, gu”Achille doit & nouwveau atteindre ;
pendant ce temips, a tortue & encore avancé.. ., ete. H y aura ainsi une infi-
nité d’étapes avant qu’Achille puisse rattraper la tortue ; cela semble
impossible & réaliser en un temps fini. Les irois auires paradoxes sont du
type : “On ne peut wraverser un nombye infink de poings en un temps find’’,
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ARISTOTE {384-322 av, J.-C.} a tenté, sans suceds, d’expliquer cex
paradoxes. (I situait le paradoxe dans la tentative de partage ' une ligne
¢n points. Il semble que Zénon ait justement voulu monirer gu’on ne pou-
vait congidérer vie Hgne comme constitude de points juxiaposés, Pour
Aristote, on peut indéfiniment pariager en deux ane guanticé (**dichoto-
mie™), e donc Villimité existe potentiellement, mais n'est iamais atieint
{Bergson tentera de réfuter les peradoxes de Fagon analogue, en distin-
guant entre la division 3 I’infini concepructie et 1a division & Pinfini réclle}.

La nofion de limite apparait ici de fagon sous-facente, portant 3 g
fois sur le partage & Pinfini de Iespace, ¢t du temps.

A laméme époque, HIPPOCRATE DECHIGS (430 av, I.-C ) utilise
un procédé de passage a la limite pour prouver que le rapport des aires de
deux cercles est égal an rapport des carrés de leurs diamétres. 1l inscrit
dang les deux cercies des polyvgones réguliers semblables, et, en augmen-
tant indéfiniment e nombre de cbités, il recouvre les deux cercles. A
chaque étape, le rapport des aires des polvgones mscrits est <gal au rap-
port des carrés des ravons des cercles ; H en résulte que, 4 1a imite”, il
on est de méme des aires des cercles. Ce passage A la limite, trés pen expli-
cité, sera précisé un siécle plus tard, sous ia forme de 1a méthode
d'exhaustion, due & EUDOXE DE CNIDE (408-355 av. J.-C.), sur
laquelle nous allons nous arréter un peu. Les Grecs sont extrémement
méfiants vis-a-vis de Iinfini, et le *“‘passage 4 Ia Emite” d"Hippocraie de
Chios ne les satisfait pas. La méthode d’exhiaustion se veur beaucoup plus
rigoureuse. Elle est basée sur le Principe d’Eudoxe (Euclide, Eléments,
livre X, proposition I) :

“Deux grandeurs inégales étant proposées, si 'on retranche de la
plus grande une partie plus grande que 53 moitié, si Pon retranche du reste
une partie plus grande que sa moitié, et si Pon fait toujours la méme chose,
il restera une certaine grandeur qui sera plis petite que la plus petite des
grandeurs proposées’”.

On pourtait, avec les concepts modernes, tradutire ainsi ¢ette propo-
sition : soient ¢ et ¢ deux nombres réels positifs. Sojent
1 1 1
¢y < e, W iy s aie G fly |y s
1 3 d ., & 5 % n<y A}
1L existe alors N tel que gy <e . Ceci résulte du principe d'Archi-
méde - | existe un entier M tel que Me>ag. Onpose N=M-1 ,d’on
{N + L}e>a ; dans cette indgalité, on enldéve ¢ av membre de gauche et on
divise le membre de droite par 2, N fois.

Mais it faul moter gue cette '"traduction” refiéte mal Ia pensée des
anciens : ils ne faisalent référence qu’a des grandeurs, et non A des nom-
bres, et ils ne pouvaient pas faire d’opérations sar ces grandeurs. Nous
avons ici traduit le raisonnement en termes numéniques, en faisant large-
ment interveniy les opérations sur ies nombres.

Du principe 4’Eudoxe on déduit le principe &' exhaitstion :
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Boit un cercle C et un nombre >0 ; il existe un polygone régulier
P inscrit dans C dont Vaire a(F) approche P'aire du cercle a(C) 2
moing de ¢ : HC)—a(P)<ec .

En effet, soit P, un carré inscrit dans €, et soit P, Ik polypone
régulier inscrit dans © obtenu A partir de P,,..1 en doublant & nombre

de ctés. Posons My ®C) —a(P,) . On voit facilement que M, , ;< --Mp:
on conchut alors grice au principe d"Eadoxe. 2

La proposition sur le rapport des aires de deux cercles : *‘les cercles
sont entrieux comme s carrés de lewrs diamétres” (Buclide, Eidmenfs,
livre Xi{, proposition 2} se démontre alors 4 Paide d'une **Reductio ad
absurdum’, méthode 1rés employée dans la géomérrie grecque @ s0it G, lo
cercle de ravon rg, et C; le cercle de ravon r, . Posons A,=alCy),
A, =m{Cy) . Alorson a :

ou bien é_x.:.{i, ou kien ia—‘-!waﬁ, ou bien »-A-‘:»-'i.
] F] 2 3 AZ r§
Pans le premier cas, oo a -
Ay > ﬁ;:s; o e=A,~8>0.

it
II existe un polygone P, inmscrii dans € tel que : A;—a(Py<e,

donc a(Py >S5 . Mals soit P; le polygone semiblable & P; , inscrit dans
C,.Ona:

T i
av) " AT S aFp  aPy
&f par conséquent S>a{f,) .
#

Cin a mis en dvidence une contradiction. Omn fait de méme si % S
Dot le résultat. : 3

Ains retranscrits, ces €noncés et ces démonstrations pourraient lais-
ser penser gu'Buclide possédait le voncept de hmite. I n'en est rien, car il
mangue Punification qu’apperiera le passage au domsine numérigue. La
méthode d’exhaustion est avant fout une méthode géoméirique, qui & per-
mis aux Grecs d’éviter Fe recours 4 infini dang les démonsirations. Cetis
méthode est encore & Phonneur chez d’Alembert {Encpclopédic, article
“exhaustion”) :

“La méthode d’exhaustion est ung manitre de prouver I'égalité de
deux grandeurs, en faisant voir que leur différence est plus petite
qu’aucune auire grandeur zssignable, ¢t en employant, pour l¢ dégon-
trer, la réduction a 'absurde...””

... On permet & ceux qui nient 1'égalité supposée, de ddierminer one
différence & volonté, et on leur démontre que ia différence qui existerait
entre ces grandeurs {en cas qu’il ¥ en eut} serait pius petite que Ia diffé.
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rence assignée, ot quiainsi cotie différence ayant pu &re supposée d*une
petitesse qui, powr ainsi dire, 4puisit toute grandeur assignable, c’est une
nécessité de convenir gue la différence entre ces grandeurs s*évanouit véri-
tablement...”".

€m trouve dans la gdométrie grecque beaucoup d*auires exemples
d’exhaustion (toujours lide 4 la “*réduction i ’absurde™’}, pour éviter des
passages i la limite, en particulier dans e calcul des rapports des volumes
de deux cylindres, de deux pyramides, d’un cbne et d’un cylindre, de deux
sphéres, otc. Aristote fait observer gque les mathématiciens n*utilisent
jamais des grandeurs infiniment grandes ou infiniment petites, mais se
contentent de grandeurs qu’on peut rendre aussi grandes ob aussi petites
gu'on veut.

ARCHIMEDE {(287-212 av. 1.-C.) utilise |"exbaustion pour résowdre
de nombreux problémes non triviaux : {l calcule des aires of des volumes
{sphére, ellipse, sections de paraboles, spirale,... ). Bien scuvent, il
emploie avec virtuosité des méthodes astucieuses de découpage, d'équi-
libre, de levier. Il m’hésite pas 4 employer des méthodes qu'il qualifie de
peu tigoureuses pour trouver des résultats nouveaux, par exemple I’aire
d*une section de parabote 4 partir d’arguments physiques comme le centre
de gravité et ke principe du levier. Mais il distingue bes méthodes de recherche
et la prewve géométrigue ; il wiilise souvent Vexhzustion pour rédiger ses
démonstrations,

2. H est intéressant, dans notre parcours de I"histoire d¢ la notion de
{imite, de nous arréter un peu sur la facon dont CAVALIERI (1598-1647)
aborde I¢ probléme du calcul des aires et des volumes. Avant tui, Kepler
décomposait les figures (qu'ellcs soient planes ou dans Fespace) en figures
élémentiaires infinitésimales “indivisibles'’, et en ajoutait ensuite les aires
ou les volumes, Cavalieri compare les émenis indivisibles de deux
figures, et ces indivisibles sont toujours de dimension inféricure 3 celle des
figures : une surface est formée de segments paralldles dquidistants, un
volume est formé de morceaux de plans paralldles et &quidistanis (comme
un livre est formé de ses pages). I¥ ne 5”agit pas pour lui d’une réflexion
théorique, mais d’un procédé pour obienir des énoncés opératoires per-
micttant de caleuler sur des exemples variés, Sa méthode repose sur [k pro-
position suivante : *‘Si deux solides ont méme hauteur, et si tes sections
par des plans paralléles & ks base et A égale distance d’elle somt toujours
dans an méme rapport, alors les volumes des solides sont aussi dans ¢e
rapport’”. Par exempie, st deux pyramides triangulaires ont méme hau-
teur of méme aire & 12 base, alors par simsilitude elles ont méme section 4
méme havteur, ¢ donc méme volume, De méme, en comparant un ¢éne §
base circulaire de rayon r avec la pyramide de méme hauteur dont ia
base est un carré de cbté 1, Cavalieri obtient le volume de ce cone.

Le caleul de La somme de séries est un autre pdle d’attraction pour les
mathématiciens, Sans gu’on parle de limite, on résout une grande variété
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de prablémes, qut aboutissent & des exemples de sériss dont on calcule la
somme : Archiméde s catculé Is somme de ia série de terme général 1747

ORESME (1323-1382) caloule .%_ + _ﬁ_ + % + % +... etla somme de la
In

série de terme général YT ; il gbtient la divergence de la série harmonique

€n montrant gue Ss,—5, st plus grand que % An XV sidcle, les

séries interviennent massivement. GREGOIRE DE SAINT-VINCERNT
(1584-1667), mathématicien belge, reprend les méthodes de dichotomie,
en permettant 4 la subdivision de continuer “ad infinitum™. {1 fait aingi le
lien avec les séries, t, en particulier, il est e premicr 4 appliquer les sérics
aux paradoxes de Zénon ; il résout e probléme de la rencontre 4 Achille
et de la tortue, I utilise ke mot “terminus’ pour parier de Ia limite, et
pour Iui, ce “‘tetminus’ est vu comme un obstacle, uin muor, qu’il est
impossibie d"atteindre et de dépasser. MENGOLI (1626-1686) calcule Ia
somme de la série barmonique alternde. GREGORY {1638-1673) com-
mence § développer certaines Fonctions en séeie ; il introdail fe terme
““‘converge”’ qu'il emprunte 4 'optique. MBRCAT(OR et
NEWTON obtiennent Pégalicé

Log{l+x) = x—«%x‘+-§+x’—...

Mais ce qui intéresse alors les mathématiciens est beaucoup plus le caieu!
des sornmes de séries go'une réflexion sur la convergence ou li divergence.

Des procédés de limite sont utilisés dans des problémes de maximum
et de minimum. Voyons par exemple ce que fait FERMAT (1601-1665)
pour partager un segment de longuesr b en deux segments de longueuwrs
x et b—x de produit maximum : on veut gue Xb—=bx—x soit
maximal ; Fermat remplace x par x+e:

b+ &y (x+e¥ = bx+ be— 32— dxe~&
et ceci doit &tre peuw différent de bx—x?; dowe be—Axe—S2=0, et
b=2x+te, Cost-d-dite *2x , d'o0 xm-—i"—.

I."idée sous-jacente &5t gu'au voisinage d’un maximum, Ia fonction
ne virie presgue pas. Mais Fermat ne donne avcune explication sur sa
méthode, En particulier, il ne demande pas que € s0it petit, 2t il e parle
pas de prendre uns imite, Son raisonnement est purement algébrigue ©
pariant de _flx+e)=F(x} , I divise par e, puis il prend e=0 . Fermat
utitise ce geure de méthode pour begucoup 4’ autres problémes (par exem-
ple & construction de ka tangente en un point & une courbe).

WALLIS {16Y6-1703) a également sa place dans Phistoire de la
notion de Eimite ; selon Cajori (A history of Mathemaiics, page 184), “da
crét la conception arithmdétigue d'une limite, £n considérant les valeurs
sucoessives d'une fraction obtenue dans 1"&ude de certains rapports ; ces
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valeurs s'approchent d'une valeur Rmite, de telle sorte gue la différence
devient moindre que toute différence assignable, et s'annule lorsque le
procédé est poursuivi & Pinfini’.

3. Chez NEWTON {1842-1727), on trouve une réflexion trés appro-
fondie sur le concept de Emite, Newton eat influencé & la fois par Uapproche
arithmétique des problémes : ii emploie abondamment les séries, et par
Fapproche cinématique : pour hui, une courbe est avant tout le trajet suivi
par ur point en mouvernent, € non ute juxtaposition de points. Cette
double influsnce 1ui parmet ¢’affiner 1a notion de limite sur le plan guah-
tatif, mais surtout de développer I"&ude guantitative. 1 ne s'iniéresse pas
sculement A la convergence des séries, mais A Iz rapidité de convergence.,

Mewton utilise, sans tenter de Pexpliquer, la notion de mouvement
instantané ; il calcule des dérivées et des intégrales an moyen do "'taux de
variation insiantané’’. Par exemple, partant d’une courbe y=f(x} telle
que 1’aire sous la courbe jusgw’d x soit

N
7 r
LT v F X o
m+n ! Y : -4
it écrit :

m+n

toy= 2 _g(x+o) ¥
z ymmjrﬂa(x ) s

///?/

‘ x

A S ]

»

et, utilisant la formule du binome :

nn "+ a
I | n L ) 2,
+ov= -2 _g + IBTH Ge ?opo?,
oY i n ]

d’on :
m
y=ax 7 +o(..};
en supprimant les termes en o, on obtisat y=gxw/in

Dans la méthode des fluxions (1671), Ia notion de limite fait I"objet
d'une étude approfondie. Newton considére les quantités comme engen-
drées par le mouvement d’un point ou d’une ligne. La quantité engendrée
est appelée fluente, ef la vitesse de génération est appelée fluxion
fhotée X ) '

**Je ne considére pas les grandeurs mathématiques comme formées
de parties si petites soient-elles, mais décrites d’un mouvement conting.
Les lignes sont décrites <t engendrées, non pas par la juxiaposition de
leurs parties, mais par le mouvement cantinu des points, les surfaces par
le mouvement des lignes... Considérant donc gue Jes grandeurs gui crois-
sent dans des temps $gaux sont plus grandes ou plus petites sefon qu’eiles
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croissent avec une vitesse plus grande ou plus petite, je cherchais nne
méthode pour déterminer les grandeurs o’aprés les vitesses des mouve-
menis ou accroissements qui les engendrent. En nommant fluxions les
vitesses de ces mobvements, tandis gque ias grandeurs engendrées s"appel-
leraient fluentes, je suis tombé sur la méthode des fluxions®”.

*Les fiuxions sont, aussi prés gue on veut, comme les accrnisse-
ments de fluentes engendrés en de trés pefites particules de temps égales,
et pour parler de fagon précise, elies sont dans le rapport premier des
accroissements naissanits’’, {De Quadrature Curvarum;).

yio = x5l = vl o+ ..
Newton en déduit que jo=mx2—! %0, et par conséquent gue

y=nx"-1 % . 1l souligne gque les fluxions ne doivent jamais &re consi-
dérées seules, mais toujours dans leurs rapports.

Dans De Quadraura Curvarsm (1676}, Newlon introduit 1a notion
de “'repport ultime’’ : voyons-en un ¢xempie. 3t on change x en x+0,
qued est le ““taux de variation’' de x# 7

Ona:
(Xtoyr—xt = poxn-i+ Eﬂﬂi“_i) O an 2.,

Le rapport du taux de vanation de x” 4 celui de x est alors

(et QP =X ety ME=D g n-2e,

Ensuite, 2n faisant devenir o (rés petit, on obtieni e rappon
nx1—1  Newton appelle cette valear le rapport ultime.

Il précise gue, bien que les deux guantités dont on fait le rapport
tendent vers z€ro, i ne s'agit pas du rapport ¢/0 , mais de Ia limite du
rapport ¢

“Les rapports uktimes dans lesquels les quantités disparaissent ne
sont pas réellement les rapports de guantités uitimes, mais les limites vers
lesquetles ies rapporis de quantités décroissani sans Limite s’approchent
tonjours, &1 vers lesquelles ils peuvent s'approcher asissi prés que (oute
différence donnée, mais qu’ils ne peuverd jamais dépasser ou alteindre
avaznthm ies quantitds soient ditninuées indéfiniment™”. (Op. Qiaia, §,
p. 250D,

On notera 'importance que Newton accorde au femps comme variable

auxiliaire. Citons epcors @ *‘Des guantités ou des rapports de quantités
qui tendent consisroment & I*égalité dans un iemps fini, et qui, avant la
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fin de o¢ temps, s’approchent davantage I'un de I’autre que toute diffé-
rence donnde, sont A la fin égaux™’.

Mewion parle aussi de limite en géométric : “Le rapport ultime de
I'rrc, de Ia corde, of de 1a tangente, 'un par rapport 3 Pautre, est i rap-
port d'égalité”” ; il parle de Ia “‘forme uitime de triangles qui s"évanouls-
sent’”. Maiz il ne parle jamais d’arc ultime, de corde uitime, de trinngle
ultirne. 11 ne raisonne pas sur la Hmite de la suite des nombres représen-
tant les rapports, mais sur les rappons cux-mémes. 1 se dégage chee
Newton une évolution trés nette : su début, il parle de guantités infipi-
ment petites, ni nolles ni finies (“Pesprt™, ov “I’8me”’, de quantités A
Iinstant ou ¢lles disparaissent). Ensnite, il fait intervenir la notion de
fluxion, et enfin, il porte son attention sur les rapports de quantités qui
s’annuient. Alors gu’an début de son ¢euvre, il n"hésite pas 3 népliger les
infiniment petits, il précise par la suite gu"on ne peut néghiger des guanti-
tés, aussi petites sosent-elles, et que I"on doit trouver le *‘rapport ultime®
dans fequel ces gquantités infiniment petites deviennent nutles,

4. Cette vision élaborée par Newton donnera licu & bien des débats pen-
dant tout Je XV11I® sidcle, en particulier et Grande-Bretagne : BERKELEY
{1667-1745) critique Newton ; en parficulier, I affirme que si les inced.
ments 5’ annulent, ce ne sont plus des ingréments, et que faire lenr rapport
n'a plus de sens : **Un point peut etre 1a limite d’une ligne ; une ligne peut
&re la limite d'une surface ; un instant pewt terminer le temps. Mais com-
ment peul-on concevoir une vitesse au movyen de telles limites 7 Une
vitesse dépend du temps et de Fespace, ot ne pewk 2tre congue sans eux. Et
s les vitesses de quantités naissantes on gui s'évanouissent, ¢’ost-2-dire
sans lien avec le temps &t I'espace, ne peuvent &étre comprises, comment
peui-on comprendre et montrer leur rapport ; ou considérer teur rapport
‘“aremier’’ ou “ultime’ ¥ Car, comsidérer le rapport de deux choses
suppose que ces choses aient une grandeur, et gue cotte grandeur puisse
Etre mesurée”’ {The Analyst, § 31} Ouv encore, & propos de Fannulation
de o aprés avoir divisé par o dans certains caleuls : “Ce raisonnement
ne semble pas juste mi probant. Car lorsquon dit gue les incrémaemts
$'annulént, ¢’est-3-dire que les incréments ne sont plas rien, ou qu’il n'y a
plus d'incrémenis, la sapposition précédente que ies incréments éiaient
quelque chose, ou qu’il y avait des incrérnents, est décruite, et cependant
une conséquence de cette supposition est retenue... C'est une faute de rai-
sonnement. 11 est certain gue lersqu’on suppose gue des incréments
s’annulent, nows devons supposer gise lenrs rapporis, leurs expressions, ot
towt ce qui découle de la suppression de leur existence, sasnule avec sux”’
{The Anglyst, § 13).

Johtn WALTON, professeur & Dublin, prendrz I défense de
Newion, en répliquant & Berkeley : *“Dans Ia méthode des fluxions, on ne
s’iniéresse pas A la grandeur des incréments ou dos décréments instantanés
des guantités, mais & leur premier rapport ou & leur rapport ultime, ¢'est-
a-dire la proportion dans laguelle elles commencent ou cessent ¢"exister. ..
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il y a des limites fixées vers lesqueiles ces proportions tendent perpétuctie-
ment, ot dont elies s"approchent plus que toute différence assignée, mals
quelles n'atteignent jamais avant que les quantités elles-mémes soient
infiniment diminuées, ou avant Pinstant ou elles 'évanouiszent ef devien-
nent ricn’’.

Le débet ie plus eélébre de cetie Epoque est celui qui 5'instavre entre
JURIN {1684-1750) et ROBINS {1697-1751), et qui porte sur I= fait
qu'une limite soit atteinte ou non. Pour Robins, il est clair qu'on ne peut
atteindre Ia limite. Il donne la défmition suivante @ “*On appelle grandeur
ultime la limite de laquelle une quantité variable peut g'approcher aussi
prés que Pon veut, mais 4 laquelie clle ne peur jamais 8tre absolument
égate’’. Sa vision de la notion de limite semble &re trés lée A 12 notion de
limite en géométrie, comme par exemple un cercle considérd comme limite
de polygones réguliers. L'expression *‘rapport ultime™ désigne pour
Robins non pas un “demiler rapport®* qui serait atteint, mais une titnite. ..
Au contraire, Jurin essaie de comprendre ¢¢ qui se passe & Pinstant précis
o1l une guanfité s'annule : 1} ne agit pas gue I'incrément soit rien, mais
qu’il s*évanouisse, ou gu’il soit sur le point de s*évancuir®’. “Y y a un
rapport dernier d’incréments qui s'évanouissent’”. “Un incrément nais-
sant est un incrément qui conunence A exister A partir de rieny, ou gui com-
mence 4 3re généré, mais qui n'a pas encore atieint une grandeur gue 'on
peul assigner, sussi petite soit-elie’'. Le *‘rapport ultime’’ 251 done pour
Jurin e rapport atteint A Vinstant ot les quantdiés s'annulent. De méme,
pour Jurin, Pexpression de Newtos ; “*fiunt ultimo aequales®” signifie que
les quanticés devienneont réeliement égales, comme les aiguilies 4 une hor-
loge entre 11 heures of midi se rapprochent Pune de ¥ autre ¢ finissent par
cofncider, On peowt citer la définition du mot limite que donne Jurin ;
... |2 limite d'une quantité variable cst une quantité fixée, de laquelie
quantité variable s’approche continuclement, dont clfe st plus prés que
toute différence domnée, mais qu’eile ne dépassera jamais’’. Mais Jurin
percoit Pinfluence du temps dans la notion de limite, puisqu’il dcriv
encore : “‘QQu’une quaniité ou un rapport atteigne sa limite ou e at-
trigne pas dépend uniquement de o gu'on suppose & propos du temps
pendant leguel 1z quantité ou le rapport st considéré comme tondant vers
ou s"approchant de sa limite’". Si on suppose que Papproche se fait en un
temps fini, Ia limite est atteinie ; sinon, elle ne Pest pas.

5. BULER {1'%07-1783) cherche 3 débarrasser le caloul de son support
géométrique ; les objets sur kesquels il vent travailler ne sont pas des
“grandeurs’’ ni des ires géométrigues, mais des fonctions. 1 étudie les
fonctigns 4 partir de leur expression algébrique. Pour Eoler, une quantité
infiniment petite et tout simplement sne quamité gol devien égale &
zéro 1 un nombre plus petit gue toute quantité donnde est nul, Par consé-
quent, les différentielles dx ¢ dy sont nulles. Tf sagit cependant d'éu-
dier lewr rapport, qui, iad, peut 8re un nombre bien défini. Buler s'inté-
resse an point de vue guantitatif, et pour cela il introduit plusiesrs ordres
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dinfiniment petits : (M s'annule avant dx . Cela Tui permét dé aéve-
lopper des fonciions en série et d’introdaire Ia notien de rapidite de
convergence. Il utilise ces développements pour obtenir de nombreux
résultats sur les séries numériques. Par exempie, il obitient

!
~ =l=-141-14..
2

en remplagant x par — 1 dans

T e T -

i—-x
1i calcule
1 1 1 i+1+1+l+

T ET 3w g
il s'intéregse aux séries divergentes, & A leur *‘vitesse de divergence™ (il
calcule approximativement 1a *“‘constante d*Euler”’, obtenue 2 pariir de
Pégalité 1+ '5" + -é- +..+ —;- =Log(n+ 13+ C pour 2 assez grand).

DALEMBERT {1717-1783)} introdnit de facon précige Ia notion de
limite, car il veut éviter tes difficultés dues aux infiniment petits o aux
infimimemt grands., I vewt débarrasser le caloul différentiel de la
“‘métaphysigue de P'infini”, et considérer Fin{ini comme une limite que le
fini approche sang jamais Patieindre.

“Om peut du reste se passer trés aisément de toute ¢ette mértaphysique
de Pinfinl dans Je calcul différentiel”’, “la supposition que 'on fait de
quantités infiniment petites n'est gue pour abréger et simplifier les raison-
nements ; mais dans le fond, le calcul différentie! ne suppose point néces-
sairement Pexistence de ces quantités” (Encyclopddie, article “Différen-
tiel"”).

H réfute les raisonpemenis faisant intervenir des quantités ‘‘qui
s"évanouissent’’ © "Une quantité ¢st quelque chose, ou rien. 5i elle est
quelgue chose, elle ne ¢'est pas annulée ; si elle n’est rien, elle 5'est annu-
i€e. La supposition qu'il y ait un état mntermédiaire entre les deux est une
chimére” (Mdlanges de littdrature, d'Ristoire, ef de philosophie,
p. 2492503, Pour lui, le concept important est celaf de hmite ; ¢"est 3 1a
“vraic métaphysique” du caleul différenticl. 1} définit ainsi la limite :
“On dit qu’une grandeur est la limite d’une autre grandeur quand la
seconde pewt approcher de la premiére plus prés que d’une grandeur don-
née, si petite qu'on la puisse supposer, sang pourtant que la grandeur qui
approche puisse jamais surpasser ia grandeur dont elle approche ; en
sorte que la différence d’une pareitle quantité 4 sa fimite est absolument
inassignable”™ {Encyclopddie, article “‘Limite’’}. 1l insiste sur le fait
qu'une quantité ne devient jamais égale a sa limite © **A proprement par-
ler, Ia limite ne coincide jamais, ou ne devient jamais égale 2 Ia quantité
dont ¢lle est 1a limite ; mais celle-ci s'¢n approche toujours de plus en
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plus, et peut en différer aussi peu qu’on voudra®™. H prend pour exemples
le cercle, Himite des polygones inserits et circonscrits, ou encor¢ la sotnme
d’uite progression géométrique. [ définit la “somme d une snite’’ {c'est-
A-dire d"une sérig} comme '‘|a limite de 1a somme de ses différents termes,
c'est-A-dire une guantité dont on approche aussi prés ga'on veut, en pre-
nant toujouars dans fa svite v nombre de termes de plus en plus grand®”.
il est cependant erés réticent 3 Pégard des séries divergentes ;| “Pour moi,
Jtavoue gue tous les raisonnements fondés sur les séries gui ne sont pas
convergentes me paralssent trés suspects, méme quand ks résultats
s*accorderalent avec des vérités connues dlailleurs’ {Opuscules Marhé-
matigues, 5, p. 183).

I¥ Alembert, en cherchant A préciser la noton de limite, est resté
obnubilé par la nature géométrique des probidmes, et il n'a pas pu se
ramengr systématiguement au domaine numérique,

La noiion de Hmite ainsi affinée par 4° Alembert, et employée par Iui
pour aborder de nombreux probigmes, reste (cutefols obscure pour g2
nombreux mathématiciens gui préférent continuer 4 travailler aveg i¢s
infiniment petits, Sur 28 publications parues enire 1754 et 1784 4 ce sujet, .
Cajori en note seulement 6 reprenant les idées de d’ Alembert.

On notera enfin que le mot fimite est aussi employé par ¢'Alembert
pour désigmer les bornes d'un intervalie,

LAGRANGE (1736-1813) n'est pas convaincu par la notion de
limnite. i critique & la fois ka méthode des infiniment petits, ia méthode des
fimites (“"L’espiee de métaphysique que Fon est obligé d'v emplover esk,
singn contraire, du moins étrangére 3 esprit de I'analyse, qui ne doit
avoir d'avtre métaphysique que celle qui consiste dans les premiers prin-
cipes ¢ duns les premidres opérations fondamentales du caken!’), la
méthode des fluxions (1idée de mouvement est étrangere au calcnl). 1l
refuse de “*considérer des quantités & l'instant ol elies cessent détre des
guantités’’, Pour débarrasser le caleni de toute métaphysique, il cherchera
2 faire de 'analyse uniquement au moyen du calcul algébrique (par exem-
ple, 1a dérivée sera le coefficient du terme de degré | dans la formule de
Taylor...}. Lagrange est donc "un des principanx artisans du passage au
domaing pumérique, passage qui permettra Vunification du concept de
limite. Pour Lagrange, Ia Hmite ne met pas en jeu Pinfind ; il développe la
pratique des majorations et des minorations, en particulier pour contrdler
fe reste d'une série. Les séries sont avant tout pour hui des objets algd-
briques formels, Lorsqu’on substitue des nombres aux indétermindes, se
pose i probiéme de la converpence, et done fa nédcessité d'une majoration
du reste ¢ aprés avoir éabli la formule

SO = flx = X2y 4 X2 (X = X2) + -*% frx-xD+ ete...

il prend soin de calculer le reste pour le cas ol ““on veuille s’arréter & son
premies, second, troisiéme, etc.,. terme””, et il obtent par exempie :
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= +xf+ :’-gf’+x‘R. R &ant une fonction de 2 qui

s’évanouisse Jorsque z=0''*, Ayamt ainsi travaillé dans le domaine
numérigue, il applique ensuite ses résultais 2 la gboméerie ot A la mécanigue.

Avec FOURIER (1768-1830) et POISSON (1781-18403, la pratique
du caleul se développe considérablesscnt. L.’objet principal n'est plus
alors la fonction, mais le nombre : le cagloul formel d’Enler et Lagrangs
sur les fonctions 1aisse place & un calend portant sur des nombres, ot par
conséquent les égalités ne sont valables que sur un certain domaine.
GAUSS {1 777-1855) a une idée trés claire de ia Himite, o1, en LBOO, il défi-
nit de facon rigoureuse ia borne supéricure, Ia borne inférieure, Ia limite
supéricure, la limsite inférieure.

6. Cest essantiellemient CAUCHY (1789-1857) qui précise le con-
cept de limite, en réorganisant |'analyse A partir de cette notion. Pour ki,
ic concept de limite est le concept de base en analyse, of, dés le début de
son cours & I"Ecole Royale Polytechnique, if définit la limite et inteoduit
les opérations sur fes limites : *“Lorsque les valeurs successivement atiri-
buées A une méme variable s’approchent indéfiniment d’une valeur fixe,
de maniére & finir par en différer aussi pev gque P'on voudra, cette derniére
est appelée la limite de toutes les antres. Ainsi, par exemple, un nombre
irrationnef est la Hmite des diverses fractions qui en fournissent des
valeurs de plus en plus approchées. En géométrie, Ia surface du cercle est
la Himite vers laguelle convergent les surfaces des polygones inscrits, tan-
dis que le nombre de ieurs cHids croft de plus en plus’’. La notion de Lmite
ainsi mise ¢n place intervient ensuiie continueliement ! la continuiid est
basée sur la notion de limite, et non plus sur des considérations géométri-
aques. La dérivée, ie calcul d'intégrales, sont également fondés sur ia
limjte. e nombreux raisonnements utilisent des passages & ls Hmite ; par
exempie ia recherche des fonctions #{x) vérifiant

Mx+yl = ) + )
aptés avoir obtenu Pégalite (2 o) = P 8(a) , “‘en supposant que la
" n

fraction L varie de maniére A converger vers un nombre quelconque g,
n

¢f passant aux limites, on trouvera Spue) » g} . Si muinienant
on prend o = 1, on apra, pour toutes les valeury positives de g,
d(p) = #B(i) . et, par suilc, en faisant converger p vers Ia Hmite zéro,
0} =0 .

il faut noter cependant gue Cauchy est pacfols influencé par le lan-
gage des quantités infinitétinales, ef qu’il raduit dans ce jangage curtai-
nes propriéiés. D'ailleurs, si son cours repose sur ka notion de limite, ses

* N.D.L.R. Dins cetie formule, Jfr se notersis gujourdhui (e ; £.F°, 7" rospectivement
1@, 10, £70) .
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articles de recherche n’utilisent gue les infiniment petits. 1t appelle *“infi-
niment petit” une variable gui a 2€ro pour limite. A énonce : *‘La fonc-
tion Ax) restera continue par rapport & x entre les limites données, si,
entre ces limnites, un aceroissement imfmiment petii de ia variable produit
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elte-méme’’.

On peut remarquer gue Cauchy emploie ke mot Aimtite dans plusievrs
sens. Dans la définition de fa continuité donnée ci-dessus, e mot /fimire est
employé dans ie sens de “‘borne”’ . Mais Canchy utilise aussi le mot fimite
dans Je¢ sens de ““point d'accumulation”, et, de ce falt, la limite n’est pas
toujours unique ;

“Quelquefois, tandis gqu’une ov plusieurs variables convergent vers
des limites fixes, une expression qui renferme ¢es variables converge 4 la
fois vers plusiewrs Bmites différentes les unes des avires. Nous indigue-
rons alors une queicongue de ces dernidres limites A V'zide de donbles
parenthéses placées & Ia suite de Pabréviation Sim, de manitre & entourer

I'expression que Pon comsidére ..., Vexpression fim ((-]—-)) admet deux
X
valeurs savoir, + oo, - oo, et fmi{sin —l-}} une infinité de valeurs compri-
X

s¢s onire bes limites — 1 et + 1*°. (Costrs &’ Anealyse de ' Fcole Royale Poly-
technigue, page 26).

7. A pactir de Cauchy, alors gue'en Allernagne 1a notion de lmdte
s'implante solidement avec Dirichlet, Riemann, Weierstrass, it faudra, en
France, atterxdre Darboux pour que les idées de Cauchy soient reprises,
Au XIXe sigcle, de nombreux probiémes sur fes sériex et sur Vintégration
sevont résolus (Riemann par iemple définit *intégrale comme himite de
sommes). WEIERSTRASS {1815-1897) donne une formulation purement
“statigue’’ et arithmétique du concept de timite. H &crit Ia définition de la
limite sous Ia forme que nous connaissons actucliement : pour tout =9,
il existe >0 tel que... Clest A partir de cette définition que Panalyse
mzathématigne se développe par la suite. Toutelois, certaines ambigurtés
sur différents sens du mot limire vont persisier, en particulier dans bien
des ouvrages scolaires. On lit, dans ’ouvrage Questions inddites relatives
cux examiens de §'Eeole Polytechnigue (E. Trichesne, 1836) :

*— Qu'appelie-t-on limites des racines d*une équation ?

-~ et nombres entre lesguels sont comprises toutes les racines de I’égua-
tioni.

- Y a-t-il gnelgue analogie entre les linaétes des racines d’une &quation t
les limites glométriques T

— O, parce que les racings d’une équation penvent différer ¢ anssi peu
qu’op voudra de leurs fimites, sans jamais leur &tre égales ; de méme les
- surfaces de deux polygones inscrits ot circonscrits & un cercle, peuvent

s’approcher autant gu’on veut de la surface du cercle, mais ne peuvent
jamais lui devenir dgoureusemment sgales™.
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Conclusion :

A Pissue de ce rapide parcours de Ihistoire de 1z notion de limite, on
peus formuter un certain nombre d’observations, Tout d’abord, ume
question se pose ; on aurait pu penser, au vu des travaux des géomeétres
grecs, que la notion de limite serait mise en place plus rapidement et avec
moins de détours. La méthode d’exhaustion, lz principe d’Eundoxe, peu-
vent paraiire assez proches, sur le plan conceptuel, de ia notion actuelle
de jimite. Il y manqae pourtant unification des grandeurs ef la transposi-
tion des problémes dans le champ numérique, H 8 fally un immense
détour, et de nombreux débats & propos de 'infini, des infiniment petits,
des infiniment grands. Ce qui semble &tre 3 origine de ces obstacles, ¢'est
la difficulté de passer de la géoméirie et de la mécanique av domaine
numérigue, Ia difficulté de ramencr les problémes de limite A des problé-
mes sur des nombres. La vision géoméirique a orienté les mathématiciens
vers la conception infinitésimale, et par conséquent vers des débats sans
fin sur le statut d'une quantité qui deviest nulle on infinie. La vision
dynamique introduite par Mewton a été 'une des tentatives pour quitter le
champ géométrigue,

Elle a permis de s'intéresser 4 la comparaison de quantitds gai
s'annulent, c’est-d-dire & leur rapport. Mais ¢ débat s'est 4 nouvean
enpapd sur la signification d’un *‘rapport Emite’, sur Uexistence par exem-
ple d'une vitesse instantanée. On note cependan qu’en analyse, ot sond
des probidmes de calcul de <dérivée qui sont & Porigine des progrds swr la
npotion de limite. Car c'est dans le calcul différentiel que ia limite apparait
comme indispenisable. 11 est asser curieux de constater qu’on g vonly &tu-
dier de trés prés fa notion de Hmite d’un rapport, sang que I'on ait cherché
& définir de fagon précise Ia Hmive d"une quantité variable. Cela ressemble
un peu 4 o gui s¢ passe agjourd hai lorsgu’on smploie des expressions
comme “fx) tend vers florsque x tend vers §°° sans avoir donné un sens
prf.'cis a Pexpression ““x tend vers 0" parce qu’il nous semble gue ¢a va de
501...

i1 faut noter également qQue ¢¢ qui a permis au concept de Hmite de
prendre forme petit & petit, ¢'est la fagon dont il a dO fonciionner, Les
mathématiciens ont e 3 résoudre des probléimes, et pour cela il leur a
fallu développer un outil. Mais ce gui les a intéressés n'est pas tant
I"aspect conceptuel que Paspect de Pefficacité pour des problémes quanti-
tatifs. Les infiniment petits ont alimenté de longs débats &' ordre qualita-
tif ; mais c'est le besoin de résoudre des problémes 4'approximation, de
convergence, de vitesse de convergence, de majoration de restes de séries,
qui a donné naissance au concept tel que nous Ie connaissons
aujourd’hui.
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