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1
ETUDES

Quelques triangles analogues
3 celui de Pascal’
par Jean DE BIASI, Toulouse

1. Introduction

Rappelons que le nombre noté [ g} ou F est le cardinal de I'ensemble
des p-parties d*on r-ensemble. Comme il est défini et non nol pour nEN
et 0gp<n (considérer que pour touk p>p, Lg‘ =0} il engendre,

lorsque » parcourt N, une smite double généralement préseatée dans un
tableau o0 »# est indicede ligne et p indice de colonne ef ayant par stite
ia forme d’un iriangle connu sous ke nom de triangle de PASCAL.

Grice § Ia relalion
‘ny  {n—H n—1
(p)"(,ﬂ—l, * ( P ' Rp)

et aux valeurs initiales

(ﬁl =1 {pour tout #EN)

* Cet anticie a éré publis, sous une forme voising, par ' IREM de Toulouse en ociobre 1986,
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ce toiangle se construit aisément comme 1'indique Je schéma suivant :

"\f’\oglgzss;s!s:'
0o |1

N

2 f1 {21

3§41 3¢ 3 1 1

4 fr |46 & 1t

5 11 | 5] 6]l 5

§ |1 P61l 5] 2001576 |1

781 [ 7 2] 38 35]a 7 0

Chague nombre est fgal a la somme de celui gui est au-dessus et de
celi qui est au-dessus  gauche.

Heaucoup de problémes de dénombrement conduisent 3 "étude de
OOMDLes Ug MEN ou rEN,, 0€p<r ou 1€ pLn) vérifiant des
relations récursives triangulaires du type

. -3 -1
Uy = olp.ny UpZ 1+ Blp,r) U7 R)

généralisations de Iz relation {Rp) précédenie et pouvant dans ces condi-
tions &ire présentés dans des Lableaux comparables 4 celui de Pascal.
Nous allons ¢n donner quelgues exemples.

Nous aurons souvemni A atiliser un s-ensemble et comme seul son car-
dinal interviendrz, nous prendrons Dintervalle dentiers [i,n] aussi
noté 1,.

2. Les nombres de Stirling de premiére espéce

2.1. Définition : Le nombre des permutations de 1,={1.n] se décom-

pasani en p-orbites est appelé nombre de Stirling de premiére espéce et est

nofé st .
p

{Les orbites de Ja permutation (;i ;2?2) sont 1;;3 ' 3; : 4:,'6 3
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2.2. Relation récursive trianguiaire
Soit 7 unc permutation de 1, avamt p orbites,
La suppression de » donne :

S n est un point fixe (prbite de longueur 1), une permutaiion de
lp—y ayant p—1 orbites.

Si n appartient 4 une orbite de longueur =2, et si I'on pose
x' (= Yn))=x{n) , unc permutation 7z’ de 1,., avant p orbites.

Inversement, pour former une permutation « de 1, avant p
orbites, on peut partiy

soit d*unc permutation *° de l,_; avani p- 1 orbites et ajouter
Pélément rn formant A Jui {out seul une orbite (point fixe},

soit d'une permutation x° de 1,_; ayant p orbites et introduire
# dans Vune d'entre elles {en posant, si 8 se place entre § et ='(H ,
#{i}=n et w(n)=="(i)}, ce qui est faisable de n»—1 fagons puisque sur
des orbifes il ¥ a autant d'intervalles gue de points.

I en découle la relation

A _ a1 ,, s~ 1
sy = S, Hr- 15, (R}

qui permet, grice aux valeurs injtiales, s7=(n—1}!

(s’l‘ est le nombre de permutations circidaires de 1, que "on peut
gompter en rémarguant que dans une telle permutition » ilya n—1
choix possibles pour #{l), #-2 pour #¥1}..., 1 pour aA~UH==-i}
de construire Y tablean suivant:

2.3, Tableau des nombres sg

NYE 2 3l a]|s|el
1 |1

2 (11

3 |2 | 3

a [6] 11| 611

5 |22 56| 351 10| 1

& |1208274|225) 85 | 15 | 1
7 |726{ 1764 1624] 735 | 175 | 21 | 1

Chuque rombre est égal & celut qui est au-dessus a gauche augmienté
du produit par son indice de ligne de celul qui est gu-dessus.
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2.4. Remarques

a} Autre définiticn des nombres sg

Leproduit <x>»,=x{x+1) ... (x+#— 1) est un polynomeen x de
depré n

ol &P,
Icpgn 7
Or manifestement
cx’f = (— )}
€1 comme
CX> = CX>, yx+n—1) = {15p§p~1 af,“'x"’j{.x+n~—i)

of = aii{+in-Dal"!

¢f par suite ;
Le nombre de Stirling de premidre espéce s est le coefficient de x°

dans le développement du produit x(x+1) ... ix+n-1}.
b} Les nombres de Stirling de premiére espéce s,

* Prégnerament sotd appelés nombres de Stirling de premiére espéce
lee nombreg &‘*’p coefficiente de xP dans le développement du produit

(X =~ N...(x—n+i).

)y = % X7

L
s<pgn ¥
* {Je3z pombres vérifient ies relations
[ TS BN B |
5= i~ l-D sy
sp =~ Dl -t
= f = )P st
= (-1pr s
et leur 1ablieau se déduit de celui des s; en affectant du signe — tous les
nombres tels que x2+p soit impair,
* En fait si ’on pari des nombres s, on a toui simplement

= |

3. Les nombres de Stirling de deuxi¢me espéce

3.1. Définition: 1e nombre des p-partitions d’un n-ensemble est
appelé nombre de Stirling de dewxieme espéce et se note 87 .

26



Bulletin de 'TAPMEP n°332 - Février 1982

3.2. Relation récursive triangnlaire

En remarquant que parmi les p-partitions de i, celles pour lesquelles
un élément détermingé, parexemple # . de I, estiel que In] ¢nconstitue
un €lément sont aw nombre de Sz:: ¢t guee les autres 501t au nombre de

Jid Sg", on voit que

Sp= 8 +psh! Ry

Comme par aillenrs, pour tout #EN
S"l' =1

il ¢st facile d’en déduire une consteuction du tablean suivanc:

3.3. Tableau des nombres S,

2y !
n.l£234567.

7 & 1
15 125 110 1 1
31 [ 90 [ 65 | 15 1
63 | 301 135G (140 21 i

| A LA | M | ] B
peet | vk P ot | g | e | e ] e

Chague nombre est égal a g somme de celui gui est que-dessus a
gauche et du produir par son indice de colonne de celui qui g3t au-dessus.

3.4. Les nombres de Stirling 2-associés de deuxiéme espéce

a) Définition : Le nombre des p-partitions d'un n-ensenthle en parties
toutes de carding! supérieur ou fgal 6 1 est appelé nombre de Stirling

2-associé de dewxiéme espee du prernier type ef if est noté S "

b) Relation récarsive obligue

En distinguant parmi les p-partitions de 1, de ce type celies pour
lesquelles n appartient a une partie de¢ cardinal 2 en mombre
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(n—1) 57 <, de celles pour lesquelles n appartient & une pariie de car-

Z.p-»
dinal 3 en nombre pS’i’ p 2on obtient I relation :
R 1t & sy 1
Sz‘ﬂ = (» ‘)Sz.p—-l +pSzug

) L5 nombires de Stirling 2-assoclés de deuxidme cspéoe du deaxiéme
iype Wg

La relation précédente a 'inconvénient de ne pas &tre de fa forme
triangulaire (R7) . [l est alors classique d’introduire le nombre W défini
par

# +5
WP - Sgp

et donc égal au nombre des p-partitions d'un » + p-ensembie en parties,
toutes de cardipal supérieur ou égal & 2 |

De la relation vérifide par les Sg s déduit pour les W la relation

| W2 = (n+p=~1) Wi l4+pWE~

L

qui est bien du type R, et qui permet gracc aux valeurs initiales de cons-
trniire le tableau suivant.

Tableau des Wg

(Rw)

NP ! 2 ; 3 | 4} s ] 6 ! 7

1 [ g ’

ERE

3 |1 10 | 15

4 | 1 | 25 | 105 ] 103

s 1 | 56 | 490 | we0| 945 | | |
6 | 1 | 119 | 1918 | 9450 | 17225 | 10395

7 |1 ] 286 | 8825 | 56980/ 190575 27:;270.5!1351@"

4. Nombre des applications surjectives
d’un n-ensemble sur un p-ensemble

I r’existe évidemment de teiles applications que si n12p .
Leur nombre est noté af, .
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4.1. Relation récursive triangulaire

En distinguant parmi les applications surjeciives « de 1, sur I

celles pour lesguelies [ofl,_ 3| =p-1 en nombre pa;:} (puisgue

a chacune des p possibilités pour (3 correspondent a” 1 applica-
tions surjectives de 1, , sur 2 N [e(m}) de celles peur lesquelies
wil, . 1)=Ip et nombre pa;'i (& toute application sarjective de 1, _,
sur 1, cerrespondent p possibilii€s pour () } on obtient la relation
{valable m&me pour x#=p en prenant cf';”l:{))

= pla 1+ (R)

4.2. Relation entre oy et &7

$i toute application surjective de I, sur I, définit une p-partition
de I, formeée par les images réciproques par ¢ d’ans 1, des éléments de
iy, inversemem toute pepartition Ay, A, .. Ay de 1, définit p!
surjections de I, sur I, em posant gp(Ai)—fl, ekAg) =17 ... AL} =1p
ol (h, iy ... ip) est um. permutation quelcongue de 1 ; il en découle
Pégalité ;

H oo pt i
9 p.bﬂ

qui permettrait de retrouver (Rg) & partir de Rg et qui ¢st bien en accord
aves une autre interprélation du nombre a;‘, comme nombre des p-parti-
tions de 1, ordonnées par Vordre des parties,

4.3. Tableaw des o3

Il se construit grice &3 R, et aux valenrs initiales

of=1 pour tout nxt
SNl 2 s e s e |7 ‘
j 1 |
2 ]
3 1 6
4 1 14 | 36 | 24
5 | 1) 30 {150 240 | 120
6 [ 1 | 62 ! s40 |1560 1800 730
7 1} 126 1806 | 8400 | 16800 15120 | 5040
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Chague nombre est égal au produit par son indice de colonne de la
somme des detix nombres situés au-dessus el awu-dessus 4 gauche.

4.4. Compléments

aj Formnole sommaioire poor a;

Toute application de 1, dans I, étant une application surjective de
1, sur sou ensernble image, on a [*égatité
Y o8 =
ogkEp Ul ok =
obtenue en exprimant de deux maniéres différentes le nornbre total des
applications de I, dans i, .

Les égalités analogaes & cette dernitre, obtenues pour 0,1,2..p-1.7,
s’écrivent matriciellement sous la forme

1 rag\ !0'*\
11 of 1"
1 2 1 i of

il

:w;*:ug) . \ \4")

Qr, avec les valeurs parvculiéres x et y Hées par Pégalité¢ y=1+x,0n
a:

. K= T )
P g5 i<k
of sapmtfe T (%le=p~iv  powr Osk<p .
<i
ce qui montre que Is matrice inverse de la matrice de Pascal 11 est Ia
matrice ¥1~1 determe général (wl}’“‘ijiiﬁ‘“‘ s’obtient & partir de 11

en affectant du signe — tous les termes (situds sur des paralléles 4 lg dig-
gonale principale) tels que la différence des indices soit impaire},

Cette expression de I1~! permet d'obtenir la valeur

of = L (-1 ;k}k”

? ogkp
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(En fait la sommation peut évidemment commencer 4 1), Par exemple :
o’;=l : agnzﬂ—z : g§=3n%3_2.-:+3 ;
agm4"-4‘3”+6.2”-4 ete.

(Remarque : La formule précédente écrite dans le cas ot les 2 indices ont
© une valeur égale notée n—1 sécrit ¢

(-1t = B gkt (T e
tgkga-t
= (=t B e e
L<ksn—t
Si n est premier impair, on a (~ ¥~ 1=1 ; de plus, le patit théo-
ceme de Fermat imphique v~ 1=} {n} . il en résulte:
m-Dt= L ="
rLkEn-1
= L " -t = -
. = 05-{’58‘“3
c’esi-a-dire

(DIl =0 [#]

qui n’est autre gue le théoréme de Wilson, leguel se déduit dong, grice &
la formule sommatoire précédente, du petit théoreme de Fermat).

b) Expresslon de c:;’ +7 & Paide des yur-polynomes

Pour une application surjective de P'ensemble 1, , sur Pensemble
I,., k ééments (1€A<p si n>0 ¢t k=0 51 n=0)de I, ont plus
d’un antécédent dans l,., et p—K en ont exactement un. Une telle
application surjective se définit done comme suit .

= Choisir p+r—{p-—kj=nt+k ¢émentsde 1., fde (‘;’ i ;\} fagons]

» Effectuer une pariition de 'ensemble de ces éléments en £ classcs
non ponctuelies (de W4 fagons).

* Assogier bijectivement A Pensemble avant pour éléments ces & classes
etles p-k €dments restanis dans 1., les p &léments de 1, (de pl
facons). 1l en résylte ;

I v owr p+mip!

» osk<n  K{n+Np- &)
D (w“ pw*’)'"{p"““) wmt = S D). (o4
oghgnl ¢ (a+ &) ‘ Pt = s o)k

oli sy{p) est un polynome en p de degré n .
it
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Mais s,{p) ades coefficients gui ne sont pas nécessairement entiers,
caraciére gui en combinatoire n’est pas “‘agréable” . Comme les nombres
Wg , BUX, sont entiers et que pour K& [G,n] il en est de mdme pour

,__.___(:zfij}[ . #l suffit de considérer

op(py = (@n)! 55
pour obtenir I’ expression

tr {E*’n}f I
L e, ot

00 o fp} est un polynome & coefficients entiers.

Ce résultat ef ia relation, déduite de (R,) , vérifide par les polynomes
on{x} ef permetiant de kes calouler & partir de o{x)}=1 est résumée dans le

Thégréme @ Le nombre oﬁ*” des applications surjectives d'unt p+n
ensemble sur un p-ensemble est égal d

5 i !

2
ou opix) est un polynome de degré n en x défini par la donnée de
alx)=1 et par P'égalité fonctionnelle
(7 + X)op(X) — Zog(x— 1} = 2020 — Vixo, . (X}

Les a4{x) sont appelés SUR-POLYNOMES, Voici les 6 premisrs ¢
O} = 1 X)) =x mfX) =3x8+ x

ay{x) = 1557+ 152

odX) = 10534+ 210%* + 35x% —~ 14

og(x) = S45x5 + 3150x* + 157547 — 6300

¢) Les premidre et deuxiéme matrices de Siivling 5 ef §
Des relations

)3 'ﬁ) A -
15k<p ("f e ATHR
découle Pégalité 5

Py Szﬂ?);( :pﬂ

[{gue I'on retrouve d'ailleurs directement en remarquant que PPon obtient
toutes les applications de I; dans 1, {en nombre p7) en considérant
toutes les k-partitions (en nombre S;) de I, (I€45n) eten “envoyant™

‘injectivemeiit (de {#), fagons) leurs & parties dans 1p}

32



Bulletin de I'APMEP n°332 - Février 1982

qui, étant vrade pour p=0, p=1, ..., p=a, implque "égalité sui-
vante vraie pour tout ¥€R;

L S, = X7
igkegnm Kk

laguelle, comparée & [a relation de définition des nombres s; » impligue la

Propasition | Les premiére et deuxiéme matrices de Stirling, 5 ot §

{lirnitées 4 un méme ordre quelcongue n) sonf inverses Pune de UVautre,
Alnsi par exemple & Pordre 3 i vient @

i 0 e §¢0 19 0 60 J00B 06
-1 i ¢ o0 F1 0 00 6186060
2 -3 i 0 G * b2 00 = G100
-5 11 -6 1 0 17 6 10 060018
4 50 38 -i01 118 25 10 1+ 00Go Il

5. Les nombres de Lah

5.1. Définition. Le nombre des p-partitions de I, ordonnées par
Fordre des termes est appelé nombre de Lah et if est noté if, .

iDes partitions de cette naturg peovent donc différer par la nature
des parties ou par Vordee des termes mais pas par "ordre des parties.
Ainsi par exemple ; (1,.3,402,556) # (1,4,342.9(8) = (2,506X1,4,9).}

Nous écrirons en abrégé partitions 0.¢ (pour ordonnées par 'ordre
des termes) pour de telles partitions.

5.2. Relation récursive triangulaire

5i dans une p-partition 0.7 de [1,n] on sapprime élément 2 on
abtient

si 1 est seal dans sa partie, une p— | partition 0./ de [1,n— 1}

sinon, une p-partition ¢.¢ de fl,n~11.

Epversement :
Si Pen considére une (p-i}partition O.¢ de I,_,, et si Pon intro-
doit 'éément #, comme ordre des partics n'intervient pas, il a'y a
qu’une manierd, en ajoutant ka pactie {1, d'en déduire vne p-partition G.¢
da 1.
Si V'on considére une p-partition 0.¢, ¥, de I, _;, les p-parties dtant ran-
gées dans un ordre indifférent mais Fix< et si P'on veut intégrer 'élément a1
de facon & n’avolr toujours Que p parties, i} faut 'incorporer 4 Vune quel-
congue des parties déjd cxistantes, ce qui revient 4 le placer dans 'un
queicongue des » intervalles formés par les 71— § nombres de 1, | rangés par
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¥ en remarquant bien gue lorsque » est placé entre le dernier élément de
ia partie P, et le premier de P, il ¥ a deux possibilités de 'incorporer,
soitaP,soit aP; |, d’ott n+p—1 possibilités en tout.

1 en découle la relation :

H=0821 +nvp-1) -1 (R)
5§.3. Tableau des I

11 se construit grice a (B} et aux valeurs évidentes /T = n !

NIERE 3y L4 s s
111

2 2 01

306 6 |1

4 124736 121

5 1120240 [120[ 20 | &

6 |720 1800 1200f300 {30 | I
7 [5040115126{12600{4200 [ 630 ] 42 | 1

5.4. Valeur de I}

Pour former les p-partitions 0.f de §, on peut procéder comme
suil : considérer i points alignés formant donc #-) intervalles ; choisir
p-1 deces m—. intervalles (de(f” ! }agons) qui détimitent les p

“récipients™’ des rutures parties | wooibuer fes # déments de 1, un par
point (de ! fagons) ; ne pas tenir campte de U'ordre des parties, ¢e gui
revient & regrouper les pa.rtitirms obtenues par paquets de p! ef 4 les iden-
tifier dans chaque paguet {d’ol une division par m

H en résulic ta valeur
6. Les nombres b;'

Les nombres g5 comptent les p-partitions d¢ 1, ordonnées par
Tordre des parties. Les nombres #; comptent les p-partitions de §,
ordonnées par ordre des termes. En réunissant les deux caractéres on
obtient la

LinTy)

;’gm Vg1

'Qli

3d
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6.1. Définition : On appelie p-partitions barrées de 1, les p-partitions
de 1, ordonndes d la fois par Pordre des parties gf par Pordre des termes.
iLeur nombire se note b;, .

{exemple : 231/5/46 ; 312/5/46 ; 5/312/46 eic.)

(Resmargue : it serait plus correct de les appeler partitions
h-ardonnées mais une gertaine tradition semble vouloir imiposer les bar-
rest.

6.2. Relation récursive triangulaire - valeur - tablean

Par des ruisonnements analogues aux précédents, A la senle diffé-
rence que, ordre des partics intervenant, Ja division par p! disparalt, on
obtient :

by = pbiZt + (e p-1)p-1 | R B = n!i;:}l
> £ i 2 3 4 5 6 7
I f :
3 2 2
N 12 6
4 PYRE ) 72 | 24
5 120 | 480 | 720 | 486 § 120
6 ] 720 | 3600 | 7200 | 7200 | 3600 | 720
" 5040 | 30240 | 75600 | 100800 | 75600 | 30240 | 5040

6.3. Remargues
Lo b= 2l
lepsn

valeur que I"on retrouve directentent €0 remarquant que powr engeadrer
toutes les permutations barrées de 1, on peut procéder ainsi ;

— Permuter de toutes les fagons possibles (n!) les »-points de L.
— Metire ou nie pas metire une barre gaux #— | intervalles ainsi définis (de
271 facons}.

bi = "(bﬁ:% + b;“‘} {wrréiaiifde{g) ﬂ{ﬁ:ﬂ + (H; I!)
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Relation qui  s'éfablit en remarquant que le nombre des
p-permutations barrées de I, o n occupe la dernidre place est d'ane

part par équiprobabilité -:? bY et d'autre part, en distinguant parmj

ces p-permutations celles oft rest senl dans sa partie de celles ot ne Vest
pas, B2-1 + B2l

_ +1 i ] L
o f_f__p,_.ﬂ_l_bff (currélaufdc(g) "—E (p })

Pour former les p-permutations barrées de I, on pent partir des
P 1 permutations barrées {en nombre b"",w yJs Puis metize une (p — 1)eme
barre 2 P'un des n—-1~-{p—2} = n~ p+1 emplacements possibles ;
mals, par ce procéds, chaque p-permutation barsée est obienue p— 1 fois
A’ ja formule ;

i’ o R{A—1) a1 St LAY T T M
b = B (ccrrelatlfde{p] "—-m—__p( p})

Pour former les p-permutations barrées de I, on peui isoler un
point x; de 1, {de n fagons), former les p-permatations barrées des n—1
points restants, injecter L'élémeny x; & gauche de Fun des éiéments (de
n— 1 facons; si an €lémert a3t précéde d*une barre , “‘d gauche’’ signifie
entre Ta barre et 1 élément). Mais, par ¢e procédé, e p-permutation bar-
rée x de 1, est obtenue n—p fois {4 partiv de chacune des p-permutations
barrées 4 - 1 diéments obtenues en supprimant de x un éément qui ne
s0it pas en dermiére position dans sa tranche €t il y a bien n — p éiéments de
fa sorte).

- fAfrn—1} -1 : wy _ ngn—1
BR = = BA7 1 (corrélatif de(pJ = _EP"‘I)}
P 2
Pour former les p-permutations barrées de 1,, on peut d’abord
tsoler an point xy de 1, (de a fagons), puis former {(de b;:% fagons) fes

p—1 permitations barrées des w— 1 éléments restants, puls injecter (de
n -1 fagons) 3 gauche de I'un des éléments Ie couple x;/ formé de Jy; suivi
d'une barre. Mais, par ce procédé, chaque p-permutation barrée de 1, est
obienue p— 1 fois puisgue, par exemple,

. .x,—ifx,-zfx,-p e
s'obtient par réinjection de

x,-,/,xf‘gf....,xtp_ 4
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7. Les nombres Eulériens

7.1. Définition : Une représentation classique d’one permutation ¥ de
I, est le a-uple =(1}, x(2)... x{#) que 'on appelle irés souvent mot & »
lettres choisies dans 'alphaber 1,,. Ce mot M 4 # lettres définit évidem-
ment ¥,

M peut s¢ décomposer en un nombre p {I<pgn) de tranches
décroissantes de longuenr maximale.

{Exernple : avec M = 641325, on a 641{32}5)
{Je qui g conduit 4 I’énoncé suivant :

Le nombire de permutations de 1; se décomposant en p tranches
décroissantes de longueur muaximale est appelé nombre Euldrien et est

n
noté a 5 -

7.2. Relation récursive triangulaire
Notons d'une fagon générale -t { 'ensemble des permutations de L
se décomposant en § tranches décroissantes de longuenr maximale.

Dans one permuiation s €.t 2 | # est toujours en téte de la franche
auguel il appartient et ¢n supprimant le couple (z*r}, a) dans
1, % t={l) ... ={n)} puis en diminuant de 1 les termes x¥a)+ 1.,.n, on
obtient :

Si ala¥(n) - 1] > #lwn) + 1] on s #n) = £, un Elément de 477}
Si wlx iy~ 1] < #ix-¥m)+ 1], un élément de 51,

inversement, pour obtenir un Sément de A P On peut réintroduire
n dans les éléments de -t ;:: ou de A :’”l de fa fagon suivante :

Considérer un ¢éiément » de 4 ;:} et introduire 2 de fagon A& créer

dans (1) ... #{n~ I} une tranche supplémentaire, ce gui oblige & le placer
nlimporte o sauf au débat d'unc trapche déia existanre ; d'od
n-{(p- 1) = n—p+1 possibilitds {La permutation de 1, qui s’en déduit
se trouve alors définie sans ambipulté),

Considérer un élément de + 57! ot introduire 7 saps créer de tran-
che supplémentaire, o¢ qui oblige & le¢ placer en i1éte de 'une des
pranches déja existantes ; d’ol ici p possibilités.

1I en découle Ja relation

# = (a-p+Datzl+ pal-l | Ry

¥
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7). Tableanpoar 1 < p < £ 9

1
3 1
11 11 |
26 66 26 1
57 32 | 362 5 i
£20 | 1191 | 2415 § 1191 | 120 1
247 1 4293 {15619 15619} 4293 | 247 i
502 | 14608 | 88234 1156190 88234 | 12608 | 502 i

\Gmﬂmmhmum/
-]
—
f o]
L]
.
LY. ]
o
|
o
L -}

| et | b e | ek | e | b | s

(On pourra remarquer et démontrer soit directement soit grice 4 Rg
que @] = —-p—1 }, .

7:40 Egaljlé II.; = :_',l,«p

Elie zpparalt dans le tableau précédent & peut se démontrer, soit
grice & Rg, soit directement comme suit ;

Disons que le mot X, X ... X; X, [ ... X, présente une montée {resp.
une descente) en x;si x; < x;, (resp X; > X;,¢ ). Dans ces conditions,
une permutation v s décomposant en p tranches décroissantes de Jon-
gueur maximale présente p— 1 monides.

Considérons alors 1a bijection de Pensemble 8, des permutations de
i) dans hi-m&me déiini par :
o 1" o0l & estdéfinipar 2°(f) = w0 1giga.

Femot M’ associé & 7 est alors obtenu a pamr de cefui M associé &
x en écrivant les leftres en sens inverse.

Par suite, si #€ st 7, M a p—1montées donc n—1-(p-D=n-p
descentes, done M’ a n—p montéay et par suite 77 se décorapose en
- a—p+1 tranches descendantes de longueur maximale,

Il en déconle "égalité ;

o af
np - g.i'!-t‘l--kc:.'

38
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7.8, Relation entre nombres Enlériens et nombres de
surjections
Toute surjection  de |, sur 1, peut &tre représentée par le mot M de

algtires @ (1) ¢ {2} ... v (7)) choisies parmi kes plettres de Palphabet {5 et
la correspondance ¢ — M est évidemment bilective.

A chacun de ces ag mois, on peut ensuite associer une permutation «
de 1, de la {agon suivante ;
On écrit 3 la suite
— g’abcrd les numeéros d’emplacement des lettres 1 prises de gauche &
roite
— puis de Ta méme maniére les numeéros d'emplacement des lettres 2
- etg. jusqu’d la lettre p.

Exemple avec n = 6 , p = 3 :

() @ »@ @) 20 «©®
(2 I i 3 1 1} =Me7x=Q35614

Mais, si un mot donne une permutation, plusiewrs mots distincts peuvent
conduire & la méme permutation. Déerminons leur nombre,

7 éiant donnée, subdivisons-ia en iranches décroissantes de longueur
maximale ; exemple ici: 213{5]6114; soit 5 tranches ; et dans le cas géné-
ral m+ 1~ tranches.

Ensuite cherchons toutes les solutions du systéme & inéquations
R PR O S 'RITI O FRTNE oy

comprenant #— 1 inégalités, /—1 strictes correspondant aux intervalles
X;_1,%X; appartenant 4 une méme 1ranche et n— 7 larges correspondan
aux changements de tranches, les inconnues f; étant cheisies dans "alpha-
bet 15, chacune d’clles devant figurer au meins une fois,

Le nombre d'inégalités strictes devant #tre inférieur oudgal Ap ~ 1, il
en découle la condition de possibililé /1 < p .

Ensuite, pour trouver une solution effective, i3 suffit de choisir p- 1
inégalités parmi Jes n— { larges et de décider qu'elies deviennent stricies ; il
y a zlors z— | inégalit€s stricies f la valeur des lettres 4, 7; ... £, s& trouve
mnposée,

1 reste alors & replacer ces lettres aux emplacements successifs définis
par .

Le nombre de mots M correspondant 3 1a permutation 7 choisie est
n—i;
done| p—i |

Ici:i = 2, { n-i) {ﬁuél = 4, Ie systdme d'inéquations est

kL
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S hS <<y, les dsolotions sont :

111123 111233 112233 122233
et les 4 mots correspondants sont
211311 311312 311322 312322

Revenant 4 Ia définition de af et tenant compte de I'égalité af, ., = af
on cbtient ke relation :

el n-‘j 1]
ﬂ” = _} a
P oygigp PTU

T.6. Application matricielle
8. Une relation matricielle, La relation précédente s"ferie:
L > a? n—i ‘)z r ar, . cn—i
" gignet-p '(”“‘1‘”)"—‘ igignl-p "t ilu”““”

feriice aux égalités 7 = &%, | _, et {;} = (_nfip)l

1 . ,
= B n"(*’ (en posant /= p+1-4)
psisn / \p*—l]
8i 'ont pose alors 57 = 07, 4., . ce qui précdde n’est autre que
L v > .
1*égalité matricielle
F = AT

ol &, A, I1 sont respeciivemnent la matrice des surjections dans laquetle
la colonne d*indice p est remplacée par la p@me paralidle A la diagonale
principale {cetie méme disgonale étant considérée comme 85 premiére
paraliéfe), la matrice des nombres Fulériens et la matrice de Pascal.

A 'ordre § par exemple on a:

1 l i

21 11 1 1

& 6 | = 1 4 1 » 1 21

24 36 14 1 I B A § 1 3 3 1
120 243 150 3 |} 1 26 66 26 1 1 4 6 4 |

b. Applicatior. Démonstration matricielle de la relation de
WORPITZRY. {I s*agit de la relation
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que l'on peut &ablir directement par un ralsonnement comparable 4 celui
utilisé en (7.5}, 27 é&ant pour xEN le nombre des applications de §,
dans I,.

+ Les n polynomes

e = (i}, e, = [nfj} e € = ‘T]

forment, puisgue g°fey) = n+ 1k et dong, pour A=Kk, d fex) # d ey ),
une base de 'espace vecipriel & ; des polynomes de degré inférieur
ou égal 4 7 et sans isTme constam.

L’application répérée de la formule (R,) montre queles » polynomes
e x+1 x+a—1;
—{I “‘n,lif.?:{ 7" )"*f!‘lzi n ;

s’expriment en fonction des ep (15 &< n) par 1'égalité matricielle

A\ o

f i el'!
¢e qui montre, puisque I est régulidre, que (f1,/2.../x) est aussi une base

de ¥ ; . Considérons alors 'égalité donnée en {4.4.2} dans laquelle,
d’'abord fa sommation peut étre considérée pour 1 € £ < n puisque d’une

part 07=0 et d’autre part (i}:n pour k> p, €l ensuite p peut tre

remplacé par xS R . Elle s°&crit alors matriciellement du fait de 'ordre
rhoisi peur Péeriture des polynomey considérds :

/81 £

& ]
= g

gn - xﬂ eﬂ'

Ol gy, 25... £, = X" est, puisque ¢ est régulibre, une autre base de T ;
de dernier vecteur x%.
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Grfice & I'égalité ¢ = ATl , on obtient alors

2 £y 5y
43 €y 5
. = Al . = A .
gy = X° 2y \fn

et 1"égalité des lignes d'indice 2 donne )z relation annoncée.

8. Compléments sur ’aspect matriciel des triangles
précédents

8.1. Préliminaires: Voici 4 bases de P’espace vectoriel ¥, sur K
formé par les polynomes de degré & » et sans torme constant ;
{

x ( x x %)
x xx— 1) e+ 1) @]
x \ {a, <x>, (of]

B, Bz B3

Chacune de ces bases considérées comme uae (#,1} matrice de poly-
nomes s'exprime en fonction de 1'une queleonque des autres par une $2a-

litédutype B, = A-f B; o A-; est une matrice scalaire triangulaire gau-
chie, Ces différentes refations sont indiquées dans Je tableau suivani ol des
éeritures telles gue B, LN B oa B“'"? B, signifient respectivement
BnmSBl et BimS’Bu,
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Or d’urie part
F est évidemment 1a matrice diagonale de terme général p!
s est la matrice des nombres de STIRLING de premitre espéee s§

5 est la matrice des nombres de STIRLING de premiére espéce £
et d’autre part, les résuitats du 4.4.¢, 12 relation

o el
tren el

similaire 4 celle concernant les 8 et le fait que Pinverse de Ia matrice s
s'obtient A pariir de celle § des nombres de STIRLING de seconde
espéce § en affectant du signe “‘moins®’ tous les nombres tels que -+ p
est impair permettent de donner la valeur de 8§ = ((~ "*? §3) e de
voir que o o5t la matrice {¢]) des surjections.

Reste a préciser ia nature de L et de B,

8.2, Les matrices L et B,

Les égalités
Bz == LB] Bg = SBQ Bo b SB:
B; = BB, B; = sBg By = ¢By

et la nature polynomiale pour les matrices colonnes 8 |, scalaire pour les
matrices triangulaires, permeitent de déduire les relations

= 5.5 et B =30

G, 51 I'on <erit les premiéres lignes de ces deux produits, on voit apparai-
tre powr L et pour B respectivement la matrice des nombres de Lah et la
matrice des nombres 5] .

Pouwr démontrer cela, on peut par exemple établir les deux égalités
B= L s15% et = L sia
P p<ksn x=e F o p<ksn k7

Etablissons Pune d’elles, la deuxidme, le raisonnement pour ia pre-
miére éiant de méme genre.

Notons J}”‘ 8h § X respectivement Pensemble des p-partitions
barrées de I, I’ensemblp des permutations de I, avant exactement
k orbites, 'ensemble des sarjections de g sur I Dans ces conditions :

|gl =05 5 8% =SL 18] =}
Pour établir la relation en question nous allons monirer qu’il est
possible d'associer bifectivernent & chaque élément de B 7 un couple
{s,o) élément de SEx 8%, k éant compris entre p e 0

— Sait d'abord (3,6} € §7x8k.
43
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A s associons ses orbites X,, X;, ... X, rangées dans Pordre
X, = 8, = orbite de 1, X, = 6, 0 & = inf [[,\ ;] etc.

Dans chaque X, = §;, ordre des iermes est ie suivant:
r

Xy = {ip s(ff‘)a ;2({,) e SF I(fr))

Exemple : avec n=46, k=3, §;={1,5,3), 0= (2,5), =4} ;
Pordre d’écriture est :
X =(,53,X=026,X; =@
Pour o 5* écrivens, pour une raison gui apparaiira dans la

seconde partie du raisonnement, les termes de o~ () = Y,—(ai,a"z, ,g
dans Pordre décroissant.

Exemple : Avec k=3, p=2 , o(1)=a(}=2 , a(d)=1 ,0na
c¥l) = ¥, = (2) {2 = Yy 3.0
Au couple (8,0) associons alors I'élement suivant de % 5 :
Bay Ag . Apa¥ec Ay = (K i K gy oo X )
écriis dans 1'ordre mdtqué !
Pans ’exemple considéré, Féldment de :ﬁ: obtenu est
(2,60 {3,1,5.%)

Inversement, soit (Ay,Agz...Az) un élément de Ba (PN' exemple ie
méme que précédemment : (2,6} {4,1,5,3)). Décomposons A= cric;’. a‘

comme suit |
Ap = (ZL Zh, .. Z) avec Zj = (o}, dh, ...a}p
ol j est le plus petit indice tel que a;<ay, puis ‘

= (@, ... af_ 1) ol 1 est I plus petit indice tel que g;<a;, etc.

Ceci comumence 3 expliquer la méthode adopiée dans la premidre
pertie pout ranger les dléments de o~ 1),

QO obiient la décomposition suivante de 1, en k=1L )y clagses
psksn

21,24 ... 23, 2} . 2, e 2, z{j
Dans 'exemple considéré cotte décomposition est
Z} = (2,6); Z} = W) ; 2% = {1,5,3)

Soit alors s€ § ,, ensemble des permutations de I, , défini par
Z = #oed)
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ot «f est e premier Slément de

Zi = (o, sad} | s%ad) ... s"Hadl)
£t s est bien définis,
Considérons ensuite PPensemble
wf v ad, ...of a{p

de chacun des premiers éléments af des k ensembles 2. il existe une seule
application croissante ¥ de I, sur cet ensemble et

Zi= X g Yoly ™ - orbite de of pour s.
Prans Pexemple éiudié, on g :
T =1 = ¥2) =2 =} ¥(3) =4 =0of.
Considérons enfin la surjection g de I sur 1, telie que
gl = (¥ e, ¥ el )
{Remarqucr "ordre décroissant des termes de cet ensemble}.

Alors ’élément considéré dans B § est bien associé au couple (5,0)
que nous venons de définir,

Dans "exemple envisagé, le dlagramme associ¢ & ¥ et o est ;

o o of

RN
AN

Ainsi B est bien la matrice des nombres &7 et d'une maniére sembia-
ble on montrerait que L ¢st la matrice des nombres de Lah.

8.3. Curiosité remarquable

Les elements de § comptent les p-partitions de I,,.

Les éléments de s comptent les permutations de I? s¢ décomposant en
p-orbites, done, si 'on veut, les permutations de I, ““déplacant’’ des ter-
mes 4 {’intérieur des p-parties formant les p-partitions de I,

Les éléments de L comptent les p-partitions de I, ordonnées par
1"ardre des termes c’est-a-dire en quelque sorie jes éléments vérifiant a la

fois fes propridtés des €lémenis compiés par les nombres figurant dans §
et par ceux figurant dans s.
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Et I’épalité matricielle L = s5.§ peut alors paraitre remarquable
et d’une certaine beauté... tout comme, pour des raisons de méme nature,
I'égalité B = s .

Signalons enfin que ces proprietés sont certainement deux illustra-
tions d'un résultat plus général liant la combinatoire et I’algébre matri-
cielle.

9. En guise de conclusion... ou de préambule a une
étude plus approfondie

Nous venons de présenter, en donnant une signification combina-
toire et éventuellement certaines propriétés supplémentaires, quelques
nombres vérifiant une relation triangulaire du type R,. Leur €tude ne
s'arréte évidemment pas |2 et il est classique de chercher & préciser (mais
cela n'est pas toujours facile et parfois les solutions proposées sont trés
imparfaites) pour ces nombres :

leur valeur en fonction de p et de »
leurs polynomes générateurs P, (x) = x Ur

_ ogpsn 7
leurs diverses séries génératrices

n o n X" . n .
,,Ep Un x* ; ,,Ep up X M};Bo Uz 57 )% ; etc.
Pallure des suites & n constant (Ulgcpcn 00 @ p constant

(U";)n »p {convexité, unimodalité, valeur asymptotique du mode, de
la valeur modale...).

Par exemple pour les nombres ¢? pour lesquels nous avons donné
quelques expressions de leur valeur, signalons que les polynomes généra-
teurs vérifient la relation

P x) = x [(x+ DP%, _ () + P,_y (x)] -
ce qui montre,en raisonnant par récurrence sur les polynomes
Q. () = x+ 1) P,(x)
vérifiant 1’égalité
Q) = xx+1} Q,_ ,(x) .

que tous les zéros de P, (x) sont réels et rﬁ%gatifslou nuls. Il en résulte,
grice 4 un théoréme classique, que [a suite ("fr)is ocn ot unimodale avec
pic ou plateau 2 deux points. On établit de plus que le mode a pour valeur
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asymptotique s

5 et que la valeur modale asymptotique est

nl
~/2m(1 — Log 2)n (Log 2)"?

Certaines séries génératrices sont :

L x
L ox"= 2 ; ool X = (@1
nap P T (059 a5, Par - W
Igkgp
z ot X0 grex-1) etc.

np=0 7 ﬂ'p!
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