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ETUDES

Géométrie sphériquer
par Daniel LEHMANN, Université de Lille

L’importarice de la géométric plane tient évidemment & ses applica-
tions pratiqques comme modéle d*un milien ambiant {Je plancher de Ia
salle, le plan de la table, etc.). Mais cette représentation n’a de valeur que
localement : chiacun sait gue nous vivens sus 1a terre, dont la surface est
(4 peu pres) sphérique, et que I"approximation qui consiste A remplacer fa
surface de Ia sphére par Je plan tangent 4 cette sphére en 'un d¢ ses points
n’a de sens qu’a condition de rester dans un voisinage de ce point de dia-
métre négligeable par rapport au rayon de la sphére.

Limportance des droites du plan tient A ce qu’elles permetient de
réatiser “le plus court chemin pour aller ¢’un point A un autre”, ce que
Ton demande aux éléves d"admetire — et ¢’est tant mienx ! — sans 'dvoir
jamais démoniré {du moins au niveas de Penseignement secondaire). Les
problémes de plus courte distance se posent ¢n les mémes termes sur la
Terre {économie d'énergie pour aller en avion de Sydoey A Viadivostock,
ahsiraction faite des venis). Admeitre gue les ‘“grands cercles” de la
sphére (C’est-A-dire les cercles qui sont intersection de Ja sphére avec I'un
de ses plans diamétraux) permeitent de réaliser “*ie" plus court chermin
pour afler d’un point 3 un autre, ne demande pas un effort d’abstraction
plus grand, aprés visualisation sur un globe de la ligne polairc qui va
d'Burope en Alaska, que d’admettre la propriété analogue des droites du
plan.

1. Quelques propriétés élémentaires de In géoméirie sphirique

Soit donc I une pldre de centre 0 et de rayon R dans espace a
3 dimensions (par exemple, un modéle de la terre ou de touie antre pla-
néte dans 1'univers). Tout ke monde peut comprendre ce gu'on entend par
1, et il n'est pas question de s*imposer des définitions ierédprochabies
avant d'en parler ; le jour ol un £léve sera troublé par le fait quw’on a con-
sidéré implicitement un wnivers non relaiiviste, i sera toujours temps de
lever certaines ambiguités et de préciser certzines définitions !

* Reproduction 4 un article paru dans le Bullesin de 'IREM de LiBe friovembre 19771
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{i}ParZpoims Aet B de I, non diargétralement opposés, passe un
grand cercle I ot un seul (sl w désxgne ia mesure {(en degrés pour Fixer h:s
fdées) comprice entre G et IR0 da Fangle KE}‘E Ie ““petit’* arc de cercle AB
réalise ke plus court chemin sur ¥ pour aller de A & B : on appellera dis-

rance de A & B la longueur, (notée d(A,B)), « r‘éfb‘R de cet arc de cercle.

\ " ~da

S - :
“‘n\,_‘_ ////
L
{il} Si A ¢t B sont diaméiralement opposés sur L (points aux “aniipo-
des® sur Ia terre), tout plan passant par AB est diaméiral {puisgue O

appartieat & la droite AB) ef coupe L suivant un grand cercle passant
par A et B. I exisic done une infinité de grands cercles passant par

ves 2 points diamétralement opposés (exemple ! tous les méridiens passent
par les 2 pdies nord et sud). L'axiome “‘d’incidence” {par 2 poists dis-
fincts A ¢t B de £ passe un grand cercle et un seni} n'est dong pas vérifié si

A et B sont diame¢tralement opposés.
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(iii) Deux grands cercles distinets, T et "7, se rencontrent toujours en
2 points diamgiralement opposés sur L : leurs plans respectifs, en effer,
ayant le centre 0 en commun, s¢ coupent lowjours suivant un diamétre &
{droite passant par 0). Par conséquent, 2 grands cercles distincts ne som
jamais “paralléles’, en ce sens que leur inteesection n'est jamais vide.
L analogae du pasiulgt @’ Euclide {par tout point A de L, passe i grand
cercle of un seul “paraliéle’” & un grand cercle I donné) ¢st dong faux aveq
la définition ci-dessns des paralléles. La senle propriété qui reste vraie est :
par un poing A de I, o’apparienant pas & un grand cercle I', et non situé
sur 1'axe de T, il passe un grand cercle T' et un seul tel gue si

18,Q)=T'NT", A soit équidistant de P et Q : d{A,P) = d(A,Q) = mg. R

Remargue :

Sur la terre, on appelle *‘paralléies™ les cercles formés par les points
de latitude fixée. Deux tels cercles distincis ne se rencontrent pas ; mais il
faut prendre garde su fait que ce ne sont pas des grands cercles (1*éqgua-
teur excepté}.

2 - Friangles sphériques
On ,ggpellc iriangle sphérique la surface formée par 3 arcs de geands
gercles AR, BC, AC Notons A Pangle (mesuré en degrés pour ﬁxer les

idées) des 1/2 droites A8 et Ay tangentes aux ares de grand cercle AB et
AT (0 A< 360%). 11 est pas viai que A+B+C = 180°.
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Exemple

8i Aestanpdle nord, Bet Csur Y équaxeutetsmdésrgm Fangle des
méridiens AB et AS, A+8+C = 180+ (0K agI60%).

Plus généralement, on a le théoréme suivant :
Théoréme {Ganss)

Pour tout tnangle sphfrigue T = ABCsuriasphére L, ona:

-

A+B+C-130"+2 @{J}) . 380

{0 A{L) ddsigne ia superficie de [a sphére et A(T) 12 superficie de T).
{Nous ne souléverons aucune difficulté, bien entendy, quand a exis-

tence et la définition précise des nombres A{T) et A(L)].

Notons en effet A’ B, et C” ies antipodes de A, B et C et prolon-

geons les ares de grand cercie ﬁ:ﬁ, AC et BC ; on obtient ainsi 8 triangles
sphérigues diamétraiement opposés 2 4 2, dont 4 sur Phémisphére limité
par e grand cercle ABA’ R’ et confenant C : ce somt

T = ABC
T, = ACB’
T, = BCA’

T, = CA'B’ (opposé & T{ = C’'AB}
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Puisgue ["aire d’un fusean limité par denx demi grands cercles faisant
gntre eux un angle o< o & I60°) est égale A —S‘u‘;'—ﬁ--- . A[(X), on obtient :

P

B
A(T) + = e AL

AT + ATy = —B A
{T) (T3) 260 (L)

A(T) + A(Ty) = -5% A(E) car (A(Ty) = A(T)

&oti 1 IA(TY + ATy + A(T) + AT = __,;&_%%g_é . A(E)

D’autre part, Phémisphére a pour superficic
AT + A(Ty) + ATy + A(Ty = 172 A(L}
Soustrayant membre 3 membre ces 2 &galités, on obtient @

y) - (A+B+C |ty
AT = ( 3% 2)()

d’ol le théoréme.

Remarques : Si A(T) est négligeable par rapport & A(E), A+B+C est

“presque® égal 4 180° ; le cas de la géoméurie plane (A + B+C = 180%)
peut étre considéréd comme cas Hmite d’une sphére de rayon tendant vers
I’infini).

3 - Triangulations de la sphére

On appelle ginsi une familie de triangies sphérigues sur I, recouvrani
% ¢f possédant les propriéeés (i), (i), (iil) suivantes :

- appeions *‘sommets” de la triangulation les points qui sont som-
mets de 1'on av moins des triangles sphérigues
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- appetons “'arétes” de la triangulation les arcs de grand cercle qui
sont ¢dté de I"un aiz moins des {riangles de la triangulation.

Alors, on suppose :

{i) toute aréte aboutit 4 X sommets, ef ne contient aucun autre som-
mel que ¢gs extrémilés.

situation exclue
P M

(i) toute aréte est commune & 2 triangles de la triangulation et seale-
ment & 2.

{iii) 1out point de L est
— o bien intérieur & 1'un des triangles,
— 0u bien sur Pune des arétes et n'est pas sommet,

— ou bien est un sommet
{ou exclusifs).

Notons S le aombre de sommets de la triangulation, A e nombre
drarBtes, et F le nombre de (riangles,
Théaréme (Euler)
On a toujours, quelle que soit 1a trianguiation,
F+8—-4=2 (B
IF = 2A {an

En effet, puisque chaque triangle est hordé par 3 aréges el gue chaque
aréte est commune & 2 triangies, on en déduit ;

3F¥ = 2A , soit {il)
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Ecrivons d’autre part 1a formule de Gauss
M+ N+ P =800 +2 &I g0
A(L}

pour chague rriangle MNP =T de Ia triangulation, et sommons membre
& membre toutes les galités obtenues.

Hi

7R+ = Fa80° + 22 MO 3600
T T A(L)
F.180° + 2.360°

(F +4).180°

Draatre part, la somme des angies en un sommet M de tous les teian-
gles de la trisngulation admettant M comme sommet est égale & 360°,
Comme it y a § sommets, on en déduit

%(ﬁﬁﬁ-}f'} = 8. 360°,

i

d’ofl 28 = F+4
et s= K i2
2

N B
Fuisque 3F = 2A, on a encore :

Fa+S-A=2,doal)

4 - Théoréme &’ Euler pour leg “‘hons’’ polyédres

Un poly&dre ¥, dans "espace & 3 dimensions, sera dit “bon™’(*), s'il
existe uin point O de Pespace avant la propri¢té suivante ; toute demi-
droite A d'origine O dans Pespace 4 3 dimensions coupe 1a surface du
polvédre en an point M et un sewf {*).

{%) Cetre Sifinition implique en panicailer gue la surface du polyédre est homéomorphe &
1ne sphiere de dimension ).
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Exemples de mauvais polyédres
Surface du prisime Surface iatérale d'une pyramide thase cxchue)
{3 Iwmes lardrales + 4 based fpolyédre poo “fermé” @ sa surface oc Bmile
{poivédre non ““horné’} pAas 1 imbéricir € ol extérieur}

Surface d'um “sube troud"

Exemples de bonrs polyédres

| e e

L
¥
1

1 31 i
Le cube {& faces) Lo réorpédee (4 faces)  La pyremide a.gonale, base comprige
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Prendre pour O un poim inideieur
situd dans e plan ABC

v
]
1%
2 téraddres accalés par use face.
Notwons F le nombre de faces du polyddre
3 le nombre de somrets
A le nombre d'aréies
el x=F+S~A.
Exemples 1 1] IH v v —]
F 6 4 nil 6 i2
8 B 4 e 3 12
A 12 & Zn 9 22
x=F+§-A 2 2 2 2 2

Oin constate, sur ¢es exemples, gue x ¢st toujours €gal 2 2. On va voir
que ceci est générat.

Théaréme d'Euler

Pour tout bon polyédre F de Uespace & 3 dimensions, avam F
faces, S sommets ¢t A aréles, on a toulours :

F4+8~A=2

{} Tout d’abord, on peul se ramener ayu cas o1) chague face de 7 est
un triangle. En effer, 51 une face est un polygone 4 n ciiss avec n>> 3, on
peut toujours la diviser en n— 2 triangles comme indigué sur le dessin
ci-dessous dans le cas # = 7. Cela revient i ajonter (n—2) - 1 faces, -3
ardtes, et & ne pas modifier le nombre de sommets ; le nouveau polyédre
oblenu a dong F+{n -3} Faces, A +{n- 3} arétes ol Ssommeis ; F+85-~ A
n'a pas changé.
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2} Supposons désormais gue F n’a que des faces triangulaires ; soit
O un point de Vespace & 3 dimensions tel que toute demi-droite A d'ori-
gine O rencontre la surface de T en un point L ef un seul.

Soit £ une sphére de centre Q et Lie point of O recoupe Y« Pappli-
cation ¥ — & définie par L — 1 sera appelée a prajection de & sur ©.
Tout triangle MNP formant une face de ¥ se projette suivant un
triangle sphérigue MNP [en effet, le plen 1 OMN, étant djasétral, coups =

suivant un grand cercle : la projection MN du segment MN est donc un
arc de grand cercle ; méme chose pour MP et NP], On projeite ainsi cha-
que triangle de ¥ on obtient une triangulation de T avant mémes nom-
bres, ¥, S et A que le polyddre J . Le théoréme du § 3 permet de

conclure.

ﬁh bi@vﬂ
»«%@ /;‘
i thﬂx//

Remarque ! 5t ' n'est pas vn bon polyédre, F+S— A peut ne plus &ire
dgal 4 2.

Sur les “‘mauvais polyédres™ définis précédemment, on a par exem-

ple
pristoe | pyramide n.gonale
a 1 base {base exclue) cube troué
3 3 A+l - 16
F+8~-A i ) o

INT
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8 — Polyidres régnliers
Scient et g deux entiers 3. Un bon polyédre § sera dit régudier de

type (2,4) si :
- touies ses faces ont méme nombre p d’arftes
— & chacun de ses sorunets, abousit un méme nombre g dardies.

Exemples

- Le téirasine
iype {3.3)

L eybe
type {4,3)

Erocraddre
type (3.4)

Le dodécaddre LYisocatdre
{ype (3.3} type {3,5)
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tétragdre cube octaddre | icosaédre | dodécaddre

>lin mla T
[ SN SR SN S i ]
jut ] o0

;:Xn
B8
\
N
B S

Ces exemples sont en faii les seuls possibles en le sens du

Thdoréme

Pour tout polvedre régulier, (F.5,A,p,4) st de Pun des 5 types du
tableau ci-dessus,

Toutes les faces avant méme nombre p d’aréles, et chaque arfte
appartenant 4 2 faces, on &

pE=2A {(3F = 2A si toutes les Faces sont des triangles).

De méme, ¢ ardtes aboutissant & chague sommet, et chague aréte
aboutissant A 2 sommets,

g8 = 2A.
Reportons F=~—%A &t S= %A dans I'égalité F+S—-A=2 du
théoréme d’Euler ; on obtient :

2.2
L4 Z-DA =2
(p 7 )

Ceci prouve, puisque A gst un entier > 8, que -‘%-+ %_ ~1 est >0,

Wit Ap+g)—pg>0. Puisque p e g sont des entiers, cetle indgalité
5'écril encore

Hp+qy~pa2l (23423

Dessinant "une des branches de ["hyperbole d'éqguation
x+ yy~xp=1 (soit {r—2x-23=13), on peut lire sur ie graphique
ci-desspus  que Jes seules valewrs possibles de (p,¢) sond
{3.3.(3,4),(8,3).43,5) et (5,3}.
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lw

LA

1. PR ‘l £

M A
a ' - v om—

Mais # n’est pas besoin d'étre si savant €t &’ avoir &tudié s fonction
homographique pour résoudre **a ja main’® Vinéguation :

3
&2+
9 P
sachant que p et ¢ doivent &re des entiers > 3.
Pourp=13, ILg=s : ¢ nie peut prendre gue los valeurs 3, 4 et 5.
Pour p=4, 3£gs3.S 1 qone peut qu'dtre égal & 3.
Pour p=3, Iggs3 ¢ g nie peuf qu'étre égal 3 3,

Pour p=»5, i+ %‘2 <3 : H n’existe donc aucune valeur correspon-
dante de g.

Par ailleurs, une fois fixés p et g {avec2{(p+¢g) — pg > I.doncen
pariiculier = 0), F, § et A prennent nécessairement les valeyrs @

F o= M.__{Q.._._._ 8= .___m_“g.._.. A = -....._—.?ﬁq.....__m
2p+q)-pg Hp+ @) —pg p+ 4 —pg
Ceci achéve la démonstration du théoréme.

Remarque : On & noté sur le tableau une **duslite”’ entre le cube et

Poctaddre ainsi gu’entre Visocaddre ¢t le dodécaédre, tandis que fe tétraé-

dre est autodual. Cela signifie que pour I cube ¢t 'ogtaddre, p €1 ¢

s*échangent, F et § aussi, tandis que les valeurs de A sont Jes mémes,
Pour e téiraddre, p=g, F=5.

O peut réaliser géométrigquement cette dualitd grice 4 Ia *“transfor-
maticn par polaires réciproques’” par rapport 4 la sphére, qui transforme
points en plans, plans en points, ¢t drojtes en droites.

Réferences

M. Berget — Cours de géométrie {Cedic)
D. Lehmann — Gédoméirie el ropologie des surfaces (4 paraitre aux
P.UE).
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