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Sur Ies guaternions

par Jean-Philippe CORTIER,
Lycée Marie de Champagne, Troyes

Les guaternions fournissent un exemple de corps non commutatif,
Iis sont une extension de R de degré 4. Mais ils interviennent également en
géoméirie ol ils facilitent fa composition de rotations et en arithmétigue.
Enfin les guaternions omt une importance considérable en mécanique
guantique,

On s propose de développer trois points:
[ - Historique des quaternions

1] - Quaternions et Géométrie. Application a la mécanique quantigue
11 - Quaternions et Arithmétigue,

I. Historique

Le créatear des quaternions, Sir Hamilton Willlam Rowan, né &
Dublin (1805-18653), s’est penché (ouire ses travaux sur les irrationnels)
sur Falgeébre des couples.

Hamilion, dans son livre Algebra as the Science of Pure Time, déve-
ioppe les nombres complexes en termes de couples de nombres réels,
d'une maniere identique 4 celle utilisée aujourd™hui;

{a.+(a’ ,B) = fa+a’ b+ 8"}

{a.lyx{a’.b'y = (aa’~bb',a'b+ab’)
{R? 4, %) ainsi créé donne le corps des nombres complexes {C, +,x%),
avee (a.b) équivalent 2 {a notation connue a+ib . i est 4 noter gu’il

wexiste pas de structure de corps sur R* (I"addition provenant de la struc-
ture d’espace vectorict de B, Pour cela, on pourra consulter [,

Hamilton porie ses efforts gur 1a recherche d'un corps qui seit un
espace vectoriel de dimension 4 sur R, Paddition élant commune aux deunx
structures. Clest ainst qu'il découvre et consiruit le corps H des quarter-
nions {Lectures on guelernipns, 1853).

Si {1.,),k) est une base de 'espace vecroriel H sur R, il associe &
Pélément {43, 2) de B!le quaternion g=t+xi+3+z2k ; R se wouve
alors idemtifié au seus-espace de H engendré par 1 et les opérations sont
définies par:

(Lx,p,2)+ (X, 3°,8") = U+ 17, x+x°,y+¥,2+2')
B=jlamklz -1 jj=k= ~§i;ik=i=-ki; ki=j=~ik
[1) MEUDONNE 1. Aledhre linaire et pdomdirie Sidmentaire, Hermann 1964
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Alors H est un corps non commutatif dont le centre est B (Le centre
d’'un anneau (A, +, X} est Pensemble des éléments de A gui commutent
au sens de la multiplication avec tous les éléments de A). K est done un
souscorps de H et Ja dimension de H en tant qu’espace vectoriel sur Rest 4.

Remarquons gue H contient une infinité de sous-corps isomorphes &
€ : par exemple les souscorps BRI}, Rii} et Rk} of, si a=H , Rial
désigne le sous-corps engendré par 1 et @ (Rfe) est encore le plus petit
sous-corps de H, au saas de Vinclusion, contenant 1 ¢t ).

Le théoréme de Frobenius précise le réle des quaternions, vus comme
exemple de corps non commutatif':

Théoréme { - Soit K un corps non commutatif de centre le corps
des nombres réels et de dimension finie sur R. Alors K est iso-
morphe au corps des quaternions.

Pour ure démonstration, voir par exemple [2].

Motons enfin que, de méme que Pon présente, dans cerfains manuels
du second cycle, € comme un sous-ensembie de (JL (2R}, +,%} avec

C = (; '"f;), (o, ByER?

Yon peut représenter H comme Je sous-espace de M (2,C) constitué par
les matrices (‘_g g) avec {o,H1ECH,

I. Qugternions et géométrie. Application 3 la mécanigue
quantigue

Ut des intéréts des guaternions est de représenter paramétriquemnent
le groupe O *(3) des rotations de B® (de méme que U=58'=[2€C, [z =1}
donne une représentation de O (2)).

En effet, comme Pindigue M. Berger dans [3], les paramétrisations
facilitent le calcul de la composée de rotations de R,

Pour cela, on identifie H 4 R@Ri@ﬁj@kk ¢t R* & RIDORBRK .
5i g=t+xi+y]+ 7k esi un éément de H, on note

Gei-xX-yi—1k et gralg@l=VEtX3+¥+8=Jgq

est upe norme sur H dérivant du produit scalaire g.r= w[(;1'1-4-}%;} o

munit H d’une structure despace vectosiel euclidien.
E} BOURBAKL Algdbre, chapitre 8, Modules ef Annequx semi-simples, Hersann 1958
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$'={g€H, lg}=11 est un sousgroupe du groupe multiplicatif
H* =H\ 0], c= qui permet d’affirmer gue 5%, 1a sphére unitéd de R%
peut ére munie d'une structure de groupe ; ¢ o a le théoréme :

Théoréme 2 . Soit s€5° et ¢y 'endomorphisme de H défini par
oq)=sgs™t,
E) élors 7 laisse R® stable et o,=»/R* egt un #ément de
3.

Y O3
s { 'application 5 O*(3)

T p—r 2
groupe de sovau 2727 .
* Soit «a€R, uCR\{0} &1 s=a.u avec sES,

L’axe de la rotation 0 est ladroite Ru ¢t la mesurs de "angle 4
(610, x]} de 4, est donnde par

tgiu-l-’f-l- si a0
2 el

est un homomerphisme surjectif de

g =r si a=9D

Pour la démonsiration, on pourra consulter {3] .

Par exemple ;
«gi gk , on obiient Ia rotalion de ¥ autour de Paxedes z;

*51 5= -..-L_(] + k), Py estlarotation de % autour de Paxedes z .

Réciproquement, si r désigne {a rotation de K® d'axe la droite Ru
aver w=i+j+k et de mesure —;L on peut écrire 7= p; avec

8 = _"J!i'f Q+itji+kd

Ensuite, si on note ' = 2, avec 8’ = w\jﬁw(l—i-k) , ona,
¢n appliquant le théorémie :
r'or = pg0 Py o= Py Avec 87§ = m% {+j+2k)
ror est done la votation d'axe R(j + 2k} et d'angle de mesure & avee

g
tg e = .
.3 3 V3.

5] BERGER M. Géométrie, Yolume 2. Cedic Nathan
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Application 4 la Mécanique Quantigne

L homomorphisme 8% -+ %3 déerie dans le théoréme 2 a pré-
senid une immporiance considérable en mécanique quantique (Pauli-Dirac,
vers 1927) o il est inchspensable 4 ja description du Spin § d'un électron.
Pour plus de précision, on pewt consulter a’tmporte quet Hvre de mécani-
gile quantigue.

En particulier, if est souvent commode d’infroduire, dans cette théorie,

Vopérateur e tel que § = —;L o o h est Ia constante de Planck, dont les

compasantes son! les matrices de Paul :
a =] E,J.cry= (? “B} ot g = ((1} JJ} ouigc @=-1

Elles vérifient les relations : o2 = 0¥ = 0f = [ = {{i) (1})

ﬁx 9’)) =5 "'Q‘ya‘x = il
et celies qui s'en déduisent par permmtation circulaire : ot Papplication ;

t+n’+y§+zk-____»+»{w(

4z x--iy
x4 1y t—x

de H sur le corps des matrices carrées d'ordre 2 4 coefficients complexes
du type ci-dessys,

] définit un isomorphisme

111, Quaternions ei arithmétique
Les quaternions interviennent en arithmétique ; témoin ce théoréme

Thdoréme 3 : Tout entier naturel s’écrit comme “*somme de guatre f
carrés”, Autrement dit :
pour wut i de N, il exisie (x, vz, DETS telque n=x2+ 32 4+ 28+ 12,

La démonstration en est simple ¢f repose sur 13 norme d’un gquarer-
nion. On appelle quaternion entier tout €iément g de H ¢’écrivant

g =4+ 0+ ¥+ gk avee Lyl

~On notera  H, = ZRZPZiHEk  Vensemble des quaternions
entiers,

On pose N{g) = g7 = [ql® = £+x + )8+ 77

Ona Nlgg') = NgNlg') powr {gg)eH?, Enfin P'on noie
S = jn& N¥, p s"écrivant comme somme de guatre carres].

Ona:

L;»nES8 sf et senlement sin = N{g) avec gCH, * Ceni est cfair.
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Ly* 8t (anr’)E §, aloms an €8,

En effer, n=Ni{g) & n" =Nig') aver {g.¢YcH}.

nn’ =N(@) N{g') = N(gg') aves gqg’€Hy donc an’ €5 .
La * Tout nombre premier p est dlément de 8.

Supposons pour l*mstant ¢e peint démontré ; fe théoréme 3 en
découle aisément :

Ein entier naturel # non nul étant donné, il se décompose en un pro-
duit d'éléments premiers, donc d'éléments de 8. § &tant stable pour 1a

muliiplication, on a | néq .

Reverons d L, st p=2 , alors p=Y¥+ 2+ 024028,

Soit désormais p un nombre premier impair ; alors 2“%.1. N

Les applications ¢, ¢ 1 E = {0, —En | &/ P&

X aip{X} = ¥

. sont injectives. X X)) = ~{1+x%

On ne pewt avoir  ¢EYN $(E) = ¢ ; en effet, on aurait alors
card {p(E} U ¢ (E)) = card (&E)) + card (${E))

- f-_’_';“_l +E.:;_L = p+t < card Z/pZ = p

car ofEYU ¥E) ¢« Z/pE.
H
Done @EYNWEY £ & i exisie (x,0) egi},..t,ﬁgjjz tel que

o) = ¥ = Y(¥) = —(1+3% ; d'od Pexistence de mEZ tel que
14X+ ¥ = mp. Remarguons que

0, ,,E’.%.’.‘ ' . J+x¢+ﬁ<p“)

8i m=1, L, est démontré ;sinon m>1 etona:
Li* 8 n€i(l.p~1} esttel que np& S | siors il existe n" €{1,p~ 1] tel
que n’‘<a ¢t n'pES,

En appligeant 4 m ¢#€ {1 p--1] et mpE€ 8} L, un pombre finl de
fois, on obticndra 1.p€S, d’ot L,.

Sin esfpafr, alors n=2n", o' €N, 1’ <r ; par hypothése
np = in'p = P+ 0 avee (o,B.4.0E T
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en regroupant, puisque of + 82+ 2+ 8 est pair, les paires de termes
. 8,v,5 avant méme parité, lon a pat axemple ;

o= oo = 2ff ) (52 50 05

-

d'oft n'peElS
Sin” est impair sonéorit ap = R+xd+d+xd , €L
On ne peut avoir X; = § pour tout f dans Z/nZ, sinon npm{n2)
et n diviserait p avee l<n<p-i et p premicr, ot gui ne se peut.
D'autre part : pour towt iE{l,....4] , f&ieq &t Pon peut trouver

o & ted que I-‘E—‘- *a,-l g-%m; i suffit pour cela de prendre
wer ) slpeE(gled

acz'=E(§£)+l si'ﬁ*ﬁ (ﬁ)lb}_
n n n 2
X 1

En fait, an ne peuy avoir I% ma,'lz—%—cardans CE ¢as - wag=s.—2-

of §=x1 ot Axj—ami=5n,donc A serait pair. Onpose Y=x—na& 2
avec donc |y t:-g- .Dans Z/nZ , ¥;=¥; e par suite

HTATATA T A+ ATATA =0
Hexiste danc #° €N tel que ¥+ B+ ¥+ vi=nn’ <4 {%)'r-n‘

Donc Ogn'<n et n" %0, car n' =0 donne y;=0 pour tont
et donc x;=na; pour tout i, ce qui ne se peul.

Conctusion : Q< <nLp—1I.
On écrit alots
4
q =X+ X5+ X3 + Xk MNig) = I_.“.31 xt= ap

4
¢ =ntnityitak  N@) = B R oant, pmxiene
g’ =q-~nu avec we=oy+oadtmi+okE€EHy car o€ 7 pour tout {
9F =glg—Ru) = qG—nqd = N{g)—ngli = np-nq¥ = Alp—qu)
9’ =nhy avec hy=p~qi€RH, car p,g et & sont deséiéments de H,.
Nigg'y = N(ING'} = NIIN(G") = npnnt’ = w'pn’ = N{nky} = nN(h,).
Done n'p=Nth)&8 car A EH, , ce qui démontre L.
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