
Sur les quaternions 
par Jean-Philippe CORTIER, 
Lycée Marie de Champagne, Troyes 

Les quaternions fournissent un exemple de corps non commutatif. 
Ils sont une extension de R de degré 4. Mais ils interviennent également en 
géométrie où ils facilitent la composition de rotations et en arithmétique. 
Enfin les quaternions ont une importance considérable en mécanique 
quantique. 

On se propose de dêvelopper trois points: 

1 Historique des quaternions 
Il - Quaternions et Géométrie. Application à la mécanique quantique 

III - Quaternions et Arithmétique. 

1. Historique 
Le créateur des quaternions, Sir Hamilton William Rowan, né à 

Dublin (1805-1865), s'est penché (olltre ses travaux sur les irrationnels) 
sur l'algèbre des couples. 

Hamilton, dans son livre Algebra as the Science ofPure Time, dêve­
loppe les nombres complexes en termes de couples de nombres réels, 
d'une manière identique à celle utilisée aujourd'hui: 

(a,b)+(a',b') = (a+a',b+b') 
(a,b)x(a',b') = (aa'-bb',a'b+ab') 

(R', + , x) ainsi créé donne le corps des nombres complexes (C, + , X) , 
avec (a,bl équivalent à la notation connue a+ib. Il est à noter qu'il 
n'existe pas de structure de corps sur R' (l'addition provenant de la struc­
ture d'espace vectoriel de R'). Pour cela, on pourra consulter [1]. 

Hamilton porte ses efforts sur la recherche d'un corps qui soit un 
espace vectoriel de dimension 4 sur R,l'addition étant commune aux deux 
structures. C'est ainsi qu'il découvre et construit le corps H des quater­
nions (Lectures on quaternions, 1853). 

Si (l,i,j,k) est une base de l'espace vectoriel H sur R, il associe à 
l'élément (I,x,y,z) de R' le quaternion q = t +xi +yj + zk ; R se trouve 
alors identifié au sous-espace de H engendré par 1 et les opérations sont 
définies par: 

(I,x,y,zl+(t',x',y',z') = (t+I',x+x',y+y',z+z') 
i2=j2=k2= 1; ij=k= -ji; jk=i -kj; ki=j= ik 

(1) DIEUDONNE J. Algèbre linéaire et géométrie élémentaire, Hermann 1964 
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Alors H est un corps non commutatif dont le centre est R (Le centre 
d'un anneau (A, +, x) est l'ensemble des éléments de A qui commutent 
au sens de la multiplication avec tous les éléments de A). R est donc un 
sous-corps de H et la dimension de H en tant qu'espace vectoriel sur R est 4. 

Remarquons que H contient une infinité de sous~corps isomorphes à 
C : par exemple les sous-corps KI;] , Rm et R[k] où. si aE H, Rial 
désigne le sous-corps engendré par 1 et a (R[al est encore le plus petit 
sous-çorps de H, au sens de l'inclusion~ contenant l et a). 

Le théorème de Frobenius précise le rôle des quaternions, vus comme 
exemple de corps non commutatif: 

Théorème 1.: Soit K un corps non commutatif de centre le corps 
des nombres réels et de dimension finie sur R. Alors K est iso­
morphe au corps des quaternions. 

Pour une démonstration, voir par exemple [2]. 

Notons enfin que? de même que l'on présente. dans certains manuels 
du second cycle, C comme un sous-ensemble de (.,1(, (2,K), + , x) avec 

. C = l(~ -~) , (a,b)E KZ f ' 

l'on peut représenter H comme le sous-espace de vlt (2,CJ constitué par 

les matrices (_~ !) avec (a,i:!)ECz. 

Il. Quaternions et géométrie. Application à la mécanique 
quanûque 
Un des intérêts des quaternions est de représenter paramétriquement 

le groupe 0+(3) des rotations de K' (de même que U =S'= IzEC,Izl = 1] 
donne une representation de 0 + (2». 

En effet, comme l'indique M. Berger dans 131, les paramétrisations 
facilitent le calcul de la composée de rotations de R'. 

Pour cela, on identifie H à R(!)Ki(!)Rj(!)Rk et R' à Ki(!)Rj(!)Rk . 

Si q = t +xi +yj + zk est un élément de H, on note 

q~'-xi-yj-zk et q~lql=.Jt!-+x'+y2+zZ-~ 
est une norme sur H dérivant du produit scalaire q.r= ..L[qr+ lq] qui 

. 2 
munit H d'une structure d'espace vectoriel euclidien. 

12] BOURBAKI A~bre~ ehopitre 8, Modules et Anneuux ~emi-simples, Hermann 1958 

25~ 

Bulletin de l'APMEP n°333 -  Avril 1982



S'= (qEH, Iql = Il est un sous-groupe du groupe multiplicatif 
H* =H \ (OJ , ce qui permet d'affirmer que S', la sphère unité de R', 
peut être munie d'une structure de groupe; et on 3 le théorème; 

Théorème 2 ; Soit sES' et "'. l'endomorphisme de H défini par 
",j.q) = sqs-I . 

• Alors "'s laisse R' stable et Ps = ",siR' est un élément de 
0+(3) . 

• L'application /S'-Op +(3) est un homomorphisme surjectif de 
s -- s 

groupe de noyau Z/2Z. 

• Soit aER, uER'\IO} et $=a.U avec sES'. 
L'axe de la rotation Ps est la droite Ru et la mesure de l'angle /1 , 
(liE LO, rI) de Ps est donnée par 

tg.!!..- =M si a*O 
2 lai 
Il = r si 0=0 

Pour la démonstration, on pourra consulter [3] . 

Par e;œmple : 

• si s=k, on obtient la rotation de ... autour de l'axe des z; 

• si s' = ~ (1 + k), p.' est la rotation de ~ autour de l'axe des z. 

Réciproquement, si r désigne la rotation de R' d'axe la droite Ru 

avec u=i + j + k et de mesure ; , on peut écrire r= Ps, avec 

s. .Jcr (3 + i + j + k) 

Ensuite 1 si on note r' PSI avec s' ~(I+k) ,on a, 

en appliquant le théorème ; 

r' or = Ps' 0 PSI = PS ' s, avec $'s, = ..2~ (I + j + 2k)
.J6 

r'or est donc la rotation d'axe R(j + 2k) et d'angle de mesure 6 avec 

tg 1.. =..,f). 
:1. 

(3] BERGER M. Géométrie. Volome 2. Cedic Nathan 
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Application à la Mécanique Quanüque 

L'homomorphisme S' - 0"(3) décrit dans le théorème 2 a pré­
senté une importance considérable en mécanique quantique (Pauli-Dirac, 
vers 1927) où il est indispensable à la description du Spin S d'un électron. 
Pour plus de précision, on peut consulter n'importe quel livre de mécani· 
que quantique. 

En particulier, il est souvent commode d'introduire~ dans cette théorie. 

l'opérateur a tel que S ~ Ji. a où h est la constante de Planck, dont les 
2 

composantes sont les matrices de Pauli : 

( 0 1 ('0 -il (1crx = 1 0)' ay = i 0 et a, ~ 0 _~) où iEC (i'= -1) 

Elles vérifient les relations: ai = ay' ~ al = 1 ~ (b ?) 
(lx l1y;;;:;; ~ f1y (Ix = il 

et celles qui s'en déduisent par permutation circulaire; et l'application: 

1 + xi + yj + zk, Il+z X •• iY) définitunisomorphisme
\X+IY t-z 

de H sur le corps des matrices carrées d'ordre 2 à coefficients complexes 
du type ci-dessus. 

III. Quaternions et arithmétique 

Les quaternions interviennent en arithmétique; témoin ce théorème: 

Théorème J : Tout entier naturel s'écrit comme Hsomme de quatre 
carrésn

• Autrement dit; 
pour Wut nde N, il existe (x,y.z,I)EZ' tel que n=r+y+z'+ t'. 

La démonstration en est simp1e et repose sur la norme d'un quater­
nion. On appelle quatérnion entier toul élément q de H s'é<;rivant 

q = 1 + xi + yj + zk avec (I,x,y,z) E Z'. 

On notera H, = ZE9ZiE9ZiE9Zk l'ensemble des quaternions 
entiers. 
On pose 

N(q) = qij = 

On a N(qq') ~ N(q) N(q') pour (q,q')E H' . Enfin l'on note 

S = {nE N*, n s'écrivant comme somme de quatre carrésJ. 

On a: 


L, • nES si et seulemenl si n = N(q) avec qEH,. Ceci est clair. 
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L.' Si (n,n')E S', alors n.n'ES. 
En effet. n=N(q) et n' =N(q') avec (q.q')EH1. 

nn'=N(q)N(q')=N(qq') avec qq'EH, donc nn'ES. 

L, • Toul nombre premier p est élément de S. 

Supposons pour l'instant ce point démontré ; le théorème 3 en 
découle aisément: . 

Un entier naturel fi non nul étant donné. il se décompose en un pro­
duit d'éléments premiers, donc d'éléments de S. S étant stable pour la 

multiplication. on a r;E~. 
Revenons à L, : si p=2, alors p= 1'+ l' + ()2+0'ES . 

Soit désormais p un nombre premier impair; alors e.:::..1. EN 
2 

Les applications "" '" : E = 10, .... p-l 1--ZlpZ
2 

x_",(x) = Xl 
x-l/;{x) = -(1 +X")

sont injectives. 

On ne peUl avoir '('(E) n '" (E) = '" : en effet, on aurait alors 

card (",(E) U '" (E» = card (,,(E)) + card (",(E» 

= p+! + p+1 = p+l ..; cardZlpZ = p 
2 2 

car ",(ElU l/;{E) C ZlpZ. 

l, p-lf'Donc ;?(E)nl/;{E) '" '" : il existe (x,y) E 	.o....,-~. tel que: 
i 2 

'('(x) = Xl = "'€y) = (1 + y') ; d'où l'existence de mEZ tel que 

1+x' +y2 = mp. Remarquons que 

O<m<p. (X,Y)E!O, ...,P;II'''' l+x'+y2<P') 

Si m= 1 • L, est démontré; sinon m> 1 et on a : 

L.· Si nEI2,p-l) est tel que npES, alors il existe n'EI1,p-ll lei 

que n' <n el ,,'pES. 


En appliquant à m (mE[l,p-I] et mpES) L. un nombre fini de 
fois. on obtiendra l.pES. d'où LI' 

Si " est pair. alors n =2n'. n'EN. n' <n ; par hypothèse 

np = 2n'p = a'+13'+'Y'+o' avec (a.13.'Y.o)EZ·; 
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en regroupant. puisque a'+/31 +-r+,v est pair. les paires de termes a./3.'Y.6 ayant même parité. l'on a par exemple: 

np = =1JJ'p 21(a;/3)'+ (a;/3)"+ l'Y;'')'+ 1'Y;6)'1 
d'où n'pES 

Si n'est impair: on écrit np = xi+xf+xf +r.. xiEZ 
On ne peut avoir Xi = () pour tout i dans ZlnZ. sinon np ..O(n2) 

et n diviserait p avec I<n<p-I et p premier. ce Qui ne se peut. 

D'autre part: pour tout iEtl .....41. rfx' EQ et l'on peut trouver 

aiE Z tel que 1 ~ - ail.,; ; ; il suffit pour cela de prendre 

al = E (-~) si 1~ -E (~I .,; ; 
al = E (~~ + 1 si I~ -E (~) 1> ; 

En fait, on ne peut avoir 1 Xi - ai 1= l.. car dans ce cas Xi - Œj= e . .l 
n 2 n 2 

où Il= ±I et 2(Xj-",,)=/ln.donc n serait pair. On pose Yi=Xi-najEZ 

avec donc IYi! < ~ . Dans ZlnZ. y;=X; et par suite 

Yf+Jif+ YI + Ji = xi +xr+xr+ r. = iî 
Il existe donc n'EN tel que r.+r.+ r.+ Ji=nn' <4 f~)' =11' 

Donc 0";11' <n et Il' ..0. car n' =0 donne y;=0 pour tout i 
et donc Xi = na; pour tout i t ce qui ne se peut. 

Conclusion : O<n' <1I"'P-1. 
On écrit alors 

4 
q =x,+x,i+x,;+xJ< N(q) = ,1: xt= np 

1= t 

4 
q'=y,+y,i+y,j+y.k N(q') = ,1: yf= lin'. Yi=xj-nai 

l ==1 

q' =q-nu avec U=<>I +a2i+a:!Î+aokEHI car aiEZpour tout j. 

q1j' = q(q=nu) = qq - nqü = N(q) - nqü = np - nqü = n(p - qïi) 

q1j' = nh, avec h, = p - qilE H, car P.q et il sont des éléments de H" 

N(qij') =N(q)N(q') =N(q)N(q') = npnn' =n'tpn' =N(nh.) =n'N(h,), 

Donc n'p=N(hJES car h,EH•• ce qui démontre L.. 
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