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ECHANGES

Définition et étude directe

de la fonction logarithme népérien

sans recours i la théorie de Pintégration
par Ibrahim RIHAOUI, Université Lyon I

On s¢ propose icl de définir ¢t & étudier la fonaion fogarithme népé-
rien en se gervant du minimum d’gutils mathdmatigues possible et, bien
entendu, sans recowric A Pintégration ; mais |'on ne 8’ interdica pas de par-
ler de dérivée, La définition envizagde reposs sur la convergence d*une
suite numérigue dont le choix est suggéréd par I"étude de ia propriété fon-
damentale de cetie fonction.

En effet, ta notion de fonction logarithme est née de la recherche
d’une carrespondance ou d’une régle permettant de resaplacer une multi-
plication par une addition et une $iévation A une puissance par vae multi-
plication; facilitant par 14 certains ¢alculs numériques,

Mathématiqueimnent, le probléme peut &tre posé de la fagon suivante ;
D étant une partie de B 4 préciser, irouver Ies fonctions /7 : D — R vérifiant

¥, )EDXD S = fixy + iy (1
Dans le cas D= R, le prabléme n’admet pas de solution en dehors de
la fonction nulle puisque, pour un réel quelconque x ef pour ¥=0, {1}
donne f0) = Ax) + A0) et, par conséquent, =0
On est donc amené & exclurs & ¢t & prendre D=R* On s'apercoit
alots gue toute solution esl nécessairemnent paire. Bn effet, avec x=y=1
puis x=y = — 1, on obtient successivement f{1) = 2K1) et A1) = 28 -1),
d’eﬁﬂl) = fi— 1) = 0. U suffit maintenant $écrire (D lorsqoey = ~1
pour voir que, pour tout xER*, 1-x) = Ax). On peut donc se tiniter &
D=R2E, c'est ce que I'on fera dans tout ce qui swit, Par aifleurs, la recher-
che de sniunons intéressantes {pour nous) conduit A considérer unigue-
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ment les fenctions qui vérifient (17 &t qui sont en outre dérivables® et non
mules, donc non constantes (a cause de (1. Nous notons E Pensembie de
ces fonctions.

Quelgues conditions nécessaires von! maintenant nous orienter vers
une splution satisfaisante. On voit ainst que toute fonclion f de K vérifie
AN =0 @

et que pour tout xER* et tout nEN
Foem = nflx) 3) ou encore fix) = AV @

8i 'on dérive par rapport & y dans la relation (1), on obiient, pour tout
. ERIKRE X {xyy = f(¥). On & en particolier, pour toul x& R,

AW =10 o fo= LA
X
(5)
Omn ne peut avoir {11 =0, puisque £ est aon constanie, Comme E o5t sta-
ble pour la maltipbication par un réel non nul, i suffit de s’intéresser 3 la
fonction [ telle que f*(1)=1, les auires en seront les multipies. Mais
aiors, la définition de la dérivée en 1 donne, compie tenu de (2),
tim 2 = | %)
t-t ¢—1
Or, pour xE R fixé, la suite (@'Xf}” tend vers I {voir fernme 2 (i)} 2t la com-
paraison de ¢4} et (&) conduit nécessairenent A la relation

A = m ndx-1) (N
It
{On va donc montrer que le second membre de {7 a un sens ot que la défi-

mnition de flx) comme limite de cette suite foarnit effectivement une solu-
tion possédant les propriéiés souhaitées,

Pour commencer, deux lemmes sont utiles @

Lemme 1
(i) Pour tout entier n&N* et toui réel b2 -1, 0n 2
(14 5)7 21 + nb{Inépalité de Bernoull) 8
(ii} Pour tout entier pEN* et tout iéet g =1, ona
ngttt 1 3 (n+ )at 03}
FPreuve !

(i} L'inégalité (8) est évidente si n=1. En supposant gu’elle est
vraie pour Pentier #, il vient, aprés multiplication des deux membres par
1+620: 1+ 20 +ab)148) = 14+ (n+ Db +abP21+(n+ 1}b.
h ()nupcut momtrer que fa mesurabilie ox la continuité en un point d’une fonction véri-

fiang (1) seffit A assurer sa dérivahilité, Lex fonctions pop dérivablés sont donc vraiment
“wgthoiogiques’ (Yair {3]).
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fit} Soit &=a*— 1, donc b2 — 1. En appliquant (8) st en constatant
que —L;?'-“ > 1—a, on obtient
a " = @Y RI4mai—-1) = 140 3-“—;-5 >1+n(l-a).

La multiplication des deux membres exirémes par ¢?20 donne
12a"+nlg —a"* 1), ce qui n'est autre gue {9).

Lemme 2
(i) Pour tout x3x0, la suite u,,(x)m@}_ est convergente. De
fagon précise ¥im V8 = 0e lim ¥E = 1six»0,
n— & &
(i) Pour tout x3» 1, la suite v,(x} = pi¥x~ 1) vérifie
vneNt ol gy oK vm<x-1 (0
Breuve ;

(i) Le résulizi est dvident i x=0.
Considérons d’abord le cas xz1. On a done, pour tout nEN*,
igff.?. IYautre part, pour >0 doané, posons p=B(—1~mg—x) + }. Alors

nzp implique n 2 _,l.g_x , ¢est-d-dire x< 1 + n&. Compte tenu de I'inéga-

lité (8}, on a done, pour tout nzp, x5 (1 -+ EY. Finalement, 72 p implique
1 sffig 1+ & ¢t par conségquent Iifi-i | 8.

Lomsque Q< x|, onpase y= ii-—; I, sl bien guelVona 1—53 = ie

Az
n
v
résultat de la premidre pariie appliqué 3 la suite {\/3) montre que :
lim VX = L
FF e D
€}
A) Vpa(x) & ValX)
i Aveca = """\:_.]’E,"on obtient a3x 1, a"=";3ﬁi e+l = ¥
En appliquant (9), on trowve n Yx+1 2 (n+ D ”;-”f,wd’oﬁ
n(JE- 12+ il(";:f‘ff"“ 1), cest-d-dire v, . (LX) v,{X).

B) vz L.
En effet v} vi{x)=x—1.
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<) %’ < V(0.

Avec a=25r', on obwient axl, AMM=xet w“:fé’:ﬁ,
Ea appliguant (9), on trouve n x ffi-p fan+ ix, d'old
xin Z&'«-n}?.rw ! et par suiie n(:{.ir'w iy i}-l- ;

On est maintenant en rmesure d'établir la convergence de Ia suite
{va(x})} et de donner quelques précisions sur sa limite :

Propasition 1 :
Pour toui x>0, [a suite v {x} = n(@i -- 1) est convergenie,
De plus :
G < < B ovlggx—1 an
x Rt
Gy dim v = — lim v (2
N o5 X N o

Preuve : supposons d'abord xz 1.

1.a relation {10) monire i la fois que la suite {v,(x)} esi convergénta,
car décrodssante minorée, ¢f gue sa limite vérifie Pencadrement exprimé
par ia relation (1),

Considérons maintenant 0-<x< |,
Silonposey = 4‘:7, on oblient ¥ 21 ¢i

j ”
v{x) = n(-}m - ) = 71 1—“1}3 e -m.i.,apremiérepartiedeeeuc

. .
N W W
preuve et e letnme 2(3) montrent gue (v {x)} est cﬂnvergen};e et gque
im v = - hm Vufy) = - lzm v,,(.«-v
Lot

Ceci prouve gue (v4{x)) est convergente pour tout x>0 et éablit la
relation (12).

Pour voir gue (F}) reste vrale dansie cas x< 1, on Vapplique a "Elr_ 21

+~1

& on trouve < dim vy, (fi?} < %—» 1, cest-A-dire

,,L e o
x

i-xg hm v,,( i

I sdiffit alors Q'utiliser fa re]atmn (12} pour eomlurz.
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Remarque ; On a, de maniére évidente, ,,il."; V() = — o0 et J.".."}.. vl }=0

La convergence de {v,{x)} nous permet de poser la

Détinition : On appelie fonction logarithme népérien ef note Log la fong-
tion définie sur RY, et associant A tout x>0 1a limite de la suite
convergente (v {x3) de la proposition |,

On a donc par définition  Logx = lim n(Vx—1 k)

Aingi définie, la fonction Log posséde bien, entre autres, la propniété
fondamentale de Pintroduction. En effet :

Proposition 2 :
Pour tout couple (x, de réels sirictement positifs et toat
entier n€Z, on a

® X! gLogrgx-! (14

@ Log- = —Logx s

(i) Log(x) =Logx + Logy {16}

(v} LogO™ = nlLogx an
Presve : ) et i)

Compte tena de (13), les relations (14} et (15) sont respectivernent
identiques A (11) et {12},

(it
Ona
XY} = IVEF ~ 1y = T T~ )= i(VE~ Y7 +(7 - 1)
= YT vXd + v,

On obtient alors, grace an lesmme 2{i),
lm ov{xp} = Ix lim v(x) + lim va(d) , d’ob (16
Ao L Ll ]

F el ]
{iv}

{17) est évidente pour 2 =0 puisque Log | = 0. Si elle est vraje powr
Pentier €N, 1z relation (16) permet alors d’éerire

Log(x+ = Loglrtx) = Log{m + Log x=n Log x + Log x={n + l)Logx
Ceci éiablit (17) pour n€N.

Lorsque nE 2 | —nEMN ot o peut é&orire Loglx—~#% = —alogx.
Or, d'aprts (15), ~Log) = Log(--) = Logt™")
D'ott  —Log(x® = —nLogx ctfinalement Log{x) = niogx
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.La proposition suivanie montre en particulier que Log est une fonc-
tion de E.

Proposition 3 :
(i} La foaction l.og est stxictement croissante sur RE
(fi} La fonction Log est dérivable, donc continue, et 'on a,
pour tout x>0, Log'y = -}L.
Gity Ona hrn Logx = +oo gt limlogx =-—-¢

- Pty

{iv) L.a fonction Log est un isomorphisme strictemeni crois-
sant de (R4 > sur (R, +).

Preuve (i}

Lorsque a1, 1a relation Log ¢ > %—L » tirde de (14}, montre gue

Log >0 = Log 1. Si y>x, alors ¢= 4;’?::1 ¢ par conséguent, compte
tenu de (16). Log y = Loglex) = Log o + Logx > 0 + Logx.

(il

En uitlisant la relation {14} on voit gue

x=1 1mphque L < _I-_QS_E, % 1, d'au -1 % —-M 1 £ 0

. . ]_,0 X _l" [ Lv{) X_ __l___‘
x<1imphquclim-3-«x*i gx,douﬁg-ug——xﬂl lgx

Comme Log 1 = 0, les deux relations précédentes montrent que

x#1 implique E‘iﬁ-".‘-:%i’&lmilgliqL

Par conséqueni, hm &E&Lﬁiﬁﬁu = 1, ee qui prouvs que Log esi
dérivable au pomr. ! et gue Log‘l = I,

Considétons maintenant un élément queiconque g€R’ . En utili-
sant (15} et [16), on trouve, pour tout X#g ,

X X
Logx—Loga _ Log + - L Log
X—d x—da a’  x._
a
Le résuttat que Von vient &'éiablir doone alors
_ Log £
I]mM:J—hmmﬁ:.}_ ..-.-._1_‘
x—a x~-a ¢ x-q X _ a é
a
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(iii)
Remarquons d’abord que Ia relation {14) donne Log2 ....iw 1

Sait A >0. 11 existe un entier m tel que 2 2A. La siricte croissance
de Log et la relation {17} montrent alors que

x»>2™ = Logy>Log2™ = mloglz=— BA D'oil lim Logyr= +oo .
X+ @

Coostdérons de nouveau un réel A >0 et un entier m tel gue m2:2A.
Alors
|

BNt = Logx<Log(-i-;w—) = wLogd" = —-mLogzg--%‘-—sb-A.

S
Ceci proove que lim Logy = — oo,
~0
@) :

Avec {i) et la relation (16), on sait déid que Log est un homorphisme
strictement craissant {donc injectif) de (R%,, x ) dans (R, +).

H reste 4 montrer que Log est une fonction surjective de RY sur R
Spit yER. Draprés (i), # exjzte deux réels x ot x; tels que
logx; s ¥ %t Logxy . Le ihéoréme dex valeurs iniermdédiaires montre
alors qu'il existe un réel x tel que Logy=y.

Commentaires

1. Dans la proposition 3, la démoustration de (i) est faite indépen-
damment de (i) pour éviter le recours au théoréme des accroissemenis
ftrris.

2. Les propriéiés essentielles de la fonetion Log éilant maintenant
établies, on peut bien siir aller plus loin dans les développements de
I'étude de cette fonction.

3. En revenant au probiéme de Mintroduction e conipte tenu des
propriétés de Log , on veit que, pour tout réel A€ R* |, Iz fonction f
définie par £y} = kLogx est noe fonction de E. Réciproquement, tonte
fonction de B est de cette forme, comme il résulte des relations (23, (5 et
de la propasition 3{ii). Les fonciions de E aing caractérisées sont appe-
les fonctions logarithmes; celle qui correspond 3 A€ R™ est unigue-

ment déterminée par sa base ¢ERY \ {1} vérifiant & = I“fci"g‘& . Alnsi,

la fonction logarithme de base 4, notée log, , ¢st 'unique isomorphisme
dérivable de (RY,, ) sur {R, +) vérifiant log,e = 1. La fonction log
est en fait log, ol e est un pombre jrrationnel dont une valeur appro-
chée ast 2,71828.

4, La définition et I'éude gui la suit “‘ignorent”” Pexistence ¢ une fonc-

ix
tion également notée Log et définie par Logx = %{ . 1k s’agit heureu-
Ry
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sement de la méme fonction, comme ie montrent la proposition (3) (i) et Ia
remarque. On peut aussi définir Log comme la réciproque de ki fonction
exponentictle. L'&ude directe et élémentaire Faite ici permet d’aller dans
Paufre sens ¢t de prendre la réciprogue de Log comme définjtion de la
fonction exponentielie,

5. 1.a croissance, ln continuité ¢ la dérivabilité sur K de Log se
déduisent de Jeur &ude av point |, Clest Pune des conséquences de
Peguation fonctionnelle (1), Notons aussi, grice & (4), qu'une fonction
vérifiant (1) ext compittement déterminée par ses valenrs au vaisinage de
1. De plus, la relation (6} doane une premidre approximation de ces
valeurs. C'est ains! que Neper et Briges, en s'inspirant de ces propridtés ot
én utilisant certaines astuces techmiques, ont ptr &tablic les premiéres
tables de logarithmes. Pour un apercu historigue, on peut consulter {15,
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