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LES PROBLEMES
DE L’A.P.M.E.P.

Pour répondre & la demande de nombreux fecteurs, vette rubrigue
comprend désormals deix parties.

La premidre {“PROBLEMES™} poursuit la publication d’énoncds
inédits avec leuwrs solutions.

La dewxiéme (“OLYMPIADES"') est consacrée aux exercices déja

posés fen porticulier mux diverses (lympiades), ou publiés qui, par leur
caractere inwolite, incitent ¢ lo recherche de solutions.,

Les énncéds et les solutions doivent éfre adressés @ ,

Charles AUQUE
Université de Clermony 1f
Département de Matﬁhémaﬂqm' Pures
B.P
03170 AUBIERE
i. Problémes
ENONCES

Enancé n® 88 {CABY, Parig)
Solent u, une suite sirictement positive, décroissante, de limite 0

L -]
et U = 11311,, U=+ gila séric diverge). Existe-t-il pour toui 7,
O<g<J, une partic A de Nicleque g = ghu,,?
n

Enoncé n® 81 (HIRIART-URRUTY, Clermont-Fereand)

Seit F un sous-ensemble dénombrable de L (RN, B7). On note Fx
Tensembie des fia) pour fEF.

g(x) €EFx pourtout xER2 implique-t-il que g€F (zEL{R", RM)?
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SOLUTIONS

Des corvespondants ont noté que deux erreurs se sont glissées dans 1a

solution du n® 67 (Bulletin n® 325): In fraction $’+ é ¢t simplifisble
pour l&s n congrys 4 435 modulo 1163 et le réeultat numérique pour
n=435% est inexact, ,

Selutions oublides.
LAILLET {Chalon-sur-Sabne) - Enoncé n® 64,
LANFRANCHI (Grenoble) - Enoncés n® 68 ¢t 69,

Enoncé n* 73 (HIRIARD-URRUTY, Clermoni-Ferrand)
Soit @, v la forme lintgire définie sur L (R", R™ par
?y,v(A) = {Au, v)
ol ucR2, veRm et (1,¥) ot le produit scalaire dans R™. On note
& = oy, | WERT YER™]

Quelic #5t 1a dimensien maximale d*un sous-espace vectoriel contenu
dans $?

Solution {FRAISSE, Lézignan-Corbidres)
: 1. Introdaction

Nous décrirons ['itinéraire conduizant 3 ia conclusion puis nous
développerons les polnts qui méritent de Pétre.

Four toute partie A de R" el tout vecteur de R™, ¥, nous
noterons: 4 , 'ensembie {g, JuCAl.

Pour tout vectsur u de R2 ot toute partie B de R , hous
noterons: $,p Vensemble (o /VEB] .

1. Ttinéruire

1. Pour tout cou;aie vy de R R™, p, ., est pullesi, et seulement
si, I'un au moins des deux vecteurs # ¢t ¥ est nul,

2. Pour tout sous-espace vectorie! B de R7 ¢f tout vecieur v de R,
$p , est U sous-espace vectorisl,

Pour tout vectour & de R” et tount sous-espace vectoriel F de R,
d,r est un sous-space vectoriel,
3. Pour tout vecteur v aon nyl de R™ , Papplication !
R » &g,
¥ fuy

est un isormorphisme d'espaces vectoriels,

LR
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Pour tout vecteur # son nul de R, Papplication:

Rm had ¢u’w
P | v e,

est un isomorphisme d'espaces vectorigls.

4. {C’est le point fondamiental} Pour tous couples libres (), ug de
vecteurs de R* ot (v, vy de vectewrs de R™ et tout couple {(w,y) de
R" x R7:

Puey v, + Pieg v * Py )
5. Les senls sous-espaces vectoriels contenus dans ® sont fes scus-espaces

vectoriels du type ®y , {avec E sous espace vectoriel de R” et v vecteur de
R™) on du type @, ¢ "{avec u vecteur de R? et F sous-espace vectoriel de
R™}.

6. Conclugion, 1.es senls sous-espaces vectoriels maximaux contenus dans
& sont les sous-espices vectoriels du type t}b (avec ¥ veeteur non nol de

R™) ou du type &_ g (BVEC 4 vecteur non ol de mm,

ﬁﬂm » isomorphe a R” est de dimension n.

@g - isomorphe 4 B™, est de dimension m.

La dimension maximale d'un sous-espace vectorie! contenn
dans & est le plus grand des deux entiers 2 et m.

HL Développements

i.

8i 'unt des deux vecteurs 1 et v est nul, alors, pour tout A, {Au,v) est
nul. Réciproquement, 5 ces deux vecteurs sont non nuls, il est possible de
choisir A telle que Au=v ; alors A,V = {v,¥) . Cest un nombre non
nul. @, , n'est pas nulle,

2.
La vérification ne présente pas de difficultés.
. )

Montrons gue, pour tout vecteur v non nul deR™, o est un isomor-
phisme d'espaces vectoriels.

Soit v un tel vecteur; p_, est évidemment linéaire et surjective. A
cause du résultat 1., son noyau est le singleton nud de R™. Ele est donc
injective,

On établit de méme que, pour tout vesteur # non oul de R7, "appli-
cation ¢, estun isomorphisme d’espaces vectoriels.
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4!
Soit (#9442 un couple libre de vegteurs de R® ;
{vy, vy un couple libre de vecteurs de R™ ;
& un vectewy quelconque de R
¥ un vecteur guelconque de R™ |

1 est décomposable sous Ia forme oguy + oty + U° aver u’ vecteur
d"un sous~¢space vectorie! de R” suppidmentaire du sous-cspace vectoriel
engendré par {u;, uy).

¥ est décomposable sous Iz forme fi,v, + fyv; + v’ avec ¥ vecteur
d’un seas-espace vectoriel de R™ orikogonal au sous-espace vectoriel

engensré par (v, vy).

Nous nous proposons &'é&tablir:

Pugi, ¥ Puswe * Py +
Supposons au pontraire: o
Puyv, + Cupv, ™ Puy

a) Ni u ni v ne sont nuis. En effet, choisissons A {eHe que Auy=vw;
et Aw,=v, . Alors:

(ARY) = (Aup, ¥} + (Asg vy = (vpy) + (Vv & 0

b} u’ esr nul, 57Nl ne P’était pas, on pourrail choisir A ielle que
Auy=Au,=0 er Au'=v. Alors {Awuv) = (v,v) # {; mais
(Aug,v) + {Augvg = (0,v) + (O,v = .

¢} v' est nud, Choisissons A telle gue Awy=a»’ et Amy=oayv’ .
Alors {Aty,vy) + (Asyvg = og(v',v) + adv’,vy) = 0
et (Au,v} = (of + o (v'v) .

o} + of n’éant pas nul, c’est v° qui Pest.

4} Pour tout couple (X,¥) de réels, il exisie un couple (x, ¥} d¢ réels
tels que: :
(D (XV;+J’V1,VL)=X-

(v + vy, M =Y
En cffet, e systéme (I} s7éerit: X{vpvg + vy = X
‘ x{epva + y (v = Y
Le détermipant €5t (V5% (¥aVe) — (Pyve? .
(vy, vy} &ant un couple libre, ce déterminant, 4 cause de inégalité de
Canchy-Schwarz, sst non nul.
laf; = oflys =1 ¢t offy = o, = 0.
En effet, pour tout A: '
(A, V) = (oxgAry + oAl |, 8y + Bpvg)
= af{Anv) + affAu,v) + afdAuy vy + aflAu,v)
ct par ailleurs:  (AnV) = (Auyvy) + (Al ¥y .
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B’aprés d) on peut choisir A réalisznt suocessivement les conditions
suivanties:

1 (Aupvg=1; {Auvd=(Au,v)={Au,vi}=0 ; (d'od oy = I}
2 Auyvd=1; (Auyv)={Auy v ={Ausv) =0 ; (d’00 af, = O
3 {Auyv)=1; {Au,v)=(Aryv=(Auv)=0 ; ot ayf, = )
4 {Augv= 1 (A, v = (A, v = (A v =0 ; (d'ot ayd; = 1).
) Aucon quadruplet (o, o, By, B, de réels ne vérific les conditions :
s = apfy = 1 et agfy = agfly = 0
Ceci prouve gue Pégalite Pu,v, T Pu oy, = €y €St fausse,

5
Soit ¥ un sous-espace vectoriel contenu dans $. Montrons qu’il est
soit du type %, {avec F sous-espace vectoriel de R” e v vectenr de R™),
soit du type &, | (avec u vecteur de R” et F sous-espace vectoriel de R™).

a) H existe soit un vectewr de R, u, tel gue ¢ soit incip: dans &
s0it un vecteur v de R™ tel que ¢ soit inclus dans & v

Sinon ¥ contiendrait trois éments ¢, , , v, ¥ N Py, Cis que les
couples (u,u°) et (v,v’) soient libres. Mais alors Py ¥ Oy s daprds
Ie résultat 4., nappartiendrait pas 3 &, donc pas & (.

b) 5°il existe un vectcur # de R”® tel que ¢ soit inclus dans @
alors il existe une partic F de R™ telle que: ¢ = &,p.

F, image réciproque du sous-espace vectoriel ¥ par l':sumorph:sme
¥y, » €5t un sous-espace vectoriel de B™ |

¢} 8%l existe un vecteur v de R™ tel gue ¥ soit inclus dans 'b R
alors if existe une partic de R®, E, telle que: ¢ = &g

E, image réciproque du sous-espace vegtoriel v;r par l'momorph:sme
¥,  + €5t un sous-espace vectoriel de R7 .

Autres solutions: AMOHN (Angouléme), CHARLES {(Montpellier) qui
utilise le produit tensorticl, LEMAIRE (Douai}, et Pauteur.

R +

Enoncé n° 74 (EHRHART, Strasbourg)

Quels sont les nombres premiers dans la suite définie par M, == 0
et larelation w, 4 = My + N+ 7

Soletion (LEMAIRE, Douai)

On peut remarquer d’abord que les termes de la suite (,) apparticn-
nent 4 N, et que In suite (W), g, définie par w,y=u,+1 st la suite de
Fibonacei ; en effet,

Wlmw; i ot YﬂENi Wn+2=“~w"+1+w§
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On démonire facilement, par récurrence sur n, que les termes de cetie
derniére snite vérifient les deux relations;

@ Wiy = Wo. | Wagiy =} @ Whayt = WapWap g+l

I — De la refation (D), que Pon peut orire
(3‘2""‘1)' = (“2” 1+l) (ﬂzn‘_l"'i) — l
on tire, compte enu de larelation u,, = &, + 2, | + 1,
gy — Mg )P = Uy gy ¥ Wy Uy
Dol (i, g +ln, P = Sy iy, byl F s

puis E"zn 1M2p st = '(“uu"'“zn 1)("2“1"”“23 1)1 €

Dés lors,.s:' Way_ ) Etait premier, il devrait diviser soit uy, ., soit
a1

# Dans [e premier cas, on aurait

My ey = Kly, y avec & entier, kn2 ;
mais alors la refation 3 donne
Skut, | = (1+Ruy, E{(Hkmz,m ~1},

puis (2~ 3k Dy, 4 = 14k

Or,si £==2,ona E-%k+1<0 et 1+&>0,

etsi k>4, 0na KP-3+1 > 1+&.

Seules, les valeurs - k=3 et k=4 donnent pour M,,.; des valcurs
entiéres positives: ce sont wy, =4 et wy, =1, Méis 4 et 1 ne sont
pas premiers,

* Dans e second cas, on aursit
By — 1 = kag . avec k entier, k»2 |
D’ob, d'aprés (3,
Sty ¥ Dy, g = (14 Kig, _Fity, 1)(1+k)“25 1
Ce qui donne 44—k = (kF*~3k+ 1y, .
Si k=2,0pa KF-3%+1<0 a1 440,
etsi k>3, 0na K2-3%k+1 >»4-k.

Seule, 1a valewr k=3 donne pour Uy, ¢ UDE valeur entidre positive:
c’est Wy, y=1 . Mais 1 n’est pas premier.

En résumé, aucun terme de rang impair de lo suite {(u,) n'est
premier,

1i — La relation @) conduit de fagon analogue &
(g y 1 H 1P = Hllgyy gt 1= (0, + DIF = (g + Wugy i+ 1)+1
d’o& l(“25+2+ i) +(I‘2R+ 1)}2 - 5 (H’zn"’ l}(ﬂz”*z'?!)*'l N
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puis [ Stiggling gz = (gpt thyn s 3~ Wit Hligg 2+ 1) @

St uy, diait premier, i devrait diviser iy, . ,—1 ou uzn_};-t- .
(Le ou étant exclusif car, ¢"il est ;}is?bie quf —
il n*existe pas de xer(;?ggal ?3 dans 1';221?1& (i)}
# Dans le premier cas, on aurait
M, a2 = kiy, avec k entier, k»2 ;
d’od, d'aprés @), 5w, lka, +2) = (1+K)y, (0, + kus, +3)
et, aprés simplification, 73k = (A%~ 34+ Duy, .
Si k=2,00a B-3k+1<0 e 7-3k>0,
etst k»3,0mga K-+ 1>T7T-3K.
Done, aucun entier A k»2 ne donne de valcur entidre positive pour
Wy
= Dans le second cas, on peut poser
My, o+ 1 = kuy, avec kentier, k»2,
et @ donne 5wy, (kuy,— 1) = [y, +(kity,—~ 9] (1 + )y,
d’od Ik~2 = (B —3k+ Dy, .
St k=2 ,0na B-3%4k+1<0 &t 3k-2>0
etsi K6, ona AA-3k+1 > 3k-2.
Ces valeurs de & me permettent donc pas d’obtenit pour %,, une valeur
enlidre positive.
I} reste & examiner les trois valeurs:
k=3 , qui donne le nombre premier Uy, =7 ,
k=4 , qui donne le nombre premier uy, =2 ,
k=% . gui ne donne pas de valeur entidre.

En conclusion, Jes termes u,=2 et ug=7 sont les seuls entiers pre-
mtiers dans la suite (4,).

Auntres solutions: FRAISSE (Lézignan-Corbiéres), LAVENIR
{(Montceau-les-Mines), MARGUERITE (Juvigny), VIDIANI (Annecy) et
1’auteur.

Enoncé n° 73 (ROYER, Luxembourg)

Quelie est la somme de la série de terme général Arctg ot &,
est le #¥0F terme de la suite de Fibonacci? Hyp
Solution (VIDIANI, Annecy)

On prend u,ml Hg= 2,83, ...

La relation u% Hy .y Hpyy = (—1)® cat vérifiée pour n=2, =3, ...
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Le calcul du déiermingnt dans ia relation

(:::; Yp l) tl :)

démontre gu'clle est vraie pour tout n»2.

(“n Uy I)
Up i1 uy

Pour tout m, u,>1 donc Arctg -} d e, x.
n

La relation Asrctg ul = Aretg !

fon LT Wty

découle alars fucilement de la relation &ablie plus haut.

F ]
T Arcg e = Arctg-—- ~ Arcig
ks Wy uy ”21;4-1

x
tend vers 3

Aurres solutions: CHRETIEN (Paris), CUCULIERE {Paris), FRAISSE
{Lézignan-Corbidres), LEMAIRE (Douai), LUCAZEAU, MALLEUS
(Chatenay-Mzlabry), PERROT (Vincennes), VIRICEL (Mancy} qui

donne upe interprétation géométrique, et Pauteur.

CUCULIERE et Fauteur calculent également la sonmme de la série

i
Hopiy

Les lecteurs do Bulletin sont invités § s& pencher sur fa série des

1
Moy

s



II. Olympiades

ENONCES

Exercice 6 (CAPES)

Soient B{z} un polynome du troisidgme degré, de racines o, b, c et
P’(z) son dérivé, de racines fet . Montrer gu'il existe une ellipse de
foyers fet [ inscrite dans e triangle (2, 5,¢).

Fxercive 7 (URSS 1965)
Les polynomes 4 coefficients entiers {relatifs} qui prennent des

valeurs irrationnelles pour toutes les valeurs irrationnelles de ia variable
sont les polynomes du premier degré,
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