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JEUX ET MATHS

Sur le jeu des cavaliers

par Jean-Claude BERMOND, Labaratoire de Recherche en
Informatigue, Bai 490, Université Paris-Sud, 91405 Orsay

Dans e Bulletin de Décembre 1979 {pages 839-842), Bretie {7] poselie
probléme suivant {poinis 4 ot 5, p. 841) ;

“Soit k un entier congre @ 0 ou | modulo 4 (k& = 4n ou
k = 4n+i). Peut-on numéroter 2k points sur la droite de cm en cm 4
Paide des nombres 1.2,..., k utilisds exactement 2 fais, de telle focon gue
la distance entre lex 2 points rumérotds i soit égale 8 i 7"’

— Exemples :
k=4 4 2 3 2 4 3 1 1
k=S5 5 2 4 2 3 5 4 3 1 1

On peut reformuler fe probid¢me sous la forme :

Probidme A : Pour guelles valeurs de k pewi-on trouver unc suite 13
2k dldments) formde e deux occurrences des emtiers i, § = 1,2,....k, de
Jagon gue les deux occurrences de | soleng séparées par exactement {— 1
didmernts ?

Les suites associées aux exempies ci-dessus s"&crivent
k=4: 42324311
k 5: 52,4,23,543.1.1
Une autre forme équivaiente du probléime A est le
Probiéme B : Pour guelles valewrs de k peut-on partitionner les
entiers de 1 & 2k en k paires |a, b)) telles que  b;—a; = i ?
Pour voir que e probléme B est fe méme que le probléme A, il suffit

de considérer a; et b, comme les rangs des occurrences de / dans la suite du
probléme A,
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Par exemple, pour k=4 'entier 4 apparait au 1* et au 3* rang, donc
ag=1, b,=4%_ Les partitions associes aux exemples ci-dessus s”écrivent :

k=4 {7.8}; 12.4]; 3,6]; 11,3]

=5: 19,10} ; {2,4); {5,8}; [3.7]:i1.6}

{Ce probiéme B est celui évoqué dans 1a revue [7, §6 page 841
“On divise le cercle en Zk parties égaies; onr veui numéroter les points
de I ¢ 2k de telie fapon gue fes k différences diamétrales soient égales d
1,2,..x").

C’est sous la forme B que le probléme a été posé (et résolu) par
Skolem [14] en 1957, Les suites assocides dans le probléme A sont souvent
appelées “‘suites de Skolem™. OQn a le:

Théoréme 1 : 1l existe une partition des entiers de 1 é 2k en & paires ia;, b;}
telles que bp—a;=i g ot seulement si k=4non k=4n+1,
Preuve: La condition est négessaire : en effet, §'il existe une ielle pamuon,
ona:

k 2k & P

L {at+h)= 5;j o Li{b-a)= 4

fo } i=t jm§ =1
2k

donc2C g = L 'mﬁi—r—)_f’*“
i jwkHJ

Danc A(3k+ 1) doit &tre uz multiple de 4, soit & = 0 ou 1 (mod, 4).

Pour montrer que la condition est suffisante, il suffit d"exhiber une
telle partition pour k=4n et &=4n+1, Plusieurs partitions ont été
données dang lg littérature, én particulier par Skolem [14], Hanani [16] et
Hilton [11}. Dans ce dernier article, on trouvera des pattitions répondant
i I'agencement proposé par Brette {7, §5 p. 3411, 3 savoir de ranger
d’ahord les nombres pairs par emboitement. De tedles partitions ont aussi
été données dans Ie Bulletin 423, p. 410, par Criton; dans ip cas k=45,
it s’agit exactanent de la méme partition; dans le cas k=4n+1 celiede
Hilton est 1égdrement différente.

Généralisations: Le probléme A (ou B) admet plusicurs généralisations
possibles. 1 ’une d'efles s*éponce:

Probidgme Ag: Pour queiles valeurs de d et de &k peur-on trowver une
suite (& 2k élémenis) formée de deux occurrences des entiers i, i=L2,....k,
de facon que les dewx occurrences de | soient sépardes par exaclement
i+d—2 éléments.

Exemples: d=2, k=4 : a suite 2,3,4,2,1,3,1,4
d=3, kwws 1a suite 5;3 1.42,1.3, r214*
La forme équivalente By s'écrit:

Probiéme By: Pour quelles valeurs de d ot de k peut-on Mﬁmﬂm les
entiers de 1 & 2k en k paires [a, b;) relles que by~ a; = i+d-1
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Les partitions associdss sux exemples ci-degsuys 5'éorivent en considé.
rani encore g; et by comme Jes rangs des occurrences de # dans la suite du
probiéme Ay

d=2, k=4:{57}; {1.4}; 2,6}; (3.8}
d=3, k=35:13,6}; (591 12,7} 4,100 ; {1,8) .

Lzcas d=1 est exactement le probiéme A (ou B). Le cas d=2,
qui se formule bien avec A, (deox occurrences de ¢ devant étre séparées
exacternent par { éléments), & été considéré par Langford {12] en 1958 &1
ies suites obtenues dans ce cas sont appelées suites de Langford. Langford
£erit que le probléme lui est venu en regardant son fls jover aver des
cubes colorés. Son fils aurait placé 6 cubes, 2 de chaque couleur, en pile
de sorte qu’entre les deux cubes rouges il y avalt un autre ¢ube, enire les
deux bleus deux cubes et entre les deux jaunes trois. Cect correspond 4 1a
suite (=2, k=3) SRBRJB ou 112132,

Davies {9 & montré:
Théoréme 2; 11 existe une solation au probitme A, ou B, (cas 4=2) si et
seulemnent si k=0 ou 3 {mod. 4).

Remarque: Ceci nous donne de nouvelles solutions au probléme A (ou B}
initial. En effet, supposons qu’on ait une partition des entiers de 1 & 2k
répondant au pmbléme B,; alors fa partition des entiersde'! 4 2k +2en
£+1 paireg @'y =2k +1; 5 y=2k+2 et @i ;=0 8%y =B pour
i=1, &k répond su probléme B (la réciprogue est fansse, les familles
donndes dans Ja démonstration dv théordme n"étam pas obtesues ainsi).

EPyne maniére géniérale, on montre comme dans le théoréme I que:

Proposition 3: Si le probléme A, {Bd) admet une soludon, alors:

B ko> 2d—-1

{tiysi o estimpair, ¥ = 0 ou i {mod. 4

s d est pait, & w0 ou 3 (mod. 4).

Nous conjecturons que ces conditions nécessaires sont aussi suffisan-
tes, Teci est le cas si d=1 (Théoréme 1) et d=32 {Théoréme 2), Dans
3], nous avotis montré que les conditions étaient suffisantes pour d=3
et d=4 ainsi que pour sl oun I {mod. 4) &1 pour =0 (mod. 4),
k& 42d 1) . Pous démontrer la conjecture pour une valeur donnée de o,
il suffit donc de iz démontrer pour k=0 (mod. 4}, 2¢— 1 <k<4{2d- i)

Nous nous sommes intéressés au probléme AgBg comme cas pasti-
culier d’un probléme de disposition ¢’ antennes en radloastmnomzc posé
par Biraud, Blum et Ribes [6]. Le probitme se formmile ainsi:

Soient k.nd trols entlers positifs. On considdre & ensembles
A= (a5 <dg<..<aqm) o =12,k etolles a; sont des entiers. A
chacue ensemble A; on associe "ensemble des différences

D; = {ay—ap / 1<h<j<n].
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On dit que les A; constituent un (k,n,d) systéme parfait si
i
191 ;o= id d+t, ..., d—1+ kaln—1)/2}

Dans le probidme de radicastronomie, n représenie le nounbre
d*antennes dont on dispose, Ces antennes sont mobiles ¢i & représenicle
nombre de configurations (ou de jours de mesure si chague jour on
change de configuration) dans Jesguelles on répartit les antennes. On
mesure des fréguences spatiales qu dépendent des distances enire antennes.

Exemples:

k=1, n=4,d=1:A = iﬂ,l 65 D ={1,2,3.4,5,6

k=4, n=3, d=1:Ac= 011,12} Ar=[0,6,8) Ay= (0,7,10% A,=[0.5,9)
Dy= (1,11,12F Dy= [2,6,8); Dy=1{3,7,10 Dy=4,3,5)

k=4, n=3, d=2 A= 10,1012} Ay=10.6.9} Ay~ [0,7.11}; Ay=10,8,13}
D= {2,10,12}; D;={3,8,8]; Dy= [4,7,11]; D¢=15,8,13

Remargue : On peut supposer gque g =0 poar tout { {car seules les dif-
férences entre 4 interviennemt).

Pang le cas n=3, Ie probléme est relié aux problémes A B, .
Plus exactemnent, s'il existe une solution aii probléeme Ay{H, il existe un
{k,3,d) systéme parfait. En cffet, soif une partition des entiersde 1A 2k en
k paires faub;} telle que b;j—ap=i+d-—1I ; alors on vérifie que les tri-
plets A;=Qu+ik+d~1, bj+k+d-1) forment vn (£.3,4} sysiéme
parfait.

Les exemples de (4,3,1) ¢t {4,3,2) systémes dotinés ci-dessus ont &é
obtenus de cette maniére & partir des exemples donnés au <débot. Par
contre, il existe des (k.3.d) systémes parfaits non construdts ainsi: par
exemple e (4,3,1) systéme:

Ay=0,4,8] ; A=10,9,10 ; Ay={08,11] ; A=10,7,121.
Nous renvovons le lecteur A {4] ou [§] pour les divers résultats coniits sur
ce probléme.

Il existe de nornbreuses avtres généralisations du probléme zmna! 1je
mentioneersi ici juste un prabldme non résofu:

Probiéme A] : Pour quelles valeurs de s et & peut-on trouver une suife
& sk éldments, formdede s ocourrences desentiers |, i=12,.. k, de
Jagon gue deux oceurrences conséouiives de | miea! Sépardes par exacte-
ment i~ 1 #léments?

Dans le cas =2, e probléme A; est exactement ie probléme A.
Dans le cas s=3 , on peot montrer que ™l existe gne solution aa pro-
bitme Aj , afors &wm0,1 ou 2 (mod. 9). De telles suites ont €t exhibées
powr %=95,10,11,18,19,20 <i 1l est conjecturé gu’it ¢n exisle au moins
une pour £m0,1 ou 2 (mod. 9). Aucun exemple avec s34 n’est actuelle-
mest connu. Leiectmrmté:msépoummréfémr i Farticle de Roselle [13].
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Pour tous ces probiémes, lorsgu’on connait existence d’une solu-
tion, on peut se poser ja question de trouver touies les solutions. Clest In
question posée par Brette dans le Bulletin 323, page 410, pour le probléme
A. Appeions ¢k} le nombre de suites distinctes répondant au probléme
A gu'on peut farmer avec & ¢léments. Nous considérons comme non
distinctes deux suites obtenues Pune & pariir de Pautre en renversant
P'ordre des termes (par cxemple, les suites 1,1,3,4,2,3,2.4 e 4,2,3,2,4,3,1,1).
On a ¢{4)=3, les trois suites distinctes étant, outre celle ci-dessus,
1,1,4,23,24,3 et 1,3,2,4,3,1,1,4 . Les autres valeurs connues {voir
Baron [2]) sont o(5)=%; H{B)=252: H¥N=1328.

Dans le cas du probléme A4, 5i on dénote par (k) le nombre de
solutions distinctes (avec iz méme convention que ci-dessus), Baron [2] a
trouvé gue Y{(3)=1, $idi=l, {N=28, =150, W(11)=17792.
La détermination de &{m) {(Ou Jim}} apparalt comme un probléme trés
difficilc ; par contre, il semble que ¢{1) (ou {m} croissent irds rapide-
ment . il serait donc intéreszant de montrer que ¢{a)— oo lorsgue g o0
et d*avoir une idée du comportement asymptotique ; par exemple, est-ce
que o croit exponentictlement 7 {Récemment, D, Amar et A, Germa
ont montré que dg)—w g @)

Pour finir, considérons I'extension du probléme A ou B.au cas infini.
L’existence ¢’une suite (0u d*une partition) est évidente, L.a procédure la
plus simple pour donner une réponse au probléme B est de définir les
paires [a, b de la manidre récursive suivante:
ay=1, By=ay+ 1 =2 ; supposons que ’on ait construit les i1 premidres
paires; alors, on choisit pour a; le plus petit entier différent de tous les
a, et b, pour 1&sr<i-1 etonpose b;=a;+7 . Les premidres
sont donc {l 2] 1,50 14,73 5 16,10 ; (8, 13; {9,15]; (11,18} 2 §12,20) ;

f14,23} ..
Nous laissons ay lecteur le soin de mionirer gue ;= fﬁ—*'-zlf-s-)i} et

b= [ *2"53"] oo [ désigne Ia partie entidre de x, cest--dire Ie

plus grand entier inférieur ou égal 8 x . On obtient ainsi des *‘suites de

Beatty™ (voir anticle de Chevrier et Parpay dans e Bulletin 324 [B]. Un

traitement extensif de ce probiéme et des suites de Beatty se trouve dans

Skolem [14} et surtout Bang (1 o 'on trouvera une démonstration trés

courie du fait que les suites [an] ¢t [Sn} sont complémentaires si ¢t seu-
i 1

lement si a et § sont irrationnels st -—+le .
o
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