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Application du calenl différentiel
2 des problémes d’optimisation

en classes de premiére et terminale
par Hervé LEHNING, Ivede Janson de Sailly, Paris

Un des buts du caleul différentiel est Vétude des minima et maxima.
Pour cela, en premiere et terminale, on dispose du théoréme liant e signe
de la dérivée d’une fancrion et son sens de variation. 5i fa foncton a un
sens économigue, on aboutit & un probléme ’optismisation.

Tes deux problémes {optimnisation et recherche d’un minimtm} sont
mathématiquement équivalents, mais i n’est pas indifférent de poser un
exercige sous wng forme ou une autre,

Pour résoudre un probléme de mathématiques, il est courant de
transformer une ou plusienrs fois le probléme en un probléme éguivalent
mieux conny, ce genre de démarche faisant appel A Pexpérience et 4 ima-
gination, il est néfaste de vouloir systémarigquement épargner ces &tapes
aux éléves.

Quand le probléme posé est d'origine *“concréte’, la premidre éape
de ce vpe est en fait une modélisation mathématigue du probléme ot done
une approximation. Cette modélisation est souvent progressive, comme le
montreront ies exemples. Le problédme de [a rigueur de ce modéle ne se
pose pas si on montre avec soin endroit ont I"on idéakise la sitvation puis
si, une fois la solution obtenue, on la confronte avec lz réalité (en effet,
on ne doit pas ocublier que la solution du modéle ne résout que fe
moddle 1), On ne trahira donc pas ia nécessaire rigueur des mathémati-
gues en gardant Vénoncé sous sa forme d’origine ¢t on montrera ainsi
Patilité des mathématiques.

Je pense gue ces remargues seront plus explicites aves Pexemnple qui
suil :

Probléme de 1a bofte de conserve

ay Quelle est la forme 3 donner & une bolte de corserve cylindrigue
de facon @ dconomiser le métal 7

On peut admettre gae dpaissear di mdtal est constante et négligea-

hle devant les dimensions de la boite : ainsi iz quantité de méial A utiliser
est proprotionnelle 2 la surface latérale (bases comprises) de #a bote,
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Bonc on adopte le mod#le mathématigue suivant :

b} Quetles sont les dimensions R et it (rayon et haufeur) ¢ donner
4 un cylindre de volume ¥V donné pour gue la surface latérale S soit
minimale ?

Cna: V =oaR*% ¢t S5 = 2rRA4 + 27RE
donc S est une Fonciion de la seule variable R :

S(R) = %" + 3xR?

Le probléme devient donce :
10, +oe]l - &

¢} Minimiser Ig fonction : 2v
R~ SR} = T + 2xR?

On &tudie done les variations de S sur 10, + oo . S est dérivabie sur
18, + [ et pourtout R :

SR} = - zﬁx: + 4xR

d'ov le 1ableau de variations :

R 0 _'23:7 4+ o
57 o L +

s +w\~4[;f'“"'++m

k]
Donc § adme! un minimum atteint en : R = L,% et done ¢

re=2 Y = oR.

Bone, pour économiser le métal, ta bolte doit aveoir un diamétre £gal
4 sa hauteur, .

Cecl n'est en fait qu’vne approximation ¢ si on tient compie du
poureelet sur le bord, on voit gu’il faut réduire la circonférence des bases
et done on obtient une bofie dont iz hauteur est légdrement supérisure au
diameétre. On peut alors en discuter avec les €idves et modifier ie modéle
en conséquence,

On voit sur cet exemple gu’il n'est pas indifférent de poser ie pro-
bléme spusg les formes a}, b) ou c).
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La forme ¢) n'est qu'un exercice d*étude de variations d’une fone-
tion, la forme b} est intéressante du seul point de vue mathématique, les
exercices de 1a forme a) permetient d’intégrer complétement les mathéma-
tigues dans iz culture sciemtifique des dléves,

Voici un autre exemple trés actuel @

Probléme du réglage d'une antomobhile :

Chacun sait, au moeins depuis fa campagne “‘anti-gaspi’”, que le
moteur d'une veiture se dérégle 4 usage, e qui eniraine une sur-
conspmmation d'essence. 1 faut le faire réviser, mais Ia révisior entraine
aussl vhe dépense. Quetle doit &ire la périodicité de ces révisions pour
minimiser le cofit 7

Un spécialiste m'’a expliqué que, dans ies conditions ¢ utilisation de
ma voiturg, la surconsomination est environ de 2 litres aux 100 km au
bout de 15 000 k. |.a courbe de consommaiion 4 Pallure swivante :

1;10mur

10
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1
i
{
{
\
i

— b »
O 150 100km

En fait, cette courbe est une courbe des moyennes aux 160 km, et
done une suite de points ; mais # est pratigue de la supposer continue,

Si on voulait utifiser une consommation instantanée, la courbe noir-
cirait entiérement fe papier :

£/ 100kma _f
ul

B 30ka



Bulletin de 'APMEP n°330 - Septembre 1981

Elle serait bien difficile i wtilizer et n'a pas beaucoup de sens pour
noire probléme.

Donc j'adopie ma courbe régutitre ; j*appelle f17} la consommation

Cen 100 km au bout de ¢ X 100 km aprés une révision. Je la suppose

strictement croissante et antant de fois dérivable gue i"en aurai besoin. Le

prix du litre d’essence est e ef celwd de la révision r ; je ferai "hypothése

déraisonnable gu’ils sont constants : on reviendra sur cette hypothése
ultérienarement.

Si la révision mtervient apres x.100 km, la dépense totale est
4
e frode + r
0
donc la dépense aux 100 kar est de :

X
gty = % / frde + -
J O

i.e probléme est done de minimiser g sur 16, + o] . g est dérivable
sur 16, + oof et pour tout x

4

: 1
£x} = R [exﬁx) —8 / Heudt —~ r].
x J o
On pose alors pour 1ot x; .
i X
hix) = ex fix} ~ e / Jfrpdr - r.
S 0
Onoa;
P sy
Rix+8) — Rfxd = ex [ffx+s) — fix)l + elsffix+s) — Nitioh

F3
J
ponr fout x £xtout 5.

Sis>»>0,ona:
Hxvs) — fxd >0 el,pour ¥ < ¢ < x+5, fit) < fix+s)
g s
dosnc Sroiit < sfix+3)
X
Done Afx+si — kix} > Opouriout x ettoul >0, ¢t h eststric-
tement croiszante sur B, + oof .
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En ajoutant 'hypothése “f est convexe™, ce gui correspond au des-
sin. ou plus simplement ; “pourtout x , legraphe de f entre et x ot
situé sous le sepment de droite joignant le point d’abscisgse 0 au point
d’abscisse ¥ ", ona:

pour tout ¢ € [0,x) . S = R0+ fﬁ‘?%!@ !
dosic, pour tout X

f fryde < x Ji’SL;:i@l {aite du trapdze)

d'od hixi = ¢ %— Uixi— A0 ~ 7.
x — ffxj — A0) est strictement croissante donc a une fimite finie
stricternent positive ou infinie au voisinage de +o ; flim X = +
X e

donc : fim A = 4w,
X b o0

h est strictement croissantede —r & +oo ; k adonc un zéro uni-
que xp et

Aix) < Opouwr x € [0,x , hix}) > Gpour x € Jxg + [ .
Donc g décrolt sur J0.x,[ puls croft sur Ixg, + ol : g admet un mini-
mum atieInt aniquement e X el o &

lxﬂ

exg fixy) — & / Jxdt = r
Jo
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Ce qui s"interpréte géométriquement -

Soit Peéx) ke codit supplémentaite en essence si la consommation avait
toujours £é cefle de x ; Voptimuam est atteint quand Pix} = ¢,

{La courbe ci-conire est donc en francs par 100 km et non en litres.]

Dans notre cas pacticulier du début, si on suppose la courbe linéaire,

e prix du litre d’essence étant de 3,80 F et le prix de la révision de SO0 F :
P(g = %‘%f , done x = 140

<est-a-dire gue la révision doit intervemir a peu pris au bout de

14 000 ki, piutdt avant du fait de la convexité,

On remargue, d"aprés tes calculs précédents, que, du peint de vue de
ce probléme, 1a consommation ne doit pas étre comptée en litres mais en
francs, ce qui n’était pas évident a prievf ; qui donne |a consommation
d'essence de sa veitare en francs aux 100 kilometres 7

En cas ¢'augmentation de Fessence, une dude plus fine est & faire car
une révision ne fait pas baisser le prix de 'essence !

Il est également possible de profonger ce probléme de deux fagons
différentes :
- un point de vue statistique pour déterminer la courbe de consommation
et les marges d*erreurs
- uf point de vue de conirdle individuel de la consommation.

Ceci peut donner des activiiés intéressanies en classe.

Pour terminer, il faut bien noter que le modéle chois dans le dernier
exemple est irds grossier, car Ia consommation dépend de Putilisation de
[a voiture ef également de phénomeénes aléatoires. Malgré ceci, je pense
qu'il est bor de montrer ce sonci d’optimisation méme si nous n’avons
pas les movens de suffisamment approfondir ; les eésultats obtenus sont
d’ailleurs Jdéja de bonnes indications.
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Par cet article, j’espére avoir su montrer 'intérét de ce genre de pro-
biémes pour les ¢léves aingi que 1a faciiité avec laquelle on pent en imagi-
ner, On peut ¢galement en rouver dans los ouvrages, tous rés élémentai-
res, suivanis :

H. LERNING — i °gnalvse en premiére scientifigue — NATHAN 1982

{4 paraitre}.

G. BESSIERE — Le calcu! intégral facile et aitravant — DUNOD 1951,

J. QUINET — Cours éldmenitaire de Mathématigues Supérieures, Tome 2
Fonctions usuetles — DUNQD 1978.

F. AYRES « Théorie et applications du caloul différentiel ef intégrol —
Série SCHAUM—MacGraw-Hill 1979,

N. PISKOUNOV — Calcul différentiel er intégral, Tome ¥ — Editions
MIR 1980.

La date indiquée est celle de 1a dernidre &dition & ce jour ; fous les
fextes sont en frangais.
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