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Analyse non standard
(Essai de vulgarisation)
par Georges REEB, IRMA, Strasbourg

.. Aussi £’ arrive que dans quelque combat,
tu me vois coupé par fe midicu du corps, comme
il nous arrive souvent, tn n'as gu'd ramasser [a
moitié qui sera tombée et la joindre & Panire
avant que le sang se refroidisse, ayant toujours
soin de les ajuster exactement ; aprés cela,
donne-moi seulement 4 boire deux gorgées de ce
Bawnmie et tu me verras auss sain gu’anparavant’t.

Dion Quichotie, chap. 7

81, comme i arrive maintes o mainies fols,
des doptes viennent & 3'&ever, ... & ridrésse-
meat se fait invanablement ...’

N. Bouwrbaki
Eléments de Muihémutique,
1t partie, livre 1, chap. ¥, introduction

Les techaiques et conceptions de 1'analyse non standard apparaissent
en 1980 comme couvrant un terrain immense. Une bibliographie quelque
peu exhaustive comporterait A ce jour mille titres, Les ouvrages didac-
Liques ¢t traités se compient par dizaines, Une étude Epistémologique du
sujet ferait remonter vers les anndes 1940, au moins, les premiéres temtati-
ves, réussies, d'une méthode trés proche de ce gue Nous appelons
sujourd’hui “analyss non standard” . Non sealement divers chapitres des
mathématiguas sont affectés pu concernés, mais aspect interdisciptinaire
saffirme. Les expérimentations didactiques Ies plus diverses s'accumu-
lent., Aussi en résulte-t-il wne impression *“rétro*’ lorsqu'il s'agit de parler,
aujourd’hui, en termes généraux, d’analyse non standard, méme dans un
bulletin de ligison entre enseighants de mathématigue.

Cependant, force est de reconszalire que, dans notre pays, I'informa-
gon sur ¢e sujet circule fort mal, et Panalyse des entraves et causes s"ave-
rerait intéressante : mais qui {enters cette analyse?

Disons-te tout de go : & notre sens, les influences directes de Panalyse
non standard sur Penseignement secondaire et de premier cycie des Uni-
versitds seront minimes (et if est bon Qu’il en soit ainsi)y. Par contre, non
seulement I'information des mgitres se repouvellera, mais notre naniére
de parier aux ééves évoluera, Je me contenterai d'un exesnple @ alors que
dans un passé récent il &tait raisonnable d’affirmer : *“La méthode ¢,6 de
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Welersirass est jg méthode gui permet de fonder Panalyse classique®, it
est clair que dorénavant on se montrera plus crconspect, On rempiacera
Particle défini la par ie prudent article indéfini wne, N'y aurait-il que cette
seule implication st notre enseignemeant, elle w'en serait pas molhs frds
importante.

Un obstacle & la diffusion de Panalyse nop standard est une confu-
sion, facilement explicable, entre contensnt (comment fonder la théorie)
ct contenu {la théorie elle-méme). Or le confenu de analyse non standard
est fort simple et trés bien intégré 2 Ia mathématique classigue IAinsi les
entiers standard de la mathématique non standard sont gquelques rares
objets de "ensemble N des entiers positifs de la mathématique classique.
Dong, conirairement & une iégende, il ne s"agit pas du tout de compléier
N, par adjonction d’objets nouveaux, en un ensembie plus large N*;
mais il s'agit de reconnadtre que seulement quelques objets privilégiés de
N , en particulier 0,1,2,3,4 eic., méritent le label standard. L’économie
d'un tel systéme saufe gux yeux : {outes nos connaigsances antérieures sur
N restent inchangées ; mais nos discours peuvent &tre enrichis par Putili-
sation de PPadjectif **standard"”. C'est on pen le cas de la télévision en noir
et blanc, ultérienrement enrichie par la couleur]. Revenons aprés cette
digression au eontenu: il est difficile de parler de contenu sans avoir un
contenans. Malheursusement dans notre affaire le contenant varie d'un
Iecteur 4 Pautre : up tel peéférers ““Bourbaki™, tel autre un exposé formel
moins ambitienx que *“‘Bourbski' ; un tiers ne jurers gque par
“Brouwer'’, et P’en passe ... Chacun de oes confenanis est utilisable ;
force est dene de choisir. Yopte il pow “Bouwrbaki®, tout en ¢ssayant de
m’y référer le moins spuvent possible.

1. Entiers et entiers naifs

Notre lecteur accepte donc de parler de {"ensernble N des entiers
naturels selon les enseignements de Bourbaki. Nous demandons mainte-
nant & notee lecteur d’affecter certains {¥émenis de N du label “‘naff*’
conformément & Pinstruction {ou démarche) suivante:

1: a) Pentier O est décrété nalf
b} si n€EN 2 été décrété naif, alors n+1 sera décrété patf,

De plus, ne sont réputés paifs que les entiers nantis de ce titre €n

verta de a) ou bl

1t est permis de raisonaner en utilisant le principe de récurrence®.

' faght d'un principe dvident en varts de &) 2e b). Ce principe ne doit pa Stre eonfondu
avee le thioriow dinduction démontré dens 1 trainé de “Bourbaki'.
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Les propriétés suivantes sont alors évidenies {en vertu de ce principe
de récurrence}

i} 0,1,2,3,4,5,6,...105,...,10%% ___ sont na¥fs.
ii} La somme, le produit de deux entiers naifs sont naifs,
i) Si # €N est nalf, slors m<n entraine @ m est nalf,
iv} Si m eyt naif, alors i existe un nombre entier n* naif et premier tel
que RT=n
v} 8i «w&N n'est pas nadf et si #EN est na¥f, alors wg.

vi} Si wTN n'est pas nalf, alors H existe o’ premier el Qque o' >w
{cet «' ne sera pas nulf).

Le lecteur continvera facilenent cette liste de propriétés et ne mani-
festera probabiement pas de désaccord guaant 4 i"évidence de ces proprié-
tés. II aura d’antant moins de doutes qu'il aura Pimpression d’un pidge :
“‘entier et entier nalf, ¢’est peut-&tre bien blanc bonset et bonnet blanc’.
Dans cette perspective, v) et vi) sont ressenties comme des affirmations
concernant des objets w qui n'existent pas, done vraies mals sans intérét,

Clest 12 que se produit, A notre sens, "incident fondamental qui est la
base de la mathématique non standard.

Nul n'a monird, ou méme apporté quelque plausibilité & lg thése
“Towt dément de N est natf™.

Le lecteur sceptique pourra toujours essayer d’éablir la thése®, ges
efforts Paméneront probablement & constater forlt & propos gue notre
prétendue thése entre guillemers est un énoncé ambigu et irrecevable.

Par contre, la thése suivante est parfaitement acceptable dans sa for-
mulation :

T: w désigne un élément (fixe) d¢ N, non naif,

En faif, 1a thése T est connue {peut-&ire s0us un déguisement og un
autre} depuis les travaux de Brouwer, Ldwenheim, Godel et Skolem. Le
fait gue la thdse T ne pent pas condudre A voe contradiction et de sur-
croit une vidence®*,

* Ce lecteur s'interrogera sur les ““moyens®” dont il pourrali disposer pour entreprendie 28
“preuve™, L'absenoe de cos movens jeite privisdment e douge sur ky thise,
** En wffet, un foxte (uidisant ke ool “awif™”) qui comduirait & une coutradiction permet de
concevadr un tents classiges {sans sconrmrace dis mot “oadf”"} qul cosdairait & une contra-
diction. En effel, la locotion » oon nail remplace un nombre finl €aw sens naif} de phra-
wsdutyps : w>l, w>le, w20,

Misux : un texie wilissnt « peut toujours Sire remplacd par un mquue fquiva-
lent fmaiz peat-ftre tréy long), Clest ks proprided dite de conservation,
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Pour siir, la thése ne tieni que ce qu’elle promeat : Iexistence d’entiers
non aaifs. Nous ne disposons pas de méthode générale pour décider que
tel ou tel entier défini mathématiquement est naif. Autrement dit, il nous
est impossible d’exhiber un entier non nalf. Mais cela ne nous empéche
pas d'utiliser ‘T pour noire plus grand profii.

Notons tout de suite des conséquences de T @

Duw,wtl, 0 o w—- I, w—2, ol ,le plus grand entier premier p, véri-
fiant p, < , sont non naifs.

2} il existe (au moins) un ensembie fini F tel que # naif enteaine nEF,
[L’intervalle [0,w] € N peut jouer le r8le de F].

3z naif et « non nalf entraine a%>a®, do owins st a»2 .

4) Il 'y a pas de sous-ensemble A de N telque “gE A" soit dquiva-
tent 3 *‘a@ est natf"”. [Un tel ensemble A wérifierait: 0EA,
CEA = g+ 1 EA ;d'oR résulterait A=N, Cest |k le pidpe signalé phus
haut].

538 ACN estiel que ‘g non palf entraine a& A | alors # existe
a€A naif [Cest uae conséquence immédiate de 4. If en résubie que F
mentionaé en 2} contient des entiers non na¥fs.

Ces propriétés semblent bizarres ou génanies; le iecteur gui les mani-
pule guelque temypss les trouvera vite naturelies; il ressentira au contraire
comune bizarre, génante, la confusion ancestrale entre entier et entier
naif.

Ces remargues nous conduisent 4 une mé&ditation : si entier et entier
nalf sont des concepts dguivalents, que penser du labeur dépensé par le
mathématicien formaliste pour établir Ie principe de récurrence dans N,
alors que ce principe de récurrence sur les paifs est une évidence?

2. Infiniment grands. Probabilités élémentairey

Dans ce parsgraphe, nous resterons dans le cadre des entiers naturels
(" utilisation e fractions de la forme 'f;}“* % n'est pas ube eniorse A cetie

attitude ; on pourrait tout exprimer en nombees entiers).

Les résultats de 1 montrent que les entiers non naifs méritent d’éire
appelés ‘‘infiniment prands”” ¢t que les régles de calend sur ces infiniment
grands sont simples 1 conformes A nos désirs. Que ces infiniment grands
jouissent de toutes les propriétés des entiers (gu'ils sont) est un avantage.
Alpst w peut Stre décomposé, de fagon unigue, en produit de facteurs
premiers, etc.
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Le calcul diémentaire des probabilités (c.e.p.) fait apparaftve I'uiilité
des entiers infiniment grands. En effet, lorsquw’en c.e.p. on expose les
schémas d’urnes, on est ennuyé par la circonstance suivante: alors qu’il
est facile de donner, pour # fixé, un espace probabilis¢ 0 (en fait
0={0,1}1) servant de support 4 n variables indépendantes X,,...,X,
dichotomiques et de méme loi, Yindication d’un 1 unique convenant
pour toute valenr de Ventier n nous fait sorctic du cadre du c.e.p.
Par contre, Uensembie Q= (0,1}, convenablement probabilisé, peut
servir, pour tout a naif, de support & la soite X,,..., X, .

La loi faible des grands nombres pour le jeu de pile ou face pourra
alors étre énoncée ainsi:

Supposons, avec les notations habituedles, oo et @ nonnatf;
posous

Yo Lot axa.
Dans ces conditions, pour # n4if : prob, {iYuémEﬂa:;«]ea

infiniment proche de § (Pour le mot “infinient petit’’, se repor-
ter aa paragrephe 3).
Le fait que poire énoncé est équivalent 4 Pénoncé classigue est &vi-

dent en raison des propriétés exposées au paragraphe 1. La démonstration
de Pénoncé est simple ef proche des démonstrations classiques.

Concluons en signalant que le cadee du ¢.¢.p. 2insi congu (o6 i n’est
done guestion que de probabilités finies) permet d'atteindre des notions
trés élaborées du calcul des probebilités, en particulier les lois fortes des
grands nombres,

3. Infiniment petits. Analyse

Le fait d’avoir distingué dans N des entiers infiniment grands per-
met de distinguer dans R (ou R est la droite numérique de “Bourbaki®’
et o NC R) des réels infiniment grands (6 €K sera dit infiniment
grand si ¢>o o0 €N non nail) ¢t infiniment petits* (0 et les inverses
des infiniment grands). Un nombre réel, non infiniment grand, sera dit
Hmité ou fini.

Ces objets vérifient les régles de caleul que ’on peut espéret. Voiei,
sans ordre ni systématique, quelques propriétés :

o, 3, v, ¢ désignent des infiniment petits >0 ¢t wEN un infini-
ment grand.

* Abel 2 formuld ains Ja notion d'infindment petit &1 *°8 est ploy petit que toute quangied
positive que I'on peut axsigner’”.
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iy 892 o1 (7w signific a—b est infiniment pesic).
ii} (I+ %}“ue‘ pour x fini {i.e. x non infiniment grand}.

[Cn peut $’en convaincre en éudiant par exemple la fonction
X9
fr+2)" e-raply) .
Cette fonction a pour dérivée : % e~*=o*'(x} . Dong, pour x
fini ¢ (x)=0. Il résulte de iii) ci-dessous que (X {0},
d’ot i’assertion].

#il) Soit une fondtion continue J vérifiant, sur I'intervalle [a,8],
¢ et b Umités, ia condifion f{x) est infiniment petit pour
x€jaH .

Alots /P fGdx est infiniment petit [On le démontre en
observant par exemple gque cette intégrale T est majorée par
(b-a)-%- ol # est un entier naff queiconquel.

iv) Le théoréme ciassigue d'approximation de Weierstrass
¢ntraipe que pour {oute fonction continue / de R dans R

il existe un polynome P(x} fel que fix)—Pix) = § pourtout
x find.

v} Au lieu d'wiliser le thdoréme de Weierstrass comme nous
venons de le faire en iv), pous pouvens par contre essayer de fe
démontrer. Voici un jalon important de la démonsiration indi-
qude jadis par Bernstein:

Considérons 12 fonction o, (x) définie powr D<x <l par:
e = £ CLapll-xpeP (!14 —-‘-)
p= 2] w Z
2
ot w est infiniment grand et ol {%} est la partic entitre de
i;—. Catte fonction vérifie

0 BTN
sz

B ne
X—e s x>
Cette formule résbile immeédiatement de certaines majorations
assoelées aux lois de probabilités bimoniales,

PulX) =
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vi) Soit P(x) un polynome nalf de la variatile x (i.e. Je degré de
P(x) est natf et les coefficients de P sont finis). Alors

I’ expression
= 1 P F
1= E PG
oll « est infiniment grand vérifie la relation :

i ]0’ P(adx

vi) Soit P{x} un polynome naif, comme en vi}). Alors, powr x
fini et o infiriment petit, ona :
P(x-t»c:) — Pix} =0
P(x+ ﬂ!)""P(X) o PJ{x)
o

La démognstrasion résulte d’un simple calcul.

i} Considérons une dgustion différenticlie y' = ) ok »
est une fonction continBment différentiable, prenant des
valeurs finies pour (x.3) finis. On recomnalt que =0 est
une solution de cetie dquation. Dans ces conditions, ia solu-
tion g{x} de ['équation qui satisfait 4 la condition initiale
gO0)=¢, ¢ infiniment petit, vérifie, pour x fini, g{x}=0.
Ce résuitat exprime une dépendance consinue de la solution
des conditions initiales, La démonstration peut dtre celle-ci:
faisons dans le plan x, ¥¥=>0), la'transformation x=x,

1
y=€¥ 2, L'éguation est transformée en :

1,
Y = 2Y plyev?)
Le second membre pour .Y finis est infiniment pefit. Hen
résulte que la solution ¢ vérifiant la condition initiale ¥{0)=1
vérifie Yl .

ix) Exercice : Pour ¢>0 donné, trouver >0 tel que |x| <y
entraine |2x+x%| <¢ . Il suffit de tenir le contrat dans le cas
particulier ol ¢ est infiniment petit. Posons n=¢*; alors
|x] <p implique |2x+x| <2+t =62+ ) <e . C.Q.F.D.
e succés de 1'opération tent en ceci ; I'hypothése ‘¢ infini-
ment pelit®™ est universelie au sens qu'elic me fait intervenir
aucune constanie particuliére au probléme traité {Dans les
caleuls usuels, on dira par exemple “si < -é—. alors
28 +6l L)L

Exercice : Spit ¢ 0 un infiniment petit ; alors Lx l_-ll-_ et
4 €

-:—{l ~¢)} sont infiniment grands ¢t infiniment proches.
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Pour &ablir que les deux quantités sont infiniment proches,

an constate que leur différence est: :_i'?

x) Foncrions (8 de DIRAC, Les discours usuels sur Ia fonction
de Dirac introduisent la fonction :

= ..-..l._,, X —( _.‘xf. q}ﬂ R
Poix) = P 203}
o rés petit. Ceci suggére "&ude des fonctions .{x) pour
>0 infiniment petlt. Parmi les nombreuses propriéiés de o,
retenons celleci qui traduit biest 'un des souhaits faits sur la
fonction de Dirac:

Propri¢té: Soit [a.b}=1 un intervalle de R, on ¢, sont
des rationnels naifs, non nuls; alors

i s €l
Iy poteldx ~ I 0 si 0&I
1'étude d’équations différentielles telles que 3" +¥=e,lx) ,
ou y"+y=ypglx} , cst tout & fait intéressante.
Varémmte : La fonction analytique définie par
y=xep{~e w) = X (x)
est souvent proposée, avec ses dérivées premicre et seconde,
comme bonne approximation {pouwr w>0 grand) de la
fonction o
- X pour xi»
K0 0 pour x=0
de 'échelon unité et de la fonction de Dirae. Posant w infimd-
ment grand, I'étude est plaisante,

L

xi) Btude de Ia fonction x — P=sin ax, w>0 2 w infiniment
graed.
Les propriétés snivantes apparaissent :

[} Le graphe de la fonction dans le plan O, aura I"sspect
suivant (of convient dans un “‘croquis’’ de ne pas distinguer
deux points de coordonndes infiniment proches): il “‘remplit™
l& bande: |pj=l.

2} Pour un intervalle T,ona !Islnwxdx =~ 0.
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4. Lonettes ou loupes,

et “‘par ke grand bout de Ia lorgnette™

Adoptons fermement le pointé de vue qui vient faire ses preuves:
“*Drans on croquis plan, on ne distingue pas des points infiniment proches
(autrement dif on agit comme si le pouvoir séparateur de I'cef] s’arrdtait

exactement A 1'infiniment petit)”’. 1l est dés lors intévessant 3’ observer les
graphes de certaines fonctions {ou d'autres objeis) agrandis ou rapetissés,

Définition. On appelle loupe ou hunstte de puissance o {w>0 infini-
ment grand} appliquée au plan O, Papplication linéaire (en fait homo-
thétie) du plan ©,, sur Oxy définie par les formules

wx = X
@y =Y
Plus généralemest, la transformation d'éguations
wix—e} =X, wy-9 =Y
est appelée loupe centrée en {e.y) .

11 o5t intéressant d observer qu’une loupe, centrée & 'origine, envoie
tous les points finis, autres que Porigine, et certains points infiniment
proches de {Porigine, hors du champ de vision (X, ¥ finia).

Exempie 1. Appliquons 1& loupe de puissance w au graphe de la fonc-
tion y=p(x) en centrant au point (xuy )=l , x; finl. Etudions le
oS ot @ix)=er.

A la loupe, pous verrons le graphe de ks fonction définie par:
wY = eMevX — 1),
ou encore par un développement de Tayior:
Y = X1 + #(X)) o0 #X} = 0 pour tout X fini,

Autrement dit, pour X fui, la loupe nous montre un graphe indis-

cernable de Ia droite d*équation 'Y = £%9X ; cette droite est évidemment
ia tangente au graphe &tudié,

Exempie 2. La fonction définie par y = ¥@sin -i: sert souveni A
illustrer la possibilité d'une discontinuité pour la dérivée d’une fonction,
La loupe centrée en (x = 2—:;,)' = 0}, 00 n est un entier infiniment
grand, nous fait voir le graphe de la fonction:

Y= Ax + L ysin —o
w 2t ¥ o4 4
2xn
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Posons w = {2anp .

Alors Iz loupe nous fait voir la courbe (¢t non une droite) d'équation
¥« — sin X . Chest un signal qui pous avertit d*une disconiinuiié de la
dérivée.

5. Equations différentielles

Les champs d’application de V'analyse non standard, méme dans ie
cadre &roit de notre excursion, sont nombreux; il ne fait guére de doute
que Fanalyse non standard fournira aux sutres sciences un vecabulaire et
des modéles inddits.

La lecture des guvrages consacrés 4 )'analyse ron standard mentre ia
richesse de la moisson possible, avssi bien en:

calcud dex probabiiités, o\, par ¢xemple, un ensembie probabilizé fini
(donc facile A manier) permet de faire vivre bien des notions dont on pou-
vait l?enser qu'elles demandaiont nécessairement la théorie &laborée
usuelie;

mécanique des fluides ol les phénoménes tels que la turbulence ou la
couche fimite peuvent 8re un peu plus facilement décrits par le nouvean
langage;

cosmoiogie ol interviennent des échelles ayant une hiérarchie com-
plexe, miais chague échelle &tant justiciable d'wne géométrie qui lui est
adaptée.

En attendant de tels développements, des thémes mathématiques
plus modestes ont &é fouillés. Parmi ces thémes, celi des éguations dif-
férentielles odinaires semble prometteur ; nous voudrions, dans le cadre
de cefie excursion, en convaincre i lecteur,

Premier exemple: y* = y + sin @), w infiniment grand. 1'éguation
proposée ¢st intégrable par quadrature; son aude classigue ne 5¢ heurte
donc pas & des difficultés particuiiéres.

Motons cependant guela formulation du probléme : “*Eiadier fes cro-
quis des intégrales de cette équation, pouwr x,y finis’’ demanderait une
fermulation quelque peu plas sophistiquée dass le cadre de la mathémati-
que classigue.

Notons l'invariance des lignes intégrales por les translations le long
de Paxe des x & émdmns les solutions satisfaisant aux conditions ini-
tinles (0.)p) .
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Nous voyons apparaitre deux cas:

, )fww= I7el << Ifie. |yy| <1 et T— |y n’estpasinfiniment
pEtit).

Dans ce cas, sur cerfaines korizontales, infinimnent prochesde y=y,,
ia pente est négative; sur d’autres, ¢lle est positive, Cect falt apparaltre
dex trappes infiniment étroites, et chague trappe contient d’ailleurs ape
trajectoire rigoursusement horizontale. *“L'oeil o’ verra donc des trajec-
toires horizontales.

2mecas: [y >> Fidisons yg > > 1.
Les pentes sont positives et i'ceil verra des courbes ascendantes. Mais
quelles courbes? .

Prenons un point (x5, 5y d’une ligne intégrale ¢t calculons, pour un
accroissement Oy = %;5 de y A partir de ¥, , "accroissement coires-
pondant Ax de x . H est donné par 1a formule;

I g+ Dy Oy
m = %q.z__. R du N
, y+sin ey 0 (ro+ st wl¥e+u)
-3

La fonction 3 intégrer est infiniment proche de:

/(v + sin ww) , du moins si % est entier, ce que nous pouvons

admetire sans inconvénient. On en déduii:

2x
L . L [ -
Ay Iz 0 Yo+ sinet 200 -

L éguation différenticlle initiale concerne le chamyp de pente y + sin wy
gui change trop rapidement pour &re suivi i I'eeil, Notre calcu suggére le
champ associé 4 I'équation:

(1) ' 7 ¥ =1
gqui ne subit pas de variation rapide.

Wous espérons que "mil **verra® les trajectoires de (1); il n'est pas
difficile de démontrer que cet espoir n'est pas dégi. Notons encore que ia
tangente vraie aux trajectoires varie rapidement (crépitement).

Deuxidme exemple: L*&tude classique du premier exempie ne présente
guére de difficultés. Mais qu'sn est-H des propesitions suivantes {toujours
avee « >0, infiniment grand}:

Y =x +sinwy,y = sinexy,y =sinex -+ sinoy?

Troisiéme exempie : On connait 'importance de ['éguation différentielle
de Yan der Pol:

e+ -1 +x=0,e>0,
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+ Fintérds toun particulier de 1"étude du comportement asymiptotique des
golutions de cetie équation lorsgus ¢ tend vers O, De notre point de
vue, le probiéme suivant a un sens; *‘Emdier P'éguation proposée pour e
infinkinent petit’’, Cette <tude s¢ trouve &ire payanie, ¢ noOus renvoyons
aux articles originaux pour pius de précision.

Quatriéme exemple : Considérons une £guation différenticiie de la forme

¥’ = @lx,3}, v continue mais non Bpschitzienne, {par exemple »* = ',(f"y],
et 'éguation approchéde ¥’ = P(x,)} oi P est un polynome tel que
P(x,7) = fix,y) powr X,y finis. La derniére équation {(ncn naive pour
siir) vérifie Punicité de ia solution pour des conditions imitiales {xg ¥y .
1i?.’étm:h: comparée des deux équations y” = fix,)) et ¥ = Px,)) et
THctususe.

6. Généralisations du point de vue précédent.
La théorie 1.8.T. de Nelson.

Ltutilisation des entiers naifs, & Pexclusion d’une conception quelgue
peu générale d’objet naif, est par trop restrictive. Rappelons que abjer ¢t
ensemble sont synonymes. Aussi allons-nous parer 2 cet inconvénient par
ia définition: Un sdjet a est dit Nalf &%l est représentéd par un ossem-
blage formde des seuls signes fogigues et des signss € eof = |, 4 Pexclu-
sion de teuie constanie.

Les entiers naifs sont Naifs au sens de la définition précédente, mais
la réciprogue est dventueilement en défaut; d*on Ia distinction entre naif
& Naif.

Les objets Naifs ont un comportement fort agréable dont les proprié-
tés suivantes Svidentes donnent une idée:

A} 1 existe un ensemble fini G {non unique)} el que tout objei Naif
g viérifie a € G . Tout ensemble infini posséde done des &éments non
Naifs.

B) Si a.f sont des cbiets Naifs, alors les objets suivants sont Naify
axf, 9@, d, fa) ...

C} Un ensemble Nalf « # ¢ posséde au moins un éément Naif {cela
résulte de 'axiome du choix, ou si pous nous en tenons 3 Bourbaki cela
résuite du 7 de Hilbert; 7 sera cet €lément Naif].

1Y) La propriété C} entraine que deux ensernbles Naifs 2.b qui ont
les mémes Sléments Naifs sont égaux,

Avec ces propridiés, on a déja Ja possibilité de développer use mathé-
matique plus efficace que celle des entiers naifs. Cette mathématique est
évidemment consistante (si 13 mathématigue classigue I'est) ¢t elle est
conservative.
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Néznmeins, cetie facon &’opérer présente quelques inconvénionts:
les obicts nalfs ou Natfs sont congrets, leur maniement n'est pas réglé par
des axiomes, mais par des constatations. De plus, on est amené & dtendre
5308 ces;e ce champ de constatstions. Pabord les naffs, puis les Nuifs,
puis ... '

Pour cetie raison, les mathématiciens préfdrent, aux objets concrets
et aux constatations qui ks concernent, une réglementation axiomatique
de concepts abstraits, qui reproduise sy mieux le comportement des
objets concrets. E. Nelson a proposé une telle théorie axiomatique, sous
e sigle 1.8.T. de la mathématigue non standard. Lz notion concréte
d'objet Naif y céde la place & la notion abstraite d’objers standard. Lo
maniement des objets standard est réglement€ par les trois axiomes [, S et
T. L’axiome I (pour idéalisation) comespond en gros 4 A; Vaxiome T
(transfert) est plus ou moins analogue & P, L'axiome 8 {standardisation}
n'a guére d'unalogus dans ce qui précéde: on pourrait inventer une
notion concrdte qui lui serve de suppert. Mais 4 guoi bon: la théorie
L.8.T. est exceliente. Notops quand méme cect : ks congistance et Ia con-
servation de L8.T. demandert une démonstration assez difficile par
copposition 4 |"évidence de ces propriftds pour les objets Maifs.

Quelgues documents, parmi d’aunfres, & appni de la thése T

i ... Les mathématiciens paraissent d'accord pour &) conclure
{aussi) qu’il n'y a guére qu’une concordance superficielle entre nos con-
ceptions ““intuitives™ de la notion d’ensemble ou d’entier ¢t les formalis-
mes gqui sont supposés en rendre compte; I désaccord commence
lorsqu’il est guestion de choisir entre les wines et les autres™.

N. BOURRBAKI:
Eléments d'Histoire des mathémariques, p. 62, Paris, 19650

2 1 fayt noter de nouveau que ceite déNnition des mots “fini"" ot
“‘entier natursel’” leur donne un sens tout A fait différent du sens habituel,
. il peut arriver qu'un ordinal fini ait une infinité (au sens intviti)

déiéments. J.L. KRIVINE:
Théorie axiomatigue des ensembles, p. 44, Paris, 1972

3 Que i& formaliste soit obligé de donner une démonstration en
forme de ce pringipe [d’induction complite], qui est évident #n s0i pour
les entizrs de Iintuitionmiste, en raison méme de leur génération, moatre
en méme femps que le premier ne sera jamais A méme de justifier son
choix d’axiomes ... par une preuve de consistance de sa théorie.

L.E.J. BROUWER;:
Intuitiopism and Formalism, Boll. Am. Math. Soc. 20 (1913) §1-96.
Note: les “entiers de 'intuitionniste’ sont ies enticts naifs.

&7



Bulletin de 'APMEP n°328 - Avril 1981

4 ... D'sutre part je pensais qu'il &ait tellament clair que cetie
axiomatique de la théorie des ensembles ne pourrait constituer une base
ultime ¢ satisfaisante de Ia mathémiatique, que les mathématiciens, dans
lear ensemble, ne s'en soucieraient gndre, Cependant iai constaté récem-
ment, 4 mon grand étonnement, gue trds nombreux sont les mathémati-
ciens qui considérent ces axiomes ensemblistes comme une fondation
idéale de 1a mathématique: pour cette raicon it m’a sembié oppoitun de
publier une critique.

Th. SKOLEM :
Actes du congrés math. scandinaves (19225

% .. Une {ois que Pon récupére du choc de s’entendre conter que
les infinitdsimaux sont parmi nous, dans les ensembles qu nous sont
familiers, on trouvers noire approche trds facile 4 utiliser.

Bd. NELSON: voir bibliographie

& Dans son célébre article yur 'infini Math. Ann. 95 (1925 161-
190], D. Hilbert analyse la situation inéluctable suivante : axiomatisation
implique intrusion d*objets idéaux.

7 On powrra refire les célébres discussions entre Borel, Baire,
Lebesgue, Hadamard reproduites dans Cing lertres sur la théorie des
ensembies. Bull. Soc. Math. de France. 33 (1985}, p. 261-273.

Bibliographie

ROBINSON Abraham: Non standard Analysis, N.Y. (1966} et (1974).

Ce livie constitne Pacie de naissance de P'analyse non classique, Par
son souffle, sa profondenr d’inspirstion, son &lectisme et son ambition
interdisciplingire, cet ouvrage reste (&1 restera peui-&re longtemps) iné-
galé! [Consautier A ce sujet Bull, Am. Math. Soc. 83 (1977) 646-668).

NELSON Ed.: Ingerpat Set Theory, Bult. Am. Math, Soc. 83 (1977}
1165-2198.
Cet article est en méme temps ung introduction & Ia biblipgraphie.
SCHMIEDEN (. et LAUGWITZ D.: Eine Erweiterung der Infinitesi-
malrechnung, Math. Zeitsch 6% {1958) 1-39,

€t article est le témoignage imprimé des &onnantes applications
didactiques, par Schinieden, d’idées qui remontent 2 1950 (Cependant, i
est impossibie de rendre par écrif la saveur de Penseignement du mafltre).
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En écrivant &:
LR.M.A., 7rue René Descartes, 67084 STRASBOURG CEDEX,
on peut se procurer diverses publications:

4) LUTZ R, et GOZE I.: Pratigue commenitée de la mathématique
non classigue. 180 pages.

b)Y HARTHONG I 2 Le Moiré.

Dans ce travail on peut voir la mathématique non standard a Pocuvre
sur un probléme concret que la mathématigue classique a ignoré dans un
prudent attentisme.

¢} Divers articies de DIENER F,, DIENER M., CALLOYT J.-L.,
BENQGIT E., URLACHER E., TROESCH A., REEB G., concernant
surtout les problémes de perturbations singutidres des dquations différen-
ticlles ordinaires.

Phutdt que de donner au lectewr une liste des principaux traités
d’analyse non classigue déid parus, ou dont ia parution est annoncée,
nous préférons terminer par une référence 4 une curicuse, violente et bien
inutile polémique: il s'agit d’une analyse d*un livre de Keisler (Elemnen-
tary caicuius, Boston, 1976) publiée dans le Bull. Am. Math. Soc. 83
(1977 205-208. {Consulter également Bull. Am. Math. Soc. 83 (1977}
1008 et Notices Am. Math. Soc. 179 (1877 269 et 283 et I"Amer. Math,
Monthly}. :
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