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ECHANGES

Langage, synonymie et démonstration
par Francis REYNES, Lycée d’'application de 'E.N.S., Dakar

Si Pon se référe & la hidrarchie des ““stades® établie par Jean Piaget,
on peui consiater que fe premier cycle de 'enseignement secondaire cor-
respond approximativement au passage du ““stade opératoire congrei’” au
“'stade opératoire formel”, le premier étant marqué par une dépendance
de la pensée vis-a-vis des contenus auxquels elle s’applique, Ie second
dani caractérisé par Paccession au coneept e au raisonmement
hypothético-déductif. D'autre part, les 'strucivres cognitives™ dégagées
étant des structures mathématiques (en particulier ireillis et groupe pour
le stade formel), on est ainsi facilement amend & penser gue, presque ‘*par
gssence’”, 'activité mathématique constitue un facteur — ou A tout le
meins un catalyseur — privilégie pour offeciuer ce “'passage du concret #
Vabsirait’',

Certaines conditions doivent toutefols étre remplies, et dont le non-
respect est probablement 1a cause fondamentale de bien des “‘blocages™
ou “refos’ ;

L'enseignement e doit pas imposer des structures que Pintelligence
doit construire par elle-méme, car ¢'est, sinomn, refuser A cette derniére la
possibilité de fonctionner er de se développer normalement.

L’enseignement ne devrait domc surtout pas imposer des concepis
hors de portée de la capacite d*assimilation des éleves, car ¢'est, sinog, le
processus meme d’élaboration de ces concepts Qul sera perturbé, ¢e qui va
plus loin et & des conséguences pius graves que Ja simple incompréhension
locale et momentande.

DYautre part, le role du langage devrait 8ire précisé avee plus de clarté
ot d’ingistance @ au cowrs du développement de Pintelligence il prend en
effet une importance qui croft, pourrait-on dire, de zéro 4 Vinfini...

“Le langage Joue un rile particufidremnent important car, contraire-
mEnt QUX quires Instruments sémiptiques gui sori construits par Uindividu
au fur et d mesure des besoins, le langage est défa tout élabord sacialement
et contient d'avance, & l'usage des individus gui apprennent, un ensem-
bie d'instrurnents cognitifs au service de lz pensée.” {I. Piaget, B, Inhelder :
La psychologie de U"enfant).
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Il me sembie indispensable de préciser un peu cette variation du réje
du langage entre l¢ “‘stade concret” et ke “stade formel™ :

“Les mémes difficultés que Penfant de 7-8 & 11-12 ans rencontre
lorsqu’it s'agir de raizonner formellement ou “‘abstroitement”’, il les
igrore dés gu'il el est possible de raisonner concrétement sur des objels
afferts @ son action.”” {J. Plaget @ Le jugement ¢t le raisonnement chez
Penfant}.

“Ce n'est pas lg possession de certaines expressions gui Struceure
Popération, ni leur absence qui empéche sa constitution ; les expressions
S'aequidrent et fewr emplol devient fonctionnel selon un proceéssus sembla-
ble au mode de structurgtion de U'opdration elle-méme, d savoir par un jeu
de décentrations et de coerdinations. L’apport du langage est G chercher
Sur un qutre plan : il peut diriger Pattention sur las facteurs pertinents
d'un probléme, tout conme il pent diriger les activités perceptives. De
cefte fagor le lgnipoge pett préparer ['opérition mals jl w'est ni siffisont
ni nécessaire & la constitution des opérations concréfes.” (H. Sinclair :
Acquisition Jw langage e dévsloppement de la pensée). -

“Le langawe transmet ¢ Findividu un systéme towt prépard de
notions, de relations, de classiffcarions, bref un potentie! indpuisable de
concepts qui se reconstruisent en chague individu sur e modéle multi-
séeudaire apant déjd faconnd les générations antérivures. Mais i va de soi
gue, 4 cefte collection, Penfant commence par emprunter senlement ce
qui ki convient, en ignoront superbement tout ce gui dépasse son riveau
mental, £t encore ce qu'il emprunte est-il assimilé selen sa structure
inreflecruelie.” (1. Piaget : La paychologie de Uintelligence).

“Le fangage une fois acquis ne suffit nullement a assurer }a transmission
de structures apératoires toutes faites que {enfant recevrail ainsi du
dehars par contrainte finguistique,”’ {J, Piaget : Problémes de psychologie
géndtigue).

““H est absurde fvoir dangereice) d’enseigner a des enfants qui n’oni
pos les structures mentales qui leur permestraient de les appliquer @ des
contenis, des langages ““vides”. Ceci induit en effet des compaoriemernts
langagiers qui peuvent donner {'Hlusion d’un accds & des comportements
d’un niveau supérieur el qui ne soni, en fail, que des comporiements de
perroguers.”” (F. Jaulin-Mannoni @ Recherche sur les fondements d’une
pédagogie authentigue).

““Les vpérations propesitionnelles quf se constituent de 11-12 ans 4
14-13 any sont alors manifestement plus lides § Pexercice de la communi-
cation verbale et Pon voit maf comiment elles se développeraient ou plutit
comment clfes achévergient feur développement sans Femplol du
fangage.” (X, Piaget : Probiémes de psychologie génétique).

Ainsi, une mauvaise appréciation du réle du langage et de I"évolution
de ce role favorise Vapparition de deux erreurs concomitantes — et qui
sont, je & crains, frop souvent comumises dans notre enseignement
{primaire puis secondaire) :
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1) Lud accorder trop de place ax débue {stade concrer), ¢'est-a-dire
faire passer un apprentissage verbal avant un apprentissage opératoire.

2) Ne pas lui accorder ene attention suffisante ensuite (stade formel),
au moment oul it doit devenir le support privilégié de [a pensée.

L'enseignement tef que nous le pratiquons dans le secondaire se falt
fondamentalement par [a médiation d’un langage {oral ou écrit). II ne
saurait dong prétendre 4 quelque efficacité que dans la mesure ot le lan-
gage utilisé constituera pour les éléves non plus un handicap mais un véri-
table instrument. En ce qui concerne plus particuliérement enseignement
des mathématiques, une certaine maiirise du langage mathématique
semble donc un obiectif asser prioriaire, ¢t prérequis pour toute activité
qui veuille éviter de devenir un “comporiement de perroguet’’ (Corriger
des copies de Bac permet de se faire irés vite une idée des progrés qui res-
tent a accomplir en ce domaine...). Plus précisément encore, €t commie il
a é1é relevé au début, le premier cycle parait &re I'intervalle intermédiaire
et crucial ot deit s'effectuer Je fameux “‘sant dans "abstraction’*. Pour
un professeur de mathématiaue, cela se manifeste par 1a possibilité gui lui
est {enfin} accordée de faire des démonstrations et... de tenter d'en faire
faire...

Démonstration... Mot mystérienx ef magique pour ces €éléves gui en
découvrent soudain les vertus {quand c’est te prof qui les fait) e les
vices... quand ce sopt eux gui 'y collettent... Notion clef pour tout
professeur,

Lorsqu’on pense “démonstration’, c’est d’ordinaire Vidée de
“déduction”’, 1a notion & ‘enchafnement logique’” ou le concept &impii-
cation gui viennent assez spontanément et *‘naturellement’’ & Pesprit. Et
Penscignement de la mathématique aurait la noble tdche de promouvoir
¢t de développer la structuration logique de ls pensée. .. Les ennuis surgis-
sent dés gue I'on commence 4 essayer de mettre en pratique ce généreny
mais épineux projet @ aprés un certain nombre de constatations améres
- sinon désabueées —, on en arrive plus gu moins vite mais pratigue-
ment & coup sir & un énonce du genre : “Fuaire une démonstration ? Muais
ga ne s'apprend pas ! Conclusion ou postulst 7 Découverte ou
décret 1...

11 est certes banai de constater, lorsqu’on suit des &éves d'une année
2 Ba suivante, que te] concept gui posait awparavant des probiémes
majeurs, sinon insurmontables, **passe’ alors avec une facilité déconcer-
tanie, Et Uon est bien incapable ’expliquer un aussi radicat
changemert... Assurément, et surfout dans fes “‘petites classes”, Paspect
sous lequel est présenté un concept mathématique joue un réle important,
parfois méme détesminart ; mais aussi astucizux ow génial pédagogue que
Fon soit, il ¥ & des choses que 'on ne pourra jamais Taire assimiler a un
£itve de sixidme ou de cingeidne ; la maturation ¢st évidemment une
condition nécessaire, les rravaux de Piager ¢f de ses collaborateurs sont
assez Sloquents...
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Mais méme si 'on se pigue d'épisiémologie génétique {atiention 4
I’overdose) on ajoutera que Jean Plaget domme de trés (ines descriptions
des capacités ~ réelles ou virtuelles — a tel ou tel de ses “stades™, &ablit
une filiation chronologique de structures cognitives, mais gu'en ce qui
concerne les mécanismes d’acquisition, le schéma “‘assimilation-
accommadation®, I* ‘équilibration progressive’ ou la “réversibilité opé-
ratoire’” constituent a coup siir de trés séduisants modéles théoriques mais
ne nous renscignent gudre, dans la pratigue, sur les facteurs gui font que
“le passage du “concret’ G’ “abstrait’’ n'est pas tant un probidme péda-
gogique qu’un probléme épistémologique fondpmental,”” (1, Deveze).

Et n'at-on pas déjd assez entendu que “les figisons logigues ne
s'enseignent pas, elles se découvrent™ (C. Hug : L'enfant ot la Mathéma-
tique} et que P “on ne spurait communiquer 4 quelquun quelque chose
qu’il ne doit pas recevoir mais construire” (F. Jaulin-Manrnoni : Pédago-
gie des structures logigues démentairesy ?

Que faire, alors ? Bn revenir & la “*bosse’’ ? Certes non | Mais ne pas
perdre son temps, comme des alchimistes, & chercher une ... *‘plerre
mathématiguale™, une formule magique qui ouvrirait I'entendemeny de
nos léves aux rigneurs de la logique.

Cela pour dire que je me limiterai done ici @ gquelques réfiexions sen-
Iement susceptibles d’améliorer quelgue peu le rendement de nos efforis,
g1 pour expliguer et justifier le fait que j'abandonnerai le terrain de la
déduction lfogigue, qui reste pour moi beancoup trop mouvint et én
friche, an profit de celui de 1"équivalence logique — que ’appellerai
“synonymie’’, comnie je le fais avec mes didves de premier cycle — gui
me parait beaucoup plus accessible ef fertile, et ce d’zutant micux que je
ne suis pas du tout persuadé gire ce qui bloque les &iéves soit un probliéme
de déduction. Je crois gue 1a qguestion est plus vaste et dépasse en fait le
champ mathématique (et e champ de Vécole., } car efle est : comment uti-
liser efficacement ses connaissapces 7 Conmunent s’y prendre pour gue ce
que I'on sait serve 4 queique chose ? Bt je crois que, 14, le professeur de
mathiématigue pent jouer un rdle assez privilégié : n'avons-nous pas trop
sotvent remargué que trop d'€léves ““ne savent pas appliquer les défini-
tions’*, **ne savent pag utiliser les théorémes' 7 [l ne serait donc pas Lant
question d¢'une faiblesse de i déduction logique en tant gue telie gue
d’une difficulté 3 la metore en situation de servir. A coup siir un probléme
de méthode. Bt pent-&re davantage une guestion de forme que de fond,

Et I'occasion pour moi d’enfourcher une fois de plus mon cheval
favort en affirmant qu'il ¥ a encore ici, 4 1a base, un probléme de langage,
de traduction, d’ol 'importance de la synonymie.

Ponner des noms et stiribuer des qualificatifs 4 deg obiets constitue
une activité primordiale, en mathématique oomme aillesirs. A ce sujet, je
me permettrai de rappeler deux évidences :

o) B faur nomumer fes abjets pour pouvoir en parler,
3) H ne fout pas donrner le méme nom § detix objets.
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Cas deux kapalissades feront sans doute sourire le lecteur ““averti’” et
il aura tor  car "éléve, lui, n’a quasiment jamais &£ averti, £t un bon
aombre d'erreurs proviennent de ia non-observation de ces deux régles
élémentaires.

Enoncer une définition, cela peut &tre baptiser d’un certain nom un
certain objet jouissant de certaings propriétes qui, du coup, (**par défini-
tion™, précisément), fe caradérisent. Par exempie une relation est appelée
““injaction’” si

Enoncer une définition, <eia peut &re dpalement donner dn sens A
gne certaine Jocution, 3 un “fien verbal’ (&tre inclus dans, #wre parajldle

yeesds

Pans un cas comme dans Iautre on utilise une synonymie, et certe
udilisation devrait étre systématiguement explicitée car clle conditionne la
future bonne uiilisation de la définition, clle met en évidence Paspect
“opératoire’” des définitions mathématiques gui réside en cedd que toute
définition contient ~ et souvent impose ~ une méthode a employer pour
prouver quun objef posséde ia propriété gu’elle énonce, On peat remar-
guer qu'il s'agit davantage ici de vérification que de démonstration au
sens *‘noble’” du terme. Quoi qu'dl en soit, dans bien des situations on n'a
pas ke chioix @

Pour prouver qu’une application fest injective, on ne peut pas faire
autrement que cComMMencsr par &crire @ splenf a et b tels que ffaj = fb).

Pour prouver qu’unm ensemble X est inclus dans #n ensemble Y, on ne
peut pas faire autrement que commencer par écrire : soit e€ X,

Pour commencer de telles vérifications i 0’y a, & proprement parler,
pas 2 réfléchir, encore moins 2 hésiter. Yinsiste sur ce point : dans de tel-
les situations on doit Hitdralement agir par réflexe conditionné : cela fait
gagner de temps et épargne de l1a fatigue. .. Bt lorsgu’on parle d’objectifs
dacquisition on devrait associer indissolublement Pintégration de ces
réflexes a 'apprentissage des définitions, le rdle du professeur &ant alors
de révéler le lien de nécessité fogique qui lie la définition 4 la méthode de
vérification.

Proposez 'exercice suivant en fin de seconde ou début de premisre :

Soit [ une application de E vers H ; soient A el B deux parties de E.

Démaontrer que st AC B alors f{AJCHKB) .

Vous constaterez sans douts, comme Je Pai fait 2 maintes reprises,
gue la plupart des &i¢ves commencent par &crire : soit xS 4.

Pourquoi ...

Peut-étre parce qu'*‘on™ lewr a répété que, pour faire une démons-

tration, il fallait partir de Phypothése pour aboutir 4 la conclusion, ¢t non
Vinverse.

154
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Or, en fin de seconde, éléve “standard”” sait faire la distinction @ i
voit clairement que hypothése, ici, c’est : AC B. Alors il part... Mais i}
ne sait pas o il va !... Car il ne sait pas se poser les bonnes questions.

Ii faut, effectivement, faire deux *‘tas’’ bien distingts : d'un cotétout
o que ’on sai ; de ’autre la questien. Lorsqu'on dit ““question™, on
attend en géndral (et A bon droit) an point d'interrogation, Foree est de
constater qu’il o’y en a pratigoement jamais dans les énoncés... Alors il
fant apprendre 4 en mgttre : il faut appzendre & retourner tous les
“démontrer que” comme des chaussettes pour lear faire cracher leurs
points dinterrogation !

1) Je sais que, fest une applicationde Evers H; ACE; BCE; ACH
2} Alars, quelle est Ia question que je me pose 7

Car la question améne, sinon la réponse, au moins la méihode : en
effer, 4 partir du moment 04 je me suis demandé © est-ce gue f{AJC B 2
i n’ai, comme o Pa vu, plus le choix ¢ j*éeris “sans réfléchir™ : soi
u€ fA). I'ai réfléchi avant, pour me poser la bonne question, et je vais
réfléchir aprés, pour essayer de faire avancer Ia vérification, sachany gue
la cible gue je vise, la conclusion 4 laquelle je veux abontir, est 1 w€ ffB).

1.4 définition de {"nclusion ne pourra valablemend &ire considérde
comme assimilée, opérationnelle, que lorsqu’auront &€ acquis ; 1) 'apti-
tude 4 poser {a guestion adéquate 3 2) le réflaxe d'écrire ipse fasto Ia
phrase de départ ; 3) la capacit¢ de dégager clairement le but 4 atteindre.

On pourra facilement me faire remarquer qu'avec un tel critére je
jugerai sans doute bien peu de définitions correctement assimilées, o je
répondrai sans hésiter : oni | ot ¢’esi bien 1A of le bl blesse !

Alors comnraent faciliter P'acquisition de ces réflexes conditionnant Te
bon démarrage ¢’ une démonstration ? Essentiellement, je crois, en insis-
tant sur les synonymies : gue veut dire 7 est injective™ T Que signifie
“MCK” ? Et ginsi de suite, sans tréve... Savoir de guoi on parle, §re
capabie d’expliquer — c'est-a-dire de remplacer une formulation par une
autre qui recouvre le méme sens - me semble primordial. Eit ce n’est pas
en seconde ni en guatritoe qu’il fant commencer de telles activités, mais
bien en sixiéme (cf. “‘Mathématique er langage formel™ et “‘Langage
mathématique et Logigque’’} car elles sont i Ia {ois fondamentales et par-
faitement réalisables & ce niveau. 11 me parait tout aussi regreitable et nui-
sible de ne pas utiliser des concepts qui sont 4 la portée des &éves qu'il est
ridicule ot dangereux de tenter de leur en faire ingurgiter qui dépassent
leurs possibilieés,

En premiére approximation, on peut dire gue la synonymie est aux
phrases ¢e que ['égalité est aux désignations d'ohjets : deux phrases seroni
_ dites synonymes lorsqu’elles ont le méme sens, lorsgu’elies traduisent la
méme idée, lorsguelles décrivent une méme sjtuation. Une telle formuia-
tion, assurément floue et pas rigoureuse, est pourtant parfaiternent accep-
table {et acceptée) en sixidrme pourvu que Pon donne suffisamment
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d’exemples ‘‘bien choisis”, et elle se révéle d’une atilité remarquable of
fortement croissante au fil des mois en méme temps que (ou parce que),
les exemples devenant de plus en pius nombreux, le concept se précise et
s'affine.

L'utilisation de la synonyinie est évidemment a rapprocher de celle
de I'égalité, quoique leurs domaines respectifs soient 4 disjoindre sans la
mioindre ambiguité, En effet, de méme que on peut toujours remplacer
une &criture par une écriture égale, par exemple pour conduire un algo-
rithme, de méme, pour développer un raisonnement, on pewt fovjours
remplacer une phrase par une phrase synonyme : “¢a ne change rien’”,
“*sa dit toujours la méme chose’”, oul, mais ¢z le dit d’vne antre manidre,
ef c’est précisément ce changement de forme qui déblogue Fa sitoation.

Pour s'en rendre compte, analysons un peu la démonsiration de
Pexercice proposé précédemment : ayant acguis les bons réflexes, on a
dounc Sorit sans hésiter © soif w6 fTAL Bien ; of malstenant T Maintenant
(at sans cesse) H faut : 1) se demander © qu'est-ce que cela veut dire ?
2} Avoir {et garder} dans sz ligne de mire 1a cible A atteindre : € 1B,
Pour pouvoir répondre 4 Ia question do ) il est dvidemment indispensa-
ble de savoir les définitipns, de connaltre la signification des écritnres que
’on rencontre et emploie, Que désigne "écriture ffA; ? - L'imuge de A
par f. — Mais encore 7 — L ensembie des imaves des dléments de 4 par f.
— Alors que veut dire : w EAA) ? - Que u esf Vimage par f d'un élément
de A, — Clest-a-dire T — il y u un diément de A, que je vais appeler ¢,
dont Uimage par f est w. — Traduction en langage mathématique 7 —
HEA, fit) = w. OUF {... Certes ; mais il fallait absolument en arriver a
ce *4" pour pouvoir faire évoluer les choses (nécessité de nommer. .} :

€A et ACH donc.....
€ B donc JUUIE ...
JEFEB) et fit)=u donc.....

DEUX REMARQUES

1°} La fameunse Hypothése (A C B) ext intervenue assez discréite-
meni, et il a fallu lui préparer 1rés soigneusement e terrain pour qu'elle
puisse jouer son rile ; elle ne peut pas s'insérer dans n'importe quelle
configuration.

En Fait, la formuotation “démondrer que st A O B aolors f{A) C fiB}"'
semble privilégier abusivement I'hypothése A ¢ B, qui n’est en fait
git'une des hypothésex ; il est patent de constater que, dans la démonstra-
tion, on utilise bien d*autres ressources, en particulier une propriété qui
n’est aucunement suggérée par Pénoncé : la substituion par épalité, qui
permet de conchare.

29 Les déductions qui sont faites ici sont & la portée de I'8léve “*stan-

dard’ de quatriéme : ce n'est donc certainement pas 1a que réside la diffi-
culté de la démonstration...
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Analysons d¢ méme un deuxiéme exemple *“classique™ : f et g dési-
gricnt dewx applications tefles gue gof soit définie, démontrer gue 5i gof
est injective alors | est injective.

Beaucoup trop d'éléves compromettent irrémédiablement lenr
dérsonstration en... partant de "hypothése, ¢’est-d-dire en &rivant :
goflx) = goflu}.

Or, in question étant “‘évidemment'’ de savoir 5i f est injective, ke
réflexe associé doit done 8ire d'éorire : soient x ef w tels que fix)= ffu} , et
1a cible visée : x=u . Et aprés T Comme on Va dé&jd vu, le probléme est
alors © comment se secvir de ce que Pon sait 7 Or ce que 'on salt concerne
gof 1 il faut done se débrouiller pour faire intervenir gof { Crest [une fois
de plos...} un concept “‘Elémentaire™ qui permet d'efieetuer le pas déci-
sif : i"égalité et sa propriéié fondarmentale de substitution - élémentaire,
mais dont Putilisation ici est rendue un peu plus difficile par la plus
grande complexité de Déeriture et de la situation : ¢ = B done
gl =gl et iclii faut ¢h plus remplacer g par K et & par Kud... cf. la
notion de ““décalage vertical’’ chez Fiaget).

fio = ftw) donc  glitxil = ...
H faut bien s@r savoir que, par définition, ¢ffix)] = gefix).

Alors, ¢ alors seulement, on peunt utiliser le falt que gof est injestive,
ce qui permes de conclure da méme coup.

MEMES REMARQUES QUE POUR L'EXERCICE PRECEDENT...

Je donnerai plus rapidement un troisidme exemple pour illustrer Ia
deunieme lapalissade énoncde plus hast en ) ¢

J désignant une application injective et A et B dexex parties de son
ensembie de départ, démonitrer que JiA)NFEB) CHANS).

Réflexe & soit ¥y & fLA)NF(B)

Cible = yE€ fIAN B}

1ére traduction {(définition de M) : ¥&f(4) et y&JiB}

2éme traduction : cf. plus haut mais attentlon ! {1 fawt traduire que
“¥ i um antéoddent dans A et ¥ a un antéoddent dans B ; or, i ce stade
rien nie permet de croire que ce soit 1o méme : dans Ie doute, i} est donc
nécessaire de leur donner denx noms différents {disons : x et w), d’autant
plus qoe ;
1} on a toujours le droit de donner plusieurs noms & un méne objet ;
2) ¢’est précisément cela qui va permettre de faire Fonctionner le fait que f
est injective :

Ix € Ay = fix) of 3uc B y=flu

y = fix} ef y = ffu)done .....

fix} = fluj et fest injeciive done ...

x =wetu € Bdonc....
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xe€ Aeftx € Bdonc ...
xe€e AN 8B donecfix) ...
y = fix) et fix) € JIANB) done ...

REMARQUE COMPLEMENTAIRE

Cette séquence de déductions fait apparaitre encore plus clairement
que les deux preécédentes une méthode de progression : le résultat obtenu 4
la fin d’une ligne est repris a la ligne suivante o1 son association avec une
autre propriété permet de déduire un autre résultat qui est A son tour
repris 4 la ligne suivante et associé 3 une propriété, etc.

Par sa relative longueur, elle nous prouve encore que les difficultés
ne sont pas d’ordre logigue (il est facile de compléter ce qui doit venir
apres chaque “dornc’”), mais résident 1°) dans le choix des propriétés 4
faire intervenir ; 2°) dans la maniére d’associer propriétés ‘‘extérienres’’
et résultats intermédiaires, pour trouver en méme temps la ‘*bonne’’ con-
jonction et la juste place ol elle doit s’insérer dans la ségquence.

La difficulté¢ d’une démonstration semble souvent proportionnelle 4
la ““distance’’ qui sépare de la cible visée : plus cette distance est grande et
plus nombreuses seront les étapes nécessaires pour la franchir, plus nom-
breux seront les théorémes auxquels il faudra faire appel, plus complexes
seront les combinaisons & effectuer et Pordre dans lequel elles devront
&tre rangées, plus étendu devra &tre le champ d’attention et de mémoire
pour la prise en compte de toutes les données, la réactivation de connais-
sances qui peuvent étre utiles, te choix des propriétés i utiliser effective-
ment {car il ne suffit pas de pouvoir se remémorer suffisamment de résul-
tats ayant un rapport avec la situation : encore faut-il €tre capabie de trier
ceux qui pourront servir).

Ne pas ““perdre le fil’’ dans un tel dédale n’est pas tellement facile et,
une fois encore, ce n’est pas un hasard si Piaget révéle I'importance de la
combinatoire dans I'accession au stade formel : étre capable d’envisager
tous les cas, toutes les combinaisons possibles, de discriminer les paramé-
tres pertinents, suppose une intelligehce fermement structurée.

Et la méthode & suivre n’est pas toujours aussi aisée 4 mettre en évi-
dence que lorsqu'il s’agit d'opérer une vérification. On s’en apercoit en
particulier en géométrie, qui n’est pas sans raison considérée comme le
terrain de prédilection pour la Foraison de **belles”” démonstrations et...
Ic dépistage d’éléves *“doués’’...

Cependant les considérations développées précédemment restent
valables, et si I’on ne peut sans doute pas apprendre A avoir de 1"intuition,
on peut quand méme apprendre 4 trouver des points de repére, apprendre
un peu d ‘'voir’’ au méme titre que s’éduque et se développe toute forme
de perception.

Avant tout, une bonne agilité mentale sera nécessaire. Plus que
jamais, la maitrise de la synonymie apparaitra indispensable : un exemple
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‘“élémentaire’” pourra facilement ¢n convainere @ toutes les phrases soi-
vantes sont synonymes :

(A4,8,C. L est un paralitlogramme (propre ou apiati)
(A, B} est équipoilent & (D, T}
(A, D) est équipodient & (B,CJ
{A,d Ci e{ﬁ{{i.ﬁ)) oni méme mifieu
AB = D

— )
AD = BC
LiHC) = D
B = C

s —» —y
A8 4+ AD = AC
La Histe n’est pag exhaustive ...

On comprend que certaing éldves paniquent un pew devant de sem-
blables avalanches : on n'apprend pas du jour an lendemain 2 “'jongler’’
gvec LOUS CBS COMCERIS.

Pour terminer, analysons denc un pen un exemple géométrique !

On donre un poing A ef un vecteur o

On demande &'drudier et de reconnalire application .3, .
it/ translation de vecteur v 5 3, 2 symétrie par rapport @ A}

On 3 13 un “*probléme ouveri® ! la réponse & trouver n'est pas foar-
nie par I'dnoncéd. La premiére étape sera done une phase de recherche, de
““bricolage’*, ¢’est-a-dire de dessin : on va “‘preadre au hasard” quelgues
points M, N, P __., construire Jeurs images M', N° B’, ., et ... regarder
5’1 we présente queique chase de particulier, de “remarcquable”, comime
on dit souvent dans ces cas-a...

Ces congiructions permetiront de vérifier 1a bpnne assimilation des
“prévequis®, ici : définitions de 1a symétrie centrale, de la translation, de
la composée de deux applications. L iniérét d’un dessin soigné se mani-
festera par le fait que seule la précision des constructions permettra de
remarquer gque les segments [MRM'], INN']... semblent concourants.
Faire une ou deux constructions supplémentaires renforcera la conviction
que ce n'est pas 14 un hasard.

Lz question se posera slors de déterminet ce point de ¢oneotirs. €
goit &ire un point fixe, c’est-8-dire dépendant uniquement des constantes

de la situation : les données A et 1. H conviendra d’attirer V'attention des
dldves sur ce fait car fa recherche ot utilisation &'invarfants est frégquem-
ment utile en géoméirie : il faut &ire capable de se débrouilier avec ce que

Pon a | Or, igi, on ne dispose que de A et de fj.
L’atilisation de cas particuliers fournit souvent de précicuses indica-

tions. Déja, au niveau de la représentation de l_.i', il semble tout indigué,
dans un souci de simplification, de choisir le représentant d'origine A,
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disons (A,B). Notons immédiatement que, A et U étant ““fixés”, B aussi
est “*fixe’". Ensuite il est facile de constater puis de prouver que I'image de
Aestégale d B:

S,(A)=A et tip(A) =D donc 1joSA(A)=B
Alors il faut voir... Et 4 ce niveau il est bien évident que 1’on n*a pas
de recette-panacée pour “‘apprendre 4 voir”’ : seule une fréquentation suf-

fisante de situations de recherche, de bricolages, de titonnements, sera en
mesure d’aiguiser la perception, 1**‘intuition*’... Donc, il faut voir :

1) que tous les segments [MM ‘] se coupent au milieu de (A,B) ;

2) que ce milieu de (A,B), disons 1, est lni aussi un point ““‘fixe™ ;

3) que 1 semble bien &tre également le milieu de tous les segments
MM’];

4) que s'il en est bien ainsi cela se tradult par M’ =5;(M) .

On est alors induit & formuler la conjecture : t7.5,=8;.

Pour démontrer que cctte conjecture est vraie, une fois encore onn'a
pas le choix : la définition de I'égalité de deux applications impose le pre-
mier pas : soit M un point quelconque, soit M’ =t{jo S5(M) .

Question : Est-ce que M’ =§;(M) ?

1t conviendra peut-&tre ici de refaire une figure comportant unique-
ment les éléments indispensables : A, 1, M, S, (M), t}[So(M)] . Notons

que B peut étre utile (cf. premiére démonstration) mais n’est pas indis-
pensable (cf. deuxidme démonstration).

PREMIERE METHODE : utilisation de B défini par AB=U

1) Traduction des hypothéses
Utilisation des définitions :

M,;=5,(M) & A=milieu de (M,M,)
[, —

M’ =t 3(M;) ® M\M*=AB

2) Utllisation de synonymies ,

T . —

A=nmilieu de (M,M,) @« MA=AM,
—— —_— — —_—
MM’=AB ¢ AM;=BM’

La difficulté essentielle consiste ici & trouver les “‘bonnes’’ synony-
mies, ¢’est-a-dire celles qui vont permetitre d’enchainer :

3) Déduction
—n — — —] — —
MA =AM, ¢t AM, =BM' donc MA =BM’
4) Utilisation de synonyrnies
— —_ B
MA=BM~" & (M,A M’ B) est un parallélogramme « (M,M’) et (A,B)
ont méme milieu.
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5) Dénomination du miliew de (A B}

Soit | = woilien de (AB) , Alors ;
i°)} est fixe car il ne dépend que de A et de B,
2°) Déduction : | = milien de (M,M').

6} Conclusion
Par défipition 1 = milien de (MM} & M’ = §5;(M).

DEUXIEME METHODE M

1) Traduction des hypothéses s ol
A= miieude (MM) e MM =U
2) Soit 1 = milies de {tM. M)
3) Déduction par utilisation d*un théoréme
Le “‘théoréme des wilieux” appliqué
au triapgle (MMM '} donpe ; @ A x x }
——— Rt 4
MM’ = 2 Al
4) Dédncﬁggs
1°y2 Al = U
2% Al 3 iy
3°} 1 est fixe " g
' M, M

5} Conclasion

REMARQUES COMPARATIVES

Ces deux démonsirations différent sensiblement, tant par lg forme
gue par esprit :

La premiére est relativement “*algébrisée’” par Putilisation d’égalités
de vecieurs. Elle suit un cheminement plutdt analytique gui sopére pas a
pas et gui améne en quelque sorte A découvrir le point | — qui powrrait ne
pas &ire “soupgenné” au départ ~ puis la congclusion. Elle pourrait 2 1a
riguewr &tre réalisée sans Vaide d’une figure : cette dermiére n'est vraiment
utile qu’en 4) pour retrouver plus facilement les synonvmies, #ncore gu’a
ce niveau elle ne constitue guére pluz qu’une side mnémotechnigue.

L.a deuxiéme sera sans doute jugée plus “égante’’, en tout cas plus
“parement géométrique’’. EHe procéde d'une “‘décamposition-
reconstruction’ de la situation 2 la fois plus profonde et d’une autre
nature : clle impase le point 1 dés le début pour pouvoir recréer la situa-
tipn d’un théoréme, ce qui révéle une appréhension plus synthétique et
requiert une anticipation du résultat. Eile ne semble guére pouvoir &re
élaborée sans le support d’une Ngure, ef 'on pourra remarquer & o2 sujet
que c'est une figure dpurde au maximum qui facilite le mieux Vintvition
du théoréme & wiiliser.
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Ces dernidres remarques nous incitent 3 revenit un pew sur une diffi-
cuité que nous avons rencontrée A plusicurs reprises : comient frowver,
comment cheoisir les “boanes’’ synonymies, fes “bons™’ théorémes ?

Comume nous Pavons déja signalé, ce n’est que de Ia prise en comipte
simullanée des hypothéses el de la “cible’” visée que peut naitre 1’idée de
ia méthode & utiliser. Remarguons tout d"abord que ka cible n’est pas iow-
jours la conclusion en tant gue telle {(celle qui est fournde par V'énoncé, par
exemple), mais souvent une formulation équivalente et plus facile a
appréhender : ainsi, dans ke dernier exemple, on ne vise pas i} 8, =5,
mais “‘pour tout M, 1 est le milieu de (MM 'Y, phrase qui est 4 coup
siir beaucoup plus “parlante”.

Plus généralement, il semble bien qu’il n’y ait pas seulement un
dérotlemenr plus ou moeins linéaice des hypothéses vars fa conclusion
mais plutdt un doudble mouvemnent, 1a prise en compte de la cible introdui-
sant un “'feed-back™’ qui intervient

t} au niveau de la traduction de ka conglusion en une cible qui oriente vers
la méthade ;
2} au niveac du choix des synonymies pour fa traduction des hypothéses ;

3) au niveaw du choix des théorémes destinés a réduire I’écart eatre )
et 2).

Un schéma pourrait &tre *

Hypothéses

Traduction

Théortmes |

Iidductions

Conclasion |

L.a numérotation adoptée ici ne traduit pas une chronologie obliga-
roire (¢f. le deuxidme exemple ci-aprés) car it v a une interaction évidente
au moins entre fes niveaux 2 et 3.

Donnons deux illustrations de cette dynamigue, 'une en algébre,
Vautre en géométrie.
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1 La somme de deux muliiples de 2 est an multiple de &

P estoun muliipie de o
% tst nn multiple de 7

L

U exisie un naturel § tel que p=ka i
H exisie un patuzel & tel gue gk

4

istributivité de > sor +

H existe un paturet m el gue p+g=ma

Py estun muitiple de ¢ i

1) Ce n'est que la définition.

2} La cible fait intervenir p+¢g , 4’01 la pécessité de introduire,

3) La cible exipe que I'on écrive p+ g sous la forme ma alorsguonPa
sous ta forme ke +hg , d'ol la nécessité d’un moyen de transformer
une somme en produit.

4) C’est 1a comparaison entre I'écriture obtenue et écriture visée gqui
amene a poser K-+h=m .

On a ici un exempie extrémement simple et pourtant trés révélateur.
Cette démonstration se fait en classe de cinguidme et, en général, on ne hul
consacre gudre plus de ¢ing minutes tellement elle est “&émentaire’’. ..
Mazis it fam bien voir qu'une analyse compléte de sa structure ef de sa
dynamique, faite avec fe concours des &léves, demanderdit trois & guaire
fois plus de temps. Ce ne serait peut-8ire pas du temps perdu...
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I Le théoréme des milieux dans un triangle (A,B,C)

| 1= milicu de (A,B) |

— @ Theoréme de Chasles
E BC= Bl + K + BC

{X = milieu de (A,C} |

K + AK § ] Comimutacivitd  de 4 A

13 Mise en place de la cibie. .

2) La cible exige gue 1'on trowve pour BC upe &criture égale faisant
intervenir 1 et K, d’oi I'appel 4 1a refation de Chasles, €1 ce avant méme
In traduction des_t’nypothéses.

3) L.'appariiion de Bi et KC demande gu'on les transforme, d’eit le choix
de la traduction des hypoihéses,

4) C’est toviours ia considération de 'dcart entre fa cible et Je stade de
déduction ol I'on se trouve qui peut faire penser mix propriftés & faire
intervenir,

On notera ia différence de démarche avec ¢ premicr exemple ; icl, la
traduction des hypothéses ne pewt se faire utilernent qu’aprés que la prise
¢n compte de la cible ait amené 3 éerire une relation de Chasles.

Cette démonstration classique peut étre exéoutée en dix minutes dans
une classe de quatrigme... L étude sérieuse de sa tonstruction et de son
fonctionnement requiert passablement plus de temps.

Pour tenter de faciliter {insiallation de cos feed-back mdispensables

A U'8laboration d'une démonstration, on pewt sugpérer guelgues types
d’activités,
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Tout d*abord faire, de temps en tesmips, Ie point sur vn ensemble de
connaissances : en premier lien, &re capable d’énoncer tout ce gui a &é
v concernant tel ou tel concept, mais surtout apprendre 4 relfler dey
concepis les nns gux autres, de fagon i rempiacer ninsi une simple acen-
mudation de connrissances par un réseau structuré d'informations qut s
complitent ¢t 3'épaatenst matoellemient {par exemple mettre eén évidence
les Hiens entre parallélogramme, milicu et projection).

Ensuite chercher, 3 partir d'une situation donnée, les informations
que P'on peut en tirer, les théorémes du cours qui peuvent s’y ratiacher, 61
alnsi les conséguences que Pon peut déduire.

Enfin, essayer de formuler des conjectures puis tenter d’analyser
1} pourguoi on est amené A telle conjecture plutdt qu'une autre ;
2} comment on peut en prouver |2 validité.

De telles sotivités prennent de temps, beaucoup de temps, surtout si
I'on accepte de suivre e rythme des éidves au licu de kes astreindre 4 se
pher aux exigences du sacro-saint programme... En pédagogic il est
exceptionne! que I"on réussisse 4 faire vite et bien. Bt il est dérisoire de
vouloir faire comprendre -— £t a fortiord faire faire — une démonstration
& un éléve de quatriéme ou de troisidime s'il ne maitrise pas des concepts
que les programemes supposent acquis en cinguidme ou sixiéme,

Ce n'est sans doute pas complttement par hasard si, depuis une
dizaine d*anndes, mon expérience d’enseipnement dans le premier cycle
m'a fait progressivement attacher de plus e plus d'importance aux con-
cepts d'égalité et de synonymie et i leur propriéié de substitation.,

Ce n'est certainement pas par hasard si ke livre du mattre d'un remar-
Guable manuel de ireoisiéme déclare : “Nous avons remarqué dans nos
clazzes gue Ia notion de substitution {d’ailleurs indispensable en mathé.
matigues) posait probiémes 4 de nombreux &iéves™,

Ce n'est assurdment pas par hasard gi, dans "La psychologie de
Pinteiligence”’, 4 propos des groupements d’opérations caractérisant le
stade opératoire concret, Jean Plaget, aprés avolr présenté Ia Classifica-
tion et ta Sériation, déclare : “'une troisidme gpération foridamentale et
oella de la substitution”.

Eire capable de remplacer une &riture par vne &criture dgale est un
premier pas indispensable pour cette distanciation, cette Hbération de la
forme par rapport au contenu gue réclame le passage A Pabstraction.

Etre capable de remplacer une phrase par une phrase synonyme est
un deuxidme pas allant de pair avec la “décentration des points de vue’’ ot
la constitution de la combingicire sar laguelle 5" appuie 1a consiruction de
1a pensée formelle.

I n’est que trop évident gue Pon perd son temps, et surtout qu’on le
fait perdre aux élves, en parlani par exemple d’application injective &
quelgu’un gui n'est pas encore totalement convaincy de 1'évidence que,

B50



Bulletin de TAPMEP n°331 - Décembre 1981

pour nimporte guelle application F, st w=m alors ffw)=fim) . Car
alors, non seulemnent il ne sera pas capable d’assimiler le concept d’injec-
tion, mais ¢¢ dernier, imposé mais ne pouvant &re imsgré, va “chercher
sa place”™ en guelque sorte et créer ainsi des interférences facheuses, en
particalier ich avec le congept d*égatité, nuisant en retour ay bon fonction~
nemoetit de ce dermier.

On devine facilement le cercle vicieux et fes ravages qu'il st en
mesnre de propager. On nagine tout aussi aisément le nombre de fois od
un tel processus peut s'enclencher pour un éléve qui “a guelgue mal &
suivee’* (comme on dit pudiguement...}).

Notre enseignement ressemble {rop souvent & une espéoe de forcing,
et un forcing que "on exige en cuire d’éléves non préparés : i ne faut pas
&re surpris s'il v a de nombreux ““claguages” ! ... Un exercice tel que
celui gu a &€ analysé pages 844 & 846 requiert aw moins deux heures pour
&re traité en classe de facon & peu prés convenable. Quand on connait fe
volume ot ia densité des programites de guatridme ot troisiéms, comment
peut-on croire qu'un professeur ait le temps de les traiter sans les maltrai-
ter, comment ose-t-on 5’ étonner gue le gavage auquel on soumet les éléves
conduise 4 tant d'indigestions ? Bt quand bien méme voudrait-on mainte-
nir le rfle sélectif que 'on fait jouner aux mathdématiques, n'y a-t-il vrai-
ment pas de méthode moing aberrante gue celle qui conduit & se poser
régulidrement la guestion ; des professeurs et des éléves, qui vent-on
décourager, qui eherche-t-on & écoeurer ¥ A moing gue 1a réporse ne soil,
comme dang Ia (mauvaise) plaisanterie : les deux ...

A une époque 03 Ja productivité & quasiment ¢t 4rigée en valeur cul-
turelle, il paralt pour le moins curieux, sinon navrant, de canstater com-
bien les résuliats considérables obtenus par la psychologie de enfamt
depuis plusieurs décades n’ont eu que si peu de retombées pratigues dans
un domaine ol Je “‘rendement’’ 2 toujours é¢ Pun des principaux poeints
noirs © "enseignement.

Et si ia chasse au gaspi est & "ordre du jour, on souhaiterait gu’elle
daigne aussi s'intéresser an prodigicux géehis dénergic qui s’opére trop
scuvent dans nos classes : la poliution et Pappauvrissement qui en résul-
tent, s'ils sont pewi-ftre moins visibles et choquants que d’autres, n’en
sont pas moins réels et graves.
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