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1
ETUDES

Une caractérisation simple des isométries
Par Robert CARANE, Lycée Carnot, Paris

Le bat de cet article est de montrer gue ["on peut affaiblir considéra-
blement fa définition des isométries affines de R7 dans ui-méme. L'idée
est gu'une application de R” dans lui-méme est isométrigue sitdt quelle
“préserve la distance 1**. Ceite propriei# était déja connue pour =2
{[1]}, quoigqu’avec une démenstration phus compliquée ; je pense que a
preuve générale est nouvelle. Le lecteur pourra trouver des détails sur les
outils employés ict dans (2] et [3].

Nelagtions, « 2 désigne I"espace affine euclidien Rn,

» Dans ce gui suit, f désigne une application de O dans lui-
méme, sauf exception. Pour deux poinis M et P de B, leor distance sera
notée MP. On désignera fiM) par M. Nous dirons gue 720 est “'pré-
servé®” par fsi, pourtous Met P de Qtels que : MP = ¢, ona : M'P’' =L
Et /s désigne 'ensernble des “distances préservées par f*°.

s Un “simplexe™ de @ est une figure formeée de n+ 1 points
affinement indépendants | [Ag.....A,). Un “simplexe régulier de ¢6ie 1™
est un simplexe §Ag,..., A, tel gue pour tous { et § distincts on ait :
AiA;=1 L'hyperplan affine engendré par » points B,...,B, affinement
indépendants sera noté : H(By,..., B,). La “hauteur issue de Ay™* du sim-
;plcxe fAn,....,A,l est la distance de Ag & hyperplan-face opposé {soit
H(A;,....,An)). Son “centre’ G est le barycentre de Ay,. .., A, affectés de
coefficients 1,

Nous établissons d'abord le lien entre 1a “‘préservation des
distances” et les isométries, Le théoréme suivant est ¢connu (2] tome 1
p. 434).

Thépréme 1, Soit I’ un ouvert de f, et /: T ={}, préservant les distances.
Alors fest la restriction A ' d'une isométrie affine,
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En voici une preuve dans le sivie de ce qui suit 1 Choisissons un sim-
plexe régulier [Agp,....A,] dans T ; fle transforme en un simplexe isomé-
trigue {AS,....A. Soit g Pisométrie affine qui coincide avec f sur
fAg, .., A Cra, pourtout M : AM=AM = A/ s(M) ptiisque g et f
préservent les distances. Cala imphigue ;

AGM I~ AGe(MPE— AIM ™3+ Alg(M) = 2A5A/ MM = 0,
Comme {es vecteurs Ag A/ sont indépendants, g{MIM’ est orthagonal au
sous-espace affine engendré par {Ad....,Ax{, soit §. Donc 1 g(M) = M7,
et f = g

Nous aflons & présent supposer 1 ' = {0, et prouver gue deux cas sen-
lement peuvent se présenter | 4 ={0) ou A =R*. Pour cela, nous suppose-
rons que S west pas ridhuit 4 {9), et construirons des “‘figures rigides”
préservées par f {par exemple : triangles, simplexes, losanges...)

Théoréme 2. 8i A west pas [0}, alors £ st unc isoméirie affine,

Nous donnerons la démonstration de ce théoréme un peu plas loin |
en attendant, il est intéressant de voir comment on peut pracéder dans le
cas & = 2,

Lemme !. On peut supposer que 4 contient 1.

H suffit de remplacer f par g = Aofok™) A étant une homothétie de
rapport k, si & appartient A,

Lemme 2. A contient 3.

Preuve : Soient Ag et By tels que ; AgBo=+3.
Nous pouvons construire un fosange AgABeAs (figure 1),

J——

F'ig. 1 o
Asspcions-ai le losange A0 DG, de sorte que : By = 1. La
figure obtenue st rigide, ¢’est-&-dire gue § y opére globalement comme
anc isométric. En effet, on ne pewt avoir ¢ Ay = By, car la distance BpDy
serait transformée en 0 ou 3 selon Jes “pliages™ éventuels. Les losanges
considérés sont donc bien préservés.
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Lemme 3. A contient les nombres entiers taturels.

Prewve - Considérant d’abord A et B 2 distance 2, nogs prouvons que 2
appartient 3 A par [a fipure [A,B,C,D,E} formée de deux losanges : voir
ia figure 2. D’aprés le lemme 2, chaque losange est transformé isoméiri-
quement par F: donc (A B,C,D.E] et [A’,B',C7.0D,B’] sont isométri-

ucs.
q .

Al ¥ g Fig.2

Amnsi: AB = A'B =2,
On généralise aisément 4 toute disiance entidre en juxtaposant des
triangles équilatéranx (figure 3.

Cy Ca s Cna

Ay A, Aq e An

Fig. 3
Lemme 4, 172 appartient 3 A

Preyve ; Soient P et @ A distance 1/2. Nous construisons la figere
iP.Q,...,W X} formée de losatiges : voir la figure 4. Comme A contient |
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et 2, on ne peut aveir 1 3 =T’ car alors on avrail gussi - V' =W' ;
U'=X,dot: V' =UW =2=1/2, exclu,

Donc : P'Q =PO=1/2, ce qui démontre le lemme.
Preuve du théoréme (n=12 : On montre, comme ag lemme 1, gue A est
stable par multiplication par [es entiers et 172, H contient donc les dyadi-

gues, dont on sait qu'ils sont denses dans R, Sotent alors A et B apparte-
nant & 2, k&, et £, deux éléments de A tels que

lim £, = 0;AB — f,<k,< AB pourtowt r<0.

noe

Comme les inégalités triangulaires sont vérifides, il existe ', appartenant
49, tel que :

A.Cn = kn €l CﬁB;-{ﬂ (ﬁgure 5)

¢
. I,
A B

¢h
ey
A B

Fig 5

On oblient alers : ACh=k, € CiB' ={f, L’inégalité triangulaire
implique :
k;,"f,,!;A’B' &kﬂﬁ' fg,

soit, & la lmite 1 AR = A’B’ . Le théoréme §, pour I'=1], donne le
résutiat cherché,

MNous revenons 4 présent au cas général @ n>2, én supposant (ou-
jours que I appartient & A, Soient A, la hauteur &’ un simplexe régulier de
cBté 1 §Ag,...,Aul, ¢t ry 500 rayon, égal 4 Ag(G par exempic.

Lemme 3. h, = lff?—-t-l A S LffL
n 2n+2

Ceci se prouve par récurrence sur #. Pour # = |, on 4 deux points et

. .
e =1 et rp = 172, Supposant @ A, . = lf & = Fa-1,
F M~ 1) F R |

nous considérons un simplexe {A,,..., A, et K Ja projection orthogonale
de A, sur H(A,,..., Ay). Le théoréme de Pythagore donne ©
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}Ig. + r;_._} w1 5
puisque : A, = A K. Cecl entraine :

—
w+ (A ey = Lot by = |/2EL
A 2n

De plus, G est barycentre de Ag(l) et Kin), sait :

—

ryo= GAy = 2GK = ~l1_ KA, = —L2 ;;:V n
7 A n+t n+1 202
Aq
Fig.& B, Fig 7
1/ By
G
s B‘ & B"
Aq K A! 2*’?2:;3“

Lemme &. 1] existe un simplexe {By, ..., B,] tel que, pour tous i j>Don
ait . BoB; = let: BB; = 2h, 5iK’ est la projection orthogonale de B,
sur M(Bq,..., B}, alors {a hauteur issoe de By vaut : B)K™ = A, = /0.

Pour cela, nous considérons un simplexe régulier de dimension - 1,

2h r._,, grdce au lemme §, soit @ [/T - %— < 1 . I existe donc B, sur

i
la droite orthogonale en K 2 H(B,,..., By, tel que : BB, = 1 » K'B,.
Par syméirie, on aura de méme : ByB; = 1 {i>0). Enfin, par Pythagore
Rous obtenons :

¢ Il + ¥ I . X
BKZ + KBt = 1= 8%+ (28, P =hf+1- e sd'oi le
{emme.

Lemme 7. 2 contient 2h, et 2h;.

Preuve ! Solent Ag et By tels que : AyB, = 2k, L'intersection de
I'hyperplan médiateur de A,B, ef de la sphére de centre A, ravon 1,
donne une sphére de dimension n — 1, formée des points a distance | de A,
et By. Dans cette dernifre nous inscrivons un simplexe régulier de dimen-
sion n—1:{A,,....A,). Hest de cdié | car son rayon vaut, par Pythagore :
U = = r, . Ainsi {AgA,.. A0 o {BgAg,..,ALL sont des sim-
plexes réguliers de ¢6t€ 1 (opposés par une face),

La sphére de centre A,, ravon 24, et celle de centre By, ravon 1, se

coupent, car By ost sur la premiére, ot 44, diamdtre de celle-ci, est supé-
rienr & §. Choisissons done un point Dy quelcongue, commun & cgs deux

sphéres. Construisons enfin (Cy,..., C,] dans hyperplan médiateur de
AgDy, comme {A,,..., A} précédemment {voir la figure 1).
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Prouvons que [Ag....A,, By et {AL..., A, Bjl sont isométriques.
C'est déja te cas pour les simplexes en présence. 1l se pourrait gue Ag et By
cofncident. Mais dans ce cas {'on aurait : BjDy = AJ)] = 0on 24, selon
que Ag et Dy coincident ou non, Cegl contredit Phypothése : BD, = 1.
Dopc f agit comune ume isométric sur {Ag..., A, By e on a
A{B{ = AyBy = 2h,. Ainsi, 2h, appartient & &,

Pour 24} on peut suivre le méme raisonnerent avec des simplexes
analogues & ceux du lemme &, “‘cpposés par 1a base. On aura alors @
A = BoA, = A, = IC; = |, et AA; = CL; = 2k, Puisque
Zh, appartient 2 A, f agitsur [Ay, A,,..., A, By} comme une isométrie, 3
condition que Al ne vaille pas 1. Cest le cas pour > 2 car
alors ; Zh, » 1,

Lemme 8, £ est dense dans R,

FPrewve ; MNous appliquons les méthodes des lemmes 6 et 7 &
g = ki, o h est une homothétie de rappori 24, Comme 2k,

appartient & &, g préserve la distance 1, donc aussi 24, et 24;. Mais alors
f = hogoh? préservera QA% et (2h)2h,3. Plus généralement, une
récurrence simple prouve que O contient tous les - €24,)° (24,)9 pour p
el g entiers naturels.

Ainst, Log#y contient les : p Lop2h, + g.L.og2h; . Le lemmie résultera
du théoréme de Kronecker (J4] p. 373) qui affirme que : si 2/ est irration-
nel négatif, alors : {py + gz / pEN, g€ N} est dense dans R.

O, si on avait :
Log2h;
Yoglh,

= % {a &t b entiers)

cela impliquerait :
(@h) " = (2hz)"

iy »

soit : 2 /AR = {}_]
2n L

doi: 2tV 4 1Y = g9t

o€ gqui est absurde, car »-+ | ne divise pas a, et # ntest pas nul pour » == 2,
Preuve du théoréme 2 ; A est & nomvean dense dans 1, et on condlut
comme précédenment,
1i est possible de donmer diverses généralisations du théoréme 2.

Théoréme 3, Soit £ ) — Q tefle quil existe £ et &°, et que : MP = &
entraine M'P’ = &’ ; alors f est une similitude de rapport &'/ ¢.

Ce gui se démontre comme le lemme 1, avec des homothéties,
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Théoréme 4, Soit I un ouvert connexe de {t = B, de ravon 5 Cest
borne supérieure des rayons des boules incluses dans I}, et f: I' — {2 qui
préserve la distance £ 8 oa a @ r> 2f, alors fest la restriction &' vne isomé-
irieda I".

Preuve © Nous suppesons d'abord £ = 1. H faul reprendre Ia
démonstration du théoréme 2 dans le cag #=2, avec des distances dyadi-
gues., Cependant, il faut veiller 4 ce gue les constructions nécessaires ne
“sortent”’ pas de I". Nous prouverons gne f est isométrique dans un dis-
que inclus dans I°, puis &endrons cette propriété de proche en proche & P,

Supposant : 7 > 2, nous pouvons considérer un disque fermé I de
rayon 2, inclus dans T,

Lemme 9. 50it {Ag, Ay, Ag, B} un fosange de <8té | inclus dans T, done tel
que :
Aghy = Bohy = Ady = BeA; = BAy = L.
Alores £ est isométrique sur ce losange.
Pregve - 1 suffit de construire la figure [Ag, AL AT Co B, Dyl
{figure 1) sans sortir de £, Or, {A,4,C,,C,,D,) provient du losange initial
par une roiation d'angle £ Aresin NS = g, et de centre Ay Les

points de E & distance 1 de A, forment un arc de cercle d’angle au moins
2b = 2 Arccos i« (valeur imite qui correspond au cas ol A, est sur le

bord de £). On peut donc tourner le trisngle AgA A, auteur de A, d’un
angle £ (b — x/8) sans sortirde &, Commeona:aq < & — #/6, il est
possible de consiruire €, et C;. La construction de D se fait de méme, en
remplagant b par =73,

Lemme 13, Pour A ¢t Bapparienant a £, AB = Zimpliqgue: A'R7 = 2,

Preuve ; Anglogue & celle du lemme 3 (figure 2). Le cercle de centre
D, milisu de AB, ot de rayon [, donpe au moing un demi-cercle & extrémi-
tés A et B inclas dans . Nous ¥ choisissons C et E pour obienir des losan-
ges [AC,DB,E} et [B,D,C,E] auxquels e lemme 9 s'applique pour donner
le résultat,

Soient 2 présent 7 ¢f L ” deux disques ouverts inchs dansI', de cen-
tre K, rayons r' <174 et r*=r +3.

Lemme 1], 51 P et R appartiennent & L%, et vérifient ; PR = P'R’, et s
le segment [PR] intersecte L°, alors f est isométrique sur {F,Q,R}, ed Q
est le miliey de {PR].

Preuve : 81 Agappartient 4 (PR] et L7, les points P,Q,..., X sont tous
dans le disque L de comtre Ay, rayon 2 {figure 4), Le raisomnement du
lemme 4 $'appligue ici, puisque, par l¢ lemme 10, ks distanees 2 sont
“constructibles’” dans T, qui est bien inclus dans T,
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Lemme 12, Soient Ay un élément de £ et By tels gue A48, soit dyvadique
et inférieur & 1/2. On a alors : AgBy = AB,.

Prewve ; I suffit de prouver ce lemme pour les points d*une droite
passant par A, Nous orientons ceite droite, | faut prouver, par récus-
rence sur g, que Jtransforme isométriquement les points d’abscisse mzi‘q—

pour ~29-Y £ kg 2971,

Notans que ¢'est déja le cas pour 1es points d*abscisse + 1 | En effet,
S préserve les distances 1 et 2, et fa construction relative 4 Ia distance 2
“tient’” dans ke disgque X de centre A,, tayon 2, donc dans L°, par le
lemime 10,

Pour ¢~ [, on peut appliguer ke lemme 9 aux peints P = Ay et R
d’abscisse + 1. Supposant que la propriété est vraie jusqi’a g, nous con-

sidérons B, d’abscisse ,Stona: 20 1€k <29, nous appliguons

g1
le lemmme 11 aux points P d’abscisse : ,.*fi,z?qiq <0 et R d'abscisse | ; en

k=20+429 _ k

effet I¢ milien de [PR] est d"abscisse : , 1 ¢lest Be.
2% 29 24+1

o1

Siona: O<k<29-! | nous prenons de mdme P d’abscisse : %297

24
et R d’abscisse —é- Si & est négatif, on peut changer tous les signes, Ainsi,

dans tous les cas f transforme isométriquement §P, By, R} et {A,,P,R] par
hypothiése ; d*od le résuliat.

Lemme 13, [ est isoméirique dans £°,

Preyve : Comme pour le théorémie 2, ia distance de deux points A et
B de £ pewt s’approcher par une distance préservée par £, soit &, icl dys-
digue, de méme que £,. Avec n assez grand, on pent supposer que C,
appariient 4 L.”. Comme &, ¢t £, sont nécessairement inférienrs 4 1/2, ie
femme 12 monire gue'ona : AC,=A'C, et: C,;B=C/B’' ; on conclut
comme pour le théoréme 2,

Soit alors g 'isoméiric qui, par le théoréme 1, coincide avec fdans
E*. 1l fant montrer que f et g coincident dans F.

Lemme 4. [ est isométrique dans Z¥,

Preuve : Les points de L7 situés 4 distance | de points de L7 forment
une couronne ou un disque de centre K, soit A . Les points de A sont 4 dis-
tance 1 de trois points an moins de &7 ; done f et g coincident sur A .

Commeons: rf=r +2, un cercle centré dans ¥~ de rayon
1, rencontre nécessairement A ; et donc tout point de £"~ L7 est 3 dis-
tance 1 d'ay moins trois poinis de A . Donce f & g cotncident sur 7.

828



Bulletin de 'APMEP n°331 - Décembre 1981

Freuve du théoréme 4, | est conneXe par arcs car conneke ef ouvert,

Soient A sppartenant 34 " ¢ B 4 . 1 existe un chemin continu
o §0,1] - Fiel que ! ¢0) = A et «{1) = B. Par compacité, «([0,1})
posséde un *‘voisinage tubudaire” de largeur 2e>> 0, soit ¥ inclus dans I,
g)oit ¢ L kg disque ouvert de centre (), rayon £ . Nous avans :

= 3
Osi/n

Soit 1 &,= ngL}}gs L. et c=sup {s/¥Me &, AM)=g(M} , qui existe
¢#r on peut choisir e assez petil pour que I, soit inclus dans L7, 8i ¢ est
inférieur & 1, il existe M appartenant & &, proche de &, el que M) e
2iM) soient différents. Suppasons ¢u’aucun point de @, ne soit & distance
! de M. Alors on peut écrire : % U &, = [y U T, 'y contenant les
points A distance supériewre 4 1 de M, F; {es autres. I'; est un ouvert aon
vide ¢ar T * est de rayon 2 au moins, et T7 U $, est ouvert. I'; de méme,
par choix de M, Cela contredit la connexité de 7 U &, qui résulte de
celle de «(f0,c)). I existe donc au moins un, et méme trois, points de
U &, adistance 1 de M ; ainst AM) et g(M) sont égaux, ¢ vaut { ¢ on
a: fAB} = g(B).

Par homothéties, le théordme 5’en déduit.

Remargue ; Notre théoréme 4 ne donae pas une réponse compiéie,
méms pour les boules, En effet, st I est une boule de ravoa r, avec r> 21,
alors fest une isoméirie. 8i r est infdrieur ou dgal 4 ¢, alory le centre ne sg
trouve & distance f d’aucun point de I, et prut donc étre envoyé n’importe
ol par f. Siona: #<rg£2¢, nous n'avons pas d'indication. Nous pen-
sons cependant que le théoréme 4 reste vrai dans ce cas, et que cela se
trapspose méme & R pour » > 2. On pewt aussi se dermnander ce qui se
passe si T est un ouverf de rayon assez petit, mais de grand diamétre :
peut-&tre existe-t-il des contre-exemplies dans ce cas.
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