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ETUDES

L’inutile régle*
par Bernard PARZYSZ, IREM de Paris VII.

' est une question gud a passionné les mathématiciens pendant des
sidcles, ¢'est bien celle des constructions géométriques réalisables “*3 {a
régle et au compas'’, ¢’est-d~dire 4 I’aide de ces deux seuls instroments, et
en un nombre fini d’opérations {ce que les Grecs appelaient ““problémes
plans™). Bt on peut dirg que la résistance que feur opposérent cértains
prebiémes (frisection de 1’angle, duplication du cube, quadrature du cer-
cle, inscription de polygones réguliers) entre pour une bonse part dans les
progrés des mathématiques. Certes, résoudre des problémes ardus 4 'aide
ge ces deux seuls intruments n'est déjé pas si mal, mais i y a4 mieux
encore. ..

En 1672 panit & Copenhague un livie gui passa totalement
inapergutt) ¢ i shagit de " Buclides danica’, 4™un certain Georg Mohr
{1640-1657). Dans c¢ fivre — qui auraif pouriant di faire P'effet d'une
bombe - Mohr n'annongalt rien moins que le résultat suivant : rowt point
coastructible d Ia rdgle et qu compas peut Btre oblenu 8 aide du sewd com-
pas. Certes Cardan, Tartaglia ef d’autres avaicnt déja travaillé dans ce
sens, mais sur des problémes particuliers ; on n'avaii encore jamais
démontré la totale inutilité {théorique) de la régle.

* NDHR : Article publié dony le Bullpiin de fiotzon des Professeurs de Marthématiques n™
28, mai {984,

(13 Ce ne fue pas avamt 1928 qu’ua mathémalticien, amatenr de viewx kvees, en dénicha
un exemplaire chez un bouquiniste de Copenhagie, Ce o'es! qu’alors gue d'on 'apercut que
Mascheroni avait éé devance,
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Plus d’un siécle passa, et il faflut attendre la **Geometria del com-
passo’’ de I’abbé Lorenzo Mascheroni (1750-1800), qui parut & Pavie ¢én
1797, pour que 1a chose recueiliit ¢nfin un écho. Mais on avait perdu 123
ans...

Les points que on peut construire dans Ie plan a la régle et au com-
pas sont obtenus comine mtersections :

(1) de deux cercles

(2) d’un cercle et d’une droite

(3) de deux droiies.

Avec le compas seud on n'a, bien slr, ancune peine 4 construire
I"intersection de deux cercles. Seuds restent done & étudier les deux der-
ajers cas.

Muis auparavant, nous allons comunencer par traiter trois problémes
préfiminaires @ les construciions air compas seul :
- du syméirigue ¢'un point donné par rapport A une droite donnée ;

- d’un bipoint? dont 12 longueur est égale 3 ab {quatriéme propor-
¢

tionnelle), ot a, & & ¢ sont les bongoewrs de trots bipoints donnds ;

~ d'un poitt C, aligné avec deux points donnés A et B, tel que 1'on ait
AC = AB + @ ou AC = [AB - g], oll ¢ est fa longueur d’un
bipoint donnes.

1. Symétrigue d’un point donné par rapport & une droite
donnée

La drokte est donnée par les deux points A et B; soit M le point
donné. I} suffit de construire les cercles centirés en A et B £t contenant M,
qui se couperont en un second point M’ |, fequel est le symétrique cher-
¢hé, en vertu de la syméirie de la figure par rapporr & In droite (AR}
{figure 1).

A 8 fizasz

{2} Nous sommes icl obligs de parler de “‘bipoints® plutdt gue de *ggments”, que
I'on ne pent évidemment pas tracer aves ie seal compas.
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2. Constraction d’une quatriéme proportionnelle
Soit O un point quelcongie du plan. On construit (figure 2) :

- fe cercle {I"p) de cemtre O et de rayon ¢

- le cercle €1';) de centre O ot de rayon & .
Sur (7)), on prend une corde {AB] de longuewr a
Puis on construit un cercle {y ) de centre A, coupant ().
Soit € Pun des points 4’ intersection.
On construit également un cercle {yg) de cenire B, ot de m@me rayon gue
(vs). Ce cercle, transformé de (y ) dans la rotation R de centre O qui fait
passer de A & B, va donc couper (F,1, et Pun des points d’intersection, soit
B, sera Pimage de C par R
Le segment [C13] a la fongueur cherchée.

Didonstration
Les triangies OAC ef OBD sont isométriques par construction ; on

en déduit : (OA,0B) = (OC,0D) . Les triangles isocéles QAB et OCD

sont donc semblables, et on a £ »Q-Cw-. d'pu CDza.%.

AB  OA
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3. Construction d’un peint C, aligné avec A et B donnés,
tel gue AC = AB + a on AC = |AB - aj

Cn constrait fe cercle (") de centre B ef de rayon @ , pois un cercle de
centre A gui coupe (IM) en deux points distincts D et D (figure 3).

On trace alors la cercle de centre D contenant B, et e cercle de cantre
B et de ravon DD, Ces deux cercles sont sécants en deux points distincts
{ear 0 < DD’ « 24) , symétriques par rapport & (BE), donc situés dans
deux demi-plans distincs de frontiére {BI). Soit E celni de ces deux
poinis qui n’est pas situé dans le méme demi-plan que D',

Le guadrilatére BEDD est alors convexe, et ses cOiés opposés sont
deux 4 deux isométriques ; c¢'est dooc un paraliflogramme, e
(EB} — comime {DD'} — est perpendiculaire 4 {AB). De plus, D et E
sont situés dans Iz méme demi-plan de frontiére (ARB).

On construit alors le symétrique E* de E par rapport & {AB) (cons-
truction 1, puis le cercle de centrs E contenant 127, ainst que fe cercle de
centre £ contenant 1. Ces deuX'cercles, symétriques par rapport 4 (AB),
sont sécanis {puisqu’ils passent par un point situé dans le demi-plan de
frontidre {AB) qui ne contient pas leur centre).

Les points de concours de oes deux cercles sont (pour cause de symé-
trie) sur {AB), ef symétrigues par rapport 4 B. Soit I 'un de ces deux
paints.

On construit {enfin !) le cercle de centre E ¢t de rayon BF, qui cou-
pera e cercle (I'} en deux points dont Pun, y, vérifie AT, = AR + @, ¢t
Pautre, C,, vérifie AC, = |AB — 2} .

Démonsiration :

.Y

a) Calew! de EDY : Posons Mes {BABD) = © et soit I et Ies pro-
jections respectives de D et D’ sur (EE‘).
Ona: DI = a|cos®} , Bl = alsin®] et, par suite, BI' = 30|sin®} .
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D’ow, dans [e triangle rectangle BI'D’ 1 (ED'Y = Sa%in?0 + #cos®0 ,
soit (BDY = a%1 +8sin®®y .

b) Cafcul de BE ; Dans je triangle rectangle BEF, on a

(BF?* = {EF}® — (EB)*.
Mais RF = ED’ , et BE = 2Bl , d’ob :
(BF)? = a%(1 +8sin?0) — 4¢%in%0 ,
soit (BF)® = g4(1 +4sini0)) ,

[Remarque : BF = o JI + &0 | _
BE = 27 sin8/| I donc BF —a < BE <BF +¢

{le calcul, sans difficulté, est laissé au lecteur). Le cercle de cenire E et de
rayon BF coupera dong bien le cercle (')}

<) Les points C, 82 C; se trouvent-ff sur {AB) 7

On a : {BC,P = {BF)Y = g%+ 4sin?€)
(EB¥ = 4a%in?®
{BC P = 2
Donc (ECH = {(EE)? + (BC)? . Le triangle BBC,, vérifiant Ia relation
de Pythagore, est rectangle, ce gui prouve gue C; est bien sur 1a droite
{AB), ainsi que <, .

Entrons maintenant dams ke vif du sujet, ot Indiquons les deux cons-
fructions annoncées ;

4. Points d'intersection d'un cercle et d’une droite

La droite est donnée par deux poinis A et B ; le cercle donné a pour
centre O et pour ravon R (s le centre est perdy, voir au 8 ).

On construit le point O, symétrique de O par capport 4 (AR) {voir
construction ).

- 8GO0 = O 1 ¢'est gue (ABY contient © ; §] saffit alors de construire
les points M; de (AR) définis par AM; = QA+ R ou AM; = |OA-R/|
{voir construction 3). Parmi ces quatre points, deux s¢ trouvent sur le cer-
cle donné ; ce sont es points cherchés (figure 4).
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-5 Q" # O On construit fe cercle de centre O et de rayon R, qui
coupera le cercle donné aux poings cherchés (s'ils existent), en vertu de la
symétrie de fa construction par rapport 3 (AB} (figore 5).

e
o

figure &

5. Point d’intersection de denx droites donnees

L'une des droites st donnée par les points A et B, et "autre par les
points C et D,

a) On construit les symétriques € et D’ de € ot D par rapport &
(AB) ; e point d"intersection 1 cherché est épalement celui de (CD) et
(C°D’) (figure 6}.

2 f..6

c

En vertu de I'nomothétie de centre | qui transforme Cen D et C°

€ _ CC g,

enDf,ona; = = x¥.
in Bh’
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D¥autre part, suivant les positions relatives de C, D et I, on avara des
expressions différentes pour IC :
-Lentre Cer B : Alors 1D = CD-IC d'ou, ¢n reportant dans fa
relation (1) : IC = L7 .
Ch-IC Do’

et finatemens : 1C = CD . %
CCr+DBhY
«Denmtre Cetl:Icl,onag ID = IC-CD |
= U LSS
et IC = CD . wmisgyps:
~CentreDetl: Onzalors 1D = CD+IC,

#IC = CD - e
On consfruirs donc ensuite

b} un bipoint (C,E) de longueur CC 4+DD° | CC -DDY gu
DP - CC’ (suivant le cas) par ia consiruction 3, puis
¢} un bipoint (F,G) de longueur CD %CE; par la construction 2.

d) on obtiendra enfin [ comme intersection clés cercles de centres € et
C’ et de rayon FG {en fait, celui des deux points d’intersection qui sera
alizgné avec C et D),

Voild qui achéve la résolution (d'un intérés purement théorique, est-il
besoin de le préciser) du problémie de la géomérrie du compas seu).

A fitre d’exemples, neus indignons ci-aprés trois constructions au
compts senl :
- symétrigque d’un point donné par rapport 4 ua point donné
- tniliett d™an bipoist donné ;
- dérermination du centre (perda) d’un cercle.

6. Construction du symétrique d’uwn point donné
par rapport & un peint donn¢

On cherche o symétrique dn poini M par rappert au point O (fign-
re 7). )

figure 7
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On construit & cercle de centre O contenant M pais, & partir de M, ot
avec |la méme ouverture de compas, on CORSITL guatre sommets consécn-
tifs d*un hexagone régutier inscrit dans le cercle ; le point M’ cherché est
justement ce quatriéme sommet.

7. Construction du milier 4’un bipeint donné
{n cherche & construire le milieu ¥ du bipoint (A,B).

On constrult fes cercles qui sont centrés en un de ces deux points et
qui contiennent autre (figure 8). On détermine alors le point C, symétri-
que de A par rappart & B {voir construction 6), pais on consiruit le cercle
de centre C contenant A, qui coupera le cercle de centre A en D ¢t E.

Les cercles de centre I ¢t E contenaiit A se recouperont au point 1
cherché.

Démonstration !

A, B, Cet ] sont alignés (symétrie de la construction par rapport 2
{AB)). Les triangles isoctles ADI ¢t ACD sont semblables, car ils ont nn
angle 4 la base commun. (en A). Dot AD _ Al

AQ AD

Mais AD = AB, et AC = 2AB, d'ou Alm_;_.nn.

8. Détermination du centre (perdu) d’un cercle

Le général Napoléon Bonaparie (1769-1821) eut Foceasion de ren-
contrer Pabbé Mascheroni Jors <'un voyage qu’il entreprit en italic en
I797 (cetie rencontre o’ était pas, Faut-il le dire, Punigue but de vovage).

Impressionné par la beauté du rdésultat gie venait 4’ obtenir Ultatien,
it s"attagua i la recherche de diverses constructions au compas seul, et en
particulier a celle du centre d’un cercle donné {probléme deveni classigue
depuis, sons le nom de “probiéme de Napoléon®'). En voici 1a solution :
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Soit (I} le cezcle donné, ef A un point quelcongue de ce cercle (figore
9. Cn construit un cercle “‘quelconque’” (v}, de centre A, qui coupe (I}
en deux points B et C (33, Fuis on trace les cer¢les de cenitres B et € conte-
nant A, gui se recoupent ¢n D,

figure S

On construit alors le cercle de centre D contenant A, qui coupera
(pear-gire} Ic cercle (yr en E et F.

[MPeut-8trc™’, parce que les cercles ne seront séeants que si 1a distance
des centres, AY, est supérieure 3 la valeur absolie de la différence des
rayons, |AD -~ ABI

Or JAD~AB| < AD éguivaut 4 Il - Ti%l <1,

goit —1 <~§§~-! < 1, ouenfin AB < 2.
AD AD

Posons Mes(AB,AD) = © . Ona AD = 2 ABcos® . La condition

précédente peut domg s'éerire ¢ AR L2 , soit cosQ > 1.
2 AD cos@ 4

Ii faudra donc choisir fe rayon de {+) suifisamment grand pour que Ia
constriction soit efficace. (Pest ec qui explique les guillemets autour de
“quelconque™ .}

Aprés ce {bon 7} a parte, reprenons le cours de notre constniction :

E= fait, il ne reste plus gqu’a tracer les cercles de centres E et F conte-
nant A, qui se recouperont aa point O cherché.

(1) O verrs ci-aprds b raison de la présence de ces gulliemets.
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Démonstration ;

Par consiruction, les poings A, O et D sont alignés sur axe de symé-
rie de |z figure. Lez triangles AED 2t AQE, isoctles, onl un angle A la
base commun {en A) ; ils sont donc sembiables, e pn a en particulier

AR o AD ot (AE? = AD.AO.
AG  AE

Or, AE = AB, donc (ABR = AD.AD, e 2B - AC
AD AB
On peut en déduire que les triangles ABD et AOB (qui ont, en outre,
un angle commun en Aj sont semblables, Comme ABD est isocdle, il en
est de méme d2 AOB, et on en déduit OA =< OB . Par symétrie, on adga-
lememt DA = O, ce qui implique que O est bien le centre cherché,

Lelecteyr intéressé pourra s’amuser A chercher {4 Uinstar du militaire
préciié) d'autres constructions au compas seul, Qu'l ne compie cepen-
dant pas trop que cela le fera passer 2 la postérité {surtout si es problémes
qu’il choisit de résoudre sont du méme genre que Ia canstraction du troi-
sidme sommet d'un trinngle équilatéral, ou celle du quatriéme sommet
d'un parallélogramime...}.
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