Bulletin de 'APMEP n°330 - Septembre 1981

Le proximal de » points*
pur E. EHRHART, Strasbourg

Que! est le point dont ia semme des distanees aux sommets d'un
triangle est minimale 7 Ce probléme a déja &é waité par Torricelli,
Cavalieri** et Fermat. Récemment une solution a pary dans le Bulletin de
FAPMEP.**. Elle révéle une curieuse discontinuité -

- st le triangle a un angle d’au moins 120°, son sommet est le point cher-
ché O ;

- sinon it existe un point "ol Pon voit fes cdtés sous le mBme angle, et O
est ce point.

Nous allons — élémentairsment — résoudre le probléme pour »
poinis guelconques, distincts ou non, du plan ou de Pespace. Il est impor-
tant en mathématiques appligudes ; H se pose par exemple quand on cher-
che 12 “‘meilletre’* solution pour Pemplacement o' une école intersomamu-
nale;

Dans toute s suite nous dcarterons implicitemnent fe cas des points
alignds, qui ne présente aucune difficulté. Retenons senlement que dans
ce pas O est souvent ind&erming, sur un segment (O). Pour 4 points par
exemple :

Vodel d’abord une Hste de définitions, un peu ennuyeuse peut-8ire
mais indispensable.

DEFINITEONS. Cn appelle proximal de n points A; le point tel que sa

distance moyenne _E_ff aux A;sait minimale. On appelle point de Torri-

[
celfi des A;le point T (s existe) tel que Ia résultante des vecteurs unitaires
visant de T vers les A, soit nulle. Un oveade ou vn ovolde est une courbe on
une surface convexe fermée. Il est fisse $°if n'a pas de point anguleux ou

* Extrait d'une conférence falte 4 la Régionaie de Strasbourg de 'ALP.M.E. P, &n mai
1981,

** Cavalieri, Exercitationes peomesricee {1647).

¥4 lean de Bizst. Quelgues probiémes i exiremom (dégembre 1980). Vo dussi la noe
de I.M. Chevallier daas o suméro, page 7335,
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conmgue. Dans fe plas, nous appelons focale® 1a courbe lieu des points
dont la somme s des distances & n points fixes est constante. Pans
{"espace, on définit de méme ia surface focele. Les points fizes sont ses

foyers,
On désigne par 5o fe minimum de s pour r foyers donnés,

I. Tangente en un point d’une courbe focale.

Thévréme 1.

1} La normale en un point d’une focale est la résultante R des vec
teurs uniraives visant de ce point vers les foyers.

2} Si la focale passe par un foyer F, ce point est angulerix. La résui-
tante R' des vectenrs uniteires, visent de F vers les autres foyers, bissecte

Vangle 2a des derni-tangenies en F et cosx = ftl_’ {cosa = Ek; pourun F

multiple d'ordre k), o0 R’ = B’} .

3) Pour s=35, la focale se réduit @ un poinmt. Pour n fovers donnés,
# existe juste une focale-point O. Owu bien Rpecl en un des foyers
(RE<k siFest d’ardre k). qui est alars O ; ou bien RM:()ponr un point
M i plan, er alors ce point esi O,

On pourrait démontrer ce théoréme avec le gradient. Nous le ferons
plus élémentairement par la cindmatigue.
1) Soit M Ie point qui déerit 1a focale de foyers A; o MY

I<ign
e L p— .
son vecteur vitesse, Projetons MV en MA/sur ["axe dirigé par I vecteur

Jro—

AM.
Aloss MA/ = .-C—l%t@l = ¥ COSe .

*Ne pas confondre avec Ies focales de Darboux #n optique.
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La constance de ZAM entraipe donc
Dvoosay = on Zeosay = 0.

Cette égaliié exprime que [a projection de R sur MV est nulle : R est
la noemale en M.

2} Soient Al et M un foyer ¢t un point quelcongque situés sur la
focale. Soient U; les vecteurs umitaires visant de M vers les foyers A, ¢f

R = ﬁ‘ + E U’ lewr résultante, normale & la courbe,
f=%2
.
Uy
Ay

Quand M tend vers A, ﬁl tend vers un vecteur unitaire tangent U et

7 -
n 11‘ tend vers ﬁ de sarte que ﬁ send vers le vectenr U + K .
Pi=12
normal & la courbe en A,.
-
Par suite, 7 _Eiésignant la demi-tangente opposée & U,
i iy
U@+ By=1-R cos(TB) =0

B
et cos( R’y =

Si A, est un foyer d’ordre &, % vecteurs unitajres visent de M vers
A, . La démonstration est alors analogus,

3 Par chaque point M du plap passe juste une focale de fovers A;,
car EMA; = 5 donneun 5 unique. 5i cette focale se réduit & un point
{on verra que cela arrive pour 5 = &, J, il 0"y & en oc point ni tangente m
dcm:»!angcntcs Cr, d’aprés ce qui précéde, cela ne peat se falre que si

RM = 0 ousiMest un foyer Fetsi Rg < ( Rfg = & pour un foyer
d*ordre k}

Théordme 2. Toule focale st ovale. Efle est lisse sT elle ne porte pas
de foyer.

H est presque évident que la courbe est fermée. Pour démontrer
qu’elle est convexe, il suffit de montrer qu'elle n’a pas de tangenie dou-
ble. Soit M un point quelcongue d’une tangente orientée 7 d'une focale
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lisse de foyers  A; . Projetons sur r en MA; le vecteur unitaire qui
teizn

vise de M vers A. Quand M parcourt I s MA decroit dela ~J. Par
suite EMA' mesure algébrique de la pro ,;ectlon sur 7 dela resulianle R
des vecteurs unitaires, s'annule pour justs une pasnwjﬁ de M : 7 est tap-
gente simple. Cela est encore viai si Ajse trouve sw 1, car a}ors MA est
égal 4 1 ou & — 1 suivant que M prec:éde ou suit An Le zMA’ ne peut
donc s*ennuler en deux points de 7.

IE. Le proximal de »n peints, du plan on de P"espace.

Veici le résultat essentiel de cette note @

Théordme 3. I existe toyjours juste un proximat O pour n poials
donnds A; faon alighés) du plan ou de Fespace. Désignons par ﬁg’.’a‘ résui-
fanie des vecieurs wnitaires visant de 'un des A; vers les autres. Ou bien
R/ < 1 pour {un des Aj{ R{ = k pour un A; multiple d'ordre k }, qui
est alors O ; out bien les A; ont un poini de Torvicelli, et ¢'est lui qui esi fe
proximat®,

Remargue. Ce théoréme s’appligue sans doute guelle que soit la
dimension de Pegpace.

*Laz consiruction avec régle et compas du point de Torricelli de # points quelconques
du plan et un probiéime ouvert, probablement impossible,
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Soit r; ladistanced’unpoimt Mduplana A; . 8i s varie, les focales
de foyers A; définies par T#; = s sont des ovales emboités, car deux de
ces focales ne peuvent se couper. Quand s tend vers s, , ia focale tend
vers la focale-point O. Or on & vu que, ou bien & ¢st un des A; (sl
R =1 .,0ust B/ =k pour un A; multiple), ou bien les A; ont un point
de Torricelli, et ¢’est lui qui ast O,

Pour l'espace, i théoréme 3 résulte de méme de la proposition sui-
vante, gu’on éablit comme Yes théorémes { o1 2,

Théeréme 4. La normale en un point d'une surface fovale est i
résultanie des vecteurs unitgives visant de ce point vers les foyers,

Si Ia focale pusse par un foyer F |, ce point est conigue. Le cona tan-

zemit en F est de révolution. Il @ pour axe lg résuftante R des vecteurs uni-
taires visani de V vers les autres foyers, et s demi-ouverture est donnde

por coso = ;;-3 fou cosa = éﬁ . 5i F est muldtiple d’ordre k ).

Toufe focale o5t urt ovoide, qui est lisse 5"l ne porie pus de foyer,

HI. Remarqaes de mécanigue,

1) 5 le proximal O des A est attiré par ces points avec des farces épa-
des, # reste en dquilibre stable. En effet, en un point d’une focale associde
aux A; la résultante des forces est normale a Vovale {ou 3 ovolde} &t
diripée vers Pintérieur. On peut matérialiser fes attractions égales & Faide
de poids égaux attachés & un point par des fils (sauf en un Ay, car son
attraction par lui-méme n’est pas définie).

2) La résnitante R des attractions unitaires exercées par s A;sur un
point du plan (ou de P"espace) crée un champ de forces. Ses lignes de for-
tes concourent en O. Les focales assocides aux A; sont leurs trajectoires
orthogonales fou leurs surfores orthogonales}.

3} 81 un poiot, astreint a se déplacer sans frottement sur ung focale
lisse, est sounts unigquement A des attractions unitaires par les foyers, son
mouvement est uniforme, e sa trajectoire st une ligne géoddsigue si la
Jocale est une surface.
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