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Schéma de Bernoulli
et planchettes a clous
par P.L. HENNEQUIN

Le schéma de Bernoulli qui étudie Ia somme de # variables indépen-
dantes de méme distribution {1 avec probabilité p, 0 avec probabilité
g = | —p est fondamental tant du point de vue de sgs applications
comme riodéle de répétition des expériences, gue du point de vue thégris
que car amenant aux deux théorémes fondamentaux du caleul des proba-
bilités : loi des grands nombres et théoréme de fa limite centrale.

I1 est donc agréabie de disposer d'un montage physique relevani de ce
schéma. L'idée d'un tel dispositif remonte, semtble-t-il, 3 F. Galton,
cenny par ailleurs pour avoir éudié et résolu le probléme de Pextinclion
des noms de fanilie ¢t "évolution des processus multiplicatifs de popula-
tion.

Le dispositif consiste a faire descendre des billes {e long d'un plan,
plus ou moins incliné, ces bitles rencontrant des
ohstacles {clous) disposés en guinconce comme
i‘indique la figure 1.

51 on admer que chaque fois qu’une bille rencon-
tre un obstacle elie le contourne par la droite ou
par la gauche avec la méme probabilité 172 et ceci
qguel gu’ait €1é son irgjel antérieur, alors les
déviations successives de la bille constituent un

schéma de Bernoulli avec pﬁq:% et ia bille

occupe la ki#mwe case du afme rang suivant une lof
binomiale, <’est-a-tlire avec une probabilité
L (n},
|k

L'intérét du dispositif consiste en sa rapidité : il est facile de faire
descendre plusieurs centaines de billes en guelques minutes® et d’avoir
ainsi une approche statistique de g distribution binomiale et, si n ¢st
grand, de la courbe en cloche.

* §f v a donc, en fait, Jeux schémas : Ia répétition des chocs pour une bille (§chéma de Ber-
nouili) et B succession des billes ¢épétition du tirage d*une variable hinomiale}.
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A, Rénvi a remarqué, | vy a déa longtemps, que ce dispositif ne rele-
vait du modéle de Bernoulli gue si Pon prenait
soin d"annuler la composante horizontale de la

vitesse de ia bille entre deux chocs. Il est intuitif
en sffet qu'une bifle qui vient de droite a une pro- Ol
babilité plus forte de continier 201 trajet vers ia
gauvche que vers la droite. Nous réserverons donc O O

fe nom de *planchettes de Gahon™ aux disposi-

Lifs qui contraignent iz bille & passer dans un cou-

foir vertical avant chague nouveau choc. I est O O O O
facile de réaliser vn tel dispositif avec des car-

reaux hexagonaux comue fe montre la figure 2.°° Figure 2

Par contre, I condition d’indépendance entre chogs sucoessifs n'est
pas réalisée dans la plupart des dispositifs qu’on rencontre aux Etats-
Unis, sous ie nom de “Probability Machine’’, par exéemple dans les
musées sciemtifiques, o1l Jes obstacles sont de petits cylindres en plexi-
glass, on dans des dispesitifs plus frustes qu'on peut Fabriquer aver une
planche et des clous, £'est cette derniére situation que nous nous propo-
sons de modéliser pour la comparer 4 la planchette de Galton,

Nous allons faire "hypothése suivante :
-~ au premier obstacle, la bille part 4 droite ou & gauche avec la méme
probabilité -% ; ensuite, si elle vient de droite (et quelle qu’ait été sa tra-

jectoire antérieure), elle part
] 4 gauche avec probabilité p> _%-

| 4 droite avec probabilité g = 1 — p
et si etle vient de ganche, de méme, elle pat 2 droite avee probabilité
p »-%n et & gauche avec probabilité ¢.

{Bien eniendu, nous retrouvons la situation de Bernoulli dans e cas
I
2 e,
2 p

Soit X; = 1 sile A% choc méne & droite
0 siic fwe choo méne 4 ganche

Notre hypothéze se formule ainsi en termes de probabilités condi-
tionnelles :

P(XH—I”O X=05 = P (=1i{X;=1} =p
et PXjy =1 |X=0) = P(X;, (=0{X;=1) = g
** Dany son livee *“Initistion aux Statistiques et aux probabilités au moyen &'expériences
simples’, publié chez DUNOD en 1969, E.C. BERKELEY signale qu’il a Falt Fabrigquer un
tel dispogitif aux 11.5.A, ¢t qu'il I'a bapiisé “‘HEXSTAT".
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Nous pouvons donec représenter les transitions de X; & X, par fe

diagramme suivant :
(F_a (P
it 1

q
Nous supposons gu'au premier choc il y a équiprobabilité, done
POG=0) = P(X=1) = .,;:,

Llabseisse de la bille aprés le #i&m= choe est dgale &

#
Sp= L X;
i=1
S;+1 dépend & Ia fois de S, ef de 8, [ ; 1es transitions pour le couple
(Sps 8,4 1) sont décrites par le diagramme :

P

(k{}k) g e k+ 1) 2 h+ 1,k+2)
q
(il k+1)

qui se déduit du diagramme précédent.
Si on pose pouwr 7> 1 Pi = P(S,=k, Syo1=K)
et k<n Qz = P(Sy=k, Sy 1=k~1)

on a, avee la convention S = 0,

Pém%« . Pimﬂ pour K+ 0 "
Qi-‘“i- . Qi=0  pourkwl

et, en utilisant notre diagramme et 2 régle des probabilités composées,
n+l _ H
pour n>} Py I-p"quﬁ
SARES L RS AW

Qn en déduit done les P} et Q7 par récurrence sur 2 puis
P, = P + 0]
(en effet, si 5, =&, S, ¢ ne peut &re qu'égal A X~ 1 ou 4 4).
On en dédyit par exemple

2. 2_ ¢ 2_q 2_ B
PG—"%’ . P["'"'z"‘ ’ Q}'_z L] Q
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d’of P(S; =0) =

P{Sz=3}“2
- Il ¢ 303 W .
P;”Q;‘%‘ » By Qz'"fz’“ » Pyp=Q 5

£ o p(s;=2
5 2=2)
q

400 la distribution de 83 @

k | ) 1 2 3
P(S, = &) Ei g1+ g+, Ef
2 2 2 2

X]
Py=Qy= 5, Pi=Q5= Tl +q),

d_f. gpi+q)

Fa=p= 5
2z

Pi=Ql= q’; , et la distribution de 84 :

T

£ | o 1 2 3 4
3 3
PS=k | & @  dl-pp e Z

On vérifie que, powr p=¢= 1}, 51 S 84 ont des distributions bing-

miales ; par conire, pour p>-§—, noa seulement ces distributions ne sont

pas binomiales mais on peut méme, en choisissant p suffisamment voisin
de |, leur donner une forme “‘en U et non en cloche (bien entendu, pour

p=1.P6, =0 = PG, =) = %).

ll a5t fa-cile de V'Oi,[ que pour tout n
-}
P, =0 = P(S,=n) = P

On peut donc utiliser le nombre de billes tombées dans les cases exirBmes
pour estimer le paraméire 7 (on remarque gue ‘-‘;—’- > iy aplus
- 25+ 1

de billes dans les cases extrénes pour une planchetie a clous que pour une
planchetie de Galton).

Les caleuls ci«dessus sont A Ja portée d*une classe terminale. Déeri-
vors rapidement ceux qu’on peut poursuivre avee des €ives de D.EULG.
ou des candidats auy C.AP.E.S,
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Pour dérerminer Ia fonction caractéristique de 8,,, définie pour £ réel
par

B N
xnld = E@S0) = E P(S,=k) eitk
A=0

posons E P{ eitk = on(r)
et T Q eitk = ya(s)
& .

QOn déduit de (1} et {3} _
it

i
1 = 2ol = &
U el= ==

et {2} et = pot 4+ gyn
$rrl = el ot tp §)

P q i
Posons A =
ei!q eifp
@,z..:..}_':‘ .@ﬂ !

On a done (W““j =A le

SWEEIN

]
#

dod {w} = %—Aﬂw! { : )

L ' gif

etxn = 9"+ 41 = @) Y]

i |
« %(1,1).@4 {ae)

Nous avons déjd remarqué, au moins sur ies premiéres valeurs de 7,
que 5, a une distribotion symétrigue, <’est-a-dire que

P(Sy~ % =k) = P(S,,——;.: -k
Ceri nows ameéne 3 introduire la fonction caractéristique dc la variable

centrée 5, - £,
p2
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r . “r °
EAY=E@Y 6= 30 = Bie# e~ 5 = xultie~ &

it

1 it L)
= = {11 (-5 ap-i
2{ Y{e— T AP "
L
_it L
if 2 2
- Pe ge
Or e 2A=
it it
ge? pe?

& pour valeurs propres les deux ragines de Véquation

; ;
G-peFI0-pey) — g2 =0
on kz—zp),cos_;—-é-p?—-qz:{).

Comme
pzm:% bR g pzsinz.fi > 0 pour |¢] assez petit

(s on exclut le cas p=1, g=0 déja traité), e~ J'z" vA a deux valeurs pro-
pres réefles distinctes, X {f), Aa(f) powr {f; assez petit, données par

M) = p’::os—;— + qzupzsinz-—;f

Azf) = pcos -é- ~ Jgt—p?sin? “_:?

2t "on peut éorire
Enfl) = N{(B ) + X5 A

ou a et & sont deux fonctions gqui ne dépendent pas de n ; en particulier
pour $ =0, 00 =p+gsladiBl=p—-g

dot I = 2,00 = a0} + (p— @ KB, pour tout 7, d’o% @0 =1 ¢t
b0y =0.

Intéressons-nous maintenant, comme il est usucl dans I'établissement.
du théorémre de la limite centrale, & la variable

i 4
Kﬁm (Sn_ "':'z“)
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Elle a pour fonction caractéristique
H
b = Nieged o) + N
) TN ) + M
Quand ¢ — @, M) > prg=1 et A1) — p— qci on en déduit gue

h Nic Ly 0 et, comme b est continue, que
2 :F’ﬂ g
i ! L. 0.
2(T ,!_3_] b(?

Pour $tudier fa limite de h’,‘(wi——), dévcioppons hi{?) & I'ordre deux ;

iy

2 E
Vi = nit — 2 ;_iﬁmﬁ Ped -
i = 8)+€i’( 7 8}+0(} -0

=1- £ B 1o
B g
on en déduit qm)\g(L)me ;—ﬁ
AT

et, conne E,,(L) esi une fonction cgractéristique, et gue a est continue,
7]

ave: #(8)=1, tfg

lim E(———}-e 8g .
N1

A

fonction caractéristique d’une variable gaussienne centrée, de variance

p/aq.

La répartition de % (S, - i} converge donc vers une répartition gaus-

sienne, centrée, de variance = (dans lecas p=g= -%», on retrouye Ie théo-

4q
imi isqualors 8 1L fance L
réme de la limite centrale puisqu’alors \{F{S” 3 } 4 powr variance 4}.
On voit que, par un choix convenable de p voisin de |, £ = T--- petit
q P

&tre rendy arbitrairement grand.

Ainsi, méme si pour » assez grand notre planchetic & clous redonne
une courbe en cloche, celle~ci est, pour p assez grand, beavcoup plus apla-
tie que la courbe en cloche de la planchetic de Galton.
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