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ETUDES

Théorie de Vinformation
et Master-Mind
par Gitles DUBOIS, Lycée de 'Isle Adam, 95296

1. Introduction

L’amaieur de Master-Mind se sera indvitablement posé Tes questions
suivantes :

- ¥ g-il des combinaisons plus difficites & trouver gue d’autres?

— Combien d'essais tnfructueux pent faire en movenne un bon joueur
avant de trouver 1a combinaison cachée?

-~ Dpit-on 3¢ réjouit d'obtenir telie réponse plutdt gue tetle nutre 4 {a pre-
midre demande? Par exemple, trois {iches noires e deux blanches ainsi
gue quatre Hches noires sont généralement considérdes comme de bonnes
réponses, c'est-d-dire des réponses indiguant que U'on est prés du b,
Laguelie des deuxn est ia meilleure ? Un joveur débuiani peut se lamenter
de recevoir la réponse G ficke noire et § fiche blanche. A-t-il raison?

~— &if est possible de prouver que toute combinaison pewt #re découverte
aprés un ceriain pombre, disons » , d’essais infructaeux, est-il possible
de metire sur pied une stratégie visant 3 découvrir effectivement {oute
combinaison avec ag plus # demandex?

La théorie démentaire de Pinformation, que I"on présente actuelle-
meat comme un appendice de la théorie du caleuil des probabilités, pesnet
de répondre 4 ces quastions en restant 4 un aivean théorique accessible
{efficieflement, celui du bac C}. En gffet, toutes les questions posées pré-
cédemment sont lides ; il a’agit d"évaluer quantitativement 1aformation
fournie par chadue réponse aux demandes stceessives.

Le jeu de Master-Mind a des anctres célébres, par exemple le jen duy
ot caché que "on découvre en nommant d’autres moats ayant méme
nombre de letires of en potant chaque fois les coincidences. En outre, le

jeu de Master-Mind oblige 4 une démuarche de !"esprit que Fon a 'ocsa-
sion de faire en de nombreuses situations,
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— Une enquéte policitre - fagon Agatha Christie ~— est une forme de
Masier-Mind. 1) 5’agit d'identifier un coupable parmi plusieuss suspects
et les petites “‘cellules grises”” d"Hercule Poirgt jouent an Master-Mind en
procédant par recoupements.

- Un médecin &ablissant son diagnostic 4 partir d’une liste de symp-
t&mes “joue” an Mastec-Mind,

2. Mettons-nous d’accord !

Le jeu de Master-Mind auguel it est fait référence est celgn distribué
en France par CAPIEPA S.A. sous "appellation commerciale SUPER
MASTER-MIND.

Le lectewr est supposé connaitre la régle du jeu rappel& dans 1z
notice du constructeur, dont nous reprendrons la terminologie,

Qu‘il goit d'abord dien clair gue nous n'envisageons ici que la pre-
mitre variante (32768 combinaisons), e codificatenr s'interdisant de
laisser libre aucune des 3 cases, celles-ci devant donc toutes &tre rempifes
gvee une des huit couleurs prévues,

La régle du jeu, fourmie avec In boite, ef gui est & ma disposition,
comporte une petite ambigutté qu'il imporie de lever avant toute chose,

{.e décodeur cherche & déconvrir iz combinaison choisie par le codifi-
cateur parmi fes 32768 possibles ;- powr cela, i} fait des “demandss"’ suc-
cessives, une “‘demande” consistant & poser une combinaison de son
choix ¢t & recueillir la “réponse™ du décodeur, laquelle réponse est elle-
méme codée. Cette réponse consiste en un certain nombre de fiches noires
et un certain mombre de fiches blanches, les fiches noires correspondant
aux coincidences o les fiches blanches aux pions de couleur mal placés.

t v’y a pas plusieurs interprétations possibles pour utiliser les fiches
noires ; par contre, en ¢e qui concerne le nombre de fiches blanches, il est
utile de préciser V'interprétation de la régle. Voiti commeni peut ]
comprendre ja notice :

~ pour le décompte des fiches blanches, il ne faut plus tenir compte des
¢ouleuss bien placées dont le nombre est indiqué par les fiches noires
— st le codificateur & dissimulé : _

Rouge Bleis Bleu Moir Noir
¢ si le décodeur fait 18 demangde pour

Rouge Jaune Rouge Blamic Blanc.
le codificateur répendra simplement : “une fiche noire” et non “‘une
fiche noire et une fiche blanche” sous prétexie gue la couleur rouge est
une fois bien placée, et une fois mal placée ;
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— de plus, s le codificateur a dissimulé

Bleu Bleu Vert Vert Vert
et si le décodeur demande
Jaune Jaune Bleu Rien Bleu

selon la fagon dont on inlerpréte ta régle, on pewt répondre;

a} 1 fiche blanche correspondant 4 la couleur bieue, présenic, mais
mal placée,

b) 2 fiches blanches signifiant qu'en changeant simultanément deux
pions de place dans la demande, il est possibie d*obtenir 2 fiches noires de
plus ton ne précise pas guels pions doivent bouger).

¢) 3 fiches blanches signifiant qu’il y a 3 pions qui, individuellement,
s'ils Gtaient placés ailieurs, donneraient une fiche noire.

EHnterprétation ¢) ¢st rejetée, cir, non symétrique, eile ne donne pas
fe mdme nombre de fiches blanches lorsqu’on inverse les réles du codifi-
cateur ¢f du décodeur, ¢ s prite mal 4 une mathématization.

Entre les interprétations a) et b), il semble gue b) soit plus courante et
c’est donc celle qui sera adoptée pour Pétude qui soit ; la méme &ude a
été faite pour a} ot auteur la tient & la disposition de gui voudra Ia
consulter,

3. Description de I’espace probabilisé fini qui servira
2 notre étude mathématique et introduction des
notations qui seront utilisées par la suite

Nous numérotons les cases de un A cing, chaque case recevant une
coulenr choisie papmi les buit possibles. Un évédnement élémentaire (une
disposition des couleurs} §"identifie avec une application d*un ensemble a
5 éiéments dans un ensermnbile 4 8 dléments. 81 W désigne I'espace des évé-
nements élémentaires, W est donc un ensemible 3 8*=32768 éléments,
un &ément wEW sera notéd w={wy, Wy wywewyl , Wy désignant la
couleur ayant && placée dans la case n® /. Nous admeitrons gque chague
combinaisarn a fa méme probabilité d'étre choisie, ¢'est-§-dire que tous les
événements £lémentaires sont équiprobables, chacun d’eux ayant alors la
probabilité 1/32768 o&’&re choisi. Il est aussi commode de considérer
Pespace produit W x W | fequel comporte (32768)° couples (ww’) ¢
la variable aléatoire F: WXW —~ NxXN telle que fAw,w)={mm)
all n est le nambre de coincidences entre w et w’ (fiches noires) et m
1e nombre de pions de couleur mal placés sefon I"interprétation b} {fiches
blanches). En pratique, dans un couple {w,w'} , w représenie 1a combi-
naison dissimulée {laissée au fibre choix du codificateur) et w* la “‘ques-
tion'* posée par le décodenr ; fw,w') est Ia “réponse™ du codificateur
au décodenr.
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On remarquera que si w est fixde ;
w' - flw,w’) est unc variable aléatoire sur W,
et si w’' est fixé . :
w = fiw,w’) est une autre varizble aldatoire sur W .

4. Un peu de classement

On peut, en premidre approximation, départager les dispositions
selon le nombre de couleurs différentes. Alngl on troove les monocolores,
{au nombre de 8), les bicolores {8403, Jes tricolores (8400), les quadrico-
lores (14£800) et les pentacolores (5720). Par aitieurs, on s'apergoit gue les
bicolores sont de deox types : les bicolores 4-1 (280) «t Ies bicolores 3.2
(560). De méme, les tricolores sont de 2 types : les tricotores 3-1-1 (3380)
et les tricolores 2-2-1 {(5040).

Yoici l¢s probabilités des différents groupes :

Monocolares 0,000244
Bicolores 4-1 0,008545
Bicolores 3-2 0,017090
Tricolores 3-1-1 0,102539
Tricolores 2-2-1 0,153809
Quadricolores 0,512695
Pentacolores . G,205078

On remarqueras gque i probabilité d’avoic fe type (2-2-1) sachant
gu'on a vn tricolore est 0,6 |, tandis que ia probabilité d'avoir ie type 3-1-1
est 0,4 . De méme, pour les bicotores, le type 3-2 est plus fréquent gue le
type 4-1 ; probabilités respectives 273 et 1/3.

5. Suivons Shannon!

La théorie de "information, bien qu’ayant mainienant pins de 30ans
d’age, reste pen connue du grand pubiic, méme chez les mathématiciens.
Les linguistes, les biologistes, les physiciens et les informaticiens ont vu
depuis fongtemps ce gue cette théorie apportait A leur science, ¢ ils font
référence & ce modéle mathématigue, méme dans des ouvrages de veigari-
sation ; certains onl méme vu une &ude possible de 1a création artistigue
par la théorie de I'information. Un des buts de oct article est d’attirer
I*attention des enscignants en mathématiques sur la théorie de informa-
tion.

Ee lecteur intéressé par histoire de cette théorie est renvoyé & |a jec-
ture de la préface d’A. Moles de Ia traduction francaise du livre de
W, Weaver et C.E. Shannion [1].
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H va sans dire que la théorie de 'information, en France comme ail-
feurs, peunt &tre powr de nombreuses aniides encore un champ de recher-
ches fructueny, ¢t Pinscription de cette spécialité dans les enseignements
de second cycle & PUniversité pourrait favoriser des vocations.

Mous présentons maintenant, en raccoured, la base de Iz théorie élé-
memtaire de information, dans laquelie on développe peu & peu I
concept de guantité d'information. Cette partie, ne nécessitant pas un
bagage mathématique important, a 'avantage de ponvoir #tre exposée
devant un large public. Tout ce qui suit peut &re compris d’un lecteur
possédaat te niveau du Bac C. Nous donnerons, ci-aprés, cing extensions
sucosssives de la notion de quantité d’information :

a) Quantité d’information liée an choix d’un dlément dans un ensem-
ble fini dont Ie nombre d*éléments est connu.

b} Quantité d'information liée & fa réalisation d'un dvénement de
probabilité donnée.

¢) Quantité d’information attachée i une variahle aléaroire ne pre-
nant gqu*as nombre find de valeurs.

38} Quantité d’information attachée & unc variable aléatoire, sachant
gu'un événement donné, de probabilité non nulle, &5t réalisd.

€) Quantité d’information lide & une variable ai#atoire connaissant le
foi d'usne auntre variabie aléatoire définie sur le m#me espace probabilisé
que la premidére.

Nous escaierons, 4 chaque étape, de mistire en Svidesice le lien entre le
nouvean concept ef cetx qui précddent.

#) Considérons un ensembie E ayant 27 éiéments. Chague élément
peut &tre pumérolé en systéme binaire par un naturel 3 7 chiffres. Ainsi,
pour déterminer aves précision un démeni d’un fel casemble, il faut faire
r choix successify entre 0 et }. Définissant un tel choix comme Punité
d’information {Bif), on voit qu'il faut n=log{2") unités d"information
pour préciser un éiément particulier de E . Fartant deld, si E a un nom-
bre &’ ddiments m qui n’est plus ndeessairement une puissance de 2, nous
définirons la gqusntité d’inforthation lide au choix d'un éliément de E par
Ia formule I=logdm) ; c’est la formule de Hartley, Ia quantité d’infor-
mation apparaissant maintenant, non plus comme une grandeur exclusi-
veinent eintiére, mais réelie,

b) Voyons toui de suite une premidre extension de cetie notion. Soit
{2, '8, P} unespace probabilisé, et A€ B un événement de probabilité
2 - On veut mesurer quantitativement {'information I(A} : **’éliément w
de { estsitué dane A, de sorte que si 1 est un ensemble find, moni de
ia tribu T (i} dc tonics ses pariies, tous les événemcenis élémentaires
étant Squiprobables et de probabilité 1/Card(D) , on retrouve ia guantité
logdn dans le cas particulier ol A est un dvépement élémentaire (un
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singleton), avec de plus [{A}=0 dans le cas particulier o A=§ (e fait
d’affirmer que wE0 sachant que wEl n’apporte ancune information
supplémentaire). Une possibilité consiste & prendre i{A)=logi/p) o
p=P(A) . Cechoix a beaucoup d’avantages ; nous voyons en panticulies
que KA)»0, et que application A ~ I(A} est une fonction décrois-
sante de p , ce qu'elle doit &re car, 5i p=P{A} est petit, savoir qu‘un
&ément w de O appartient 4 A apporte beaucoup d’information ; st p
est grand, cela en apporte peu. En ce seps, la quantité d'information doit
étre coniprise comme Uhe mestre statistique de Pincertitude.

i.a base des logarithmes peut #re choisie quelcongue ; choisir la base
revient 3 fixer I'unité d'information. Quand iz base des logarithmes est
dewx, Punité d'information est le bit (abréviation de “*binary digit>") ; si
la base est dix, ¢'est le it {(““decimat digit’*), qui vaui 3,32 bits ; en base
e, unité vauy 1,44 bit,

¢} Passons immédiatemeant 4 une deuxiéme généralisation du concept
de quantité d’information. A partir de maintenant et pour toute la suite,
&, 1, P) désigne un espace probabilisé et X une variable aléaroire ne
prenant qu'un nombre fini de valeurs x,X,...,Xe . FOour 1€isn , on
pose

A= [wED | X(W=x] = X (x) .

Les A; formemt alors om sysiéme complet d'Sévénemenis avec des
probabilités py=P(A)=P(X=x) vérifiant Z py=1.
i

On définit {3 comme &ast ka moyenne des [A) pondérés par
les p;, c'est-d-dire

X) = , L plogidi/py
_iwn

avec la convention
pilogkl/p) = G 5 pp=0
laguelle est d*aifleurs conforme & ©
fim xlog(l/x) =0 .

1(X) ainsi définie s'appelie la quantité d’information attachée i la
variable aléatoire X . On remasquera que [(X) >0 ot gue la guantité
d'information associée au choix d'un &ément dans 'ensembiz 8 coin-
vide aves la quantité d’information de Iz variable aléatoire application
identigue de @ dans 0.

On montre factiement par des cansidé:aliom de convexité que la
quantité d’information ¢st maximaic quand p; ~ -;— I<isa . Lincer-

titude sur 1a valeur de X est alors en effet maximale pulsqu’aucune
valeur pn'est plus probable gu’une autre,
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Observons maintenant V'effet du conditionnement ;

d} Scit meintenant B un événement de &, de probabilité non
nulle. La restriction de X 2 B est une nouvelle variable aléatoire sur
Pespace probabilisé B, muni de Ia tribu trace de A sur B et de Ia
mesure Fip ou

PIB(C) = P(CNB)/P(B) = P(C|B)
La quantité 1{Xjp) sera notée NX|B) et appeiée “quantité
d’information liée 4 la variable X sachant Pévénement B réalisé”.

UX[B) = T P(AB) logi(1/F(A|B)

Naturellement, I(XIB)={) si X est constante sur B, ef de plus
I{X|B) est égald I(X} st X estindépendaniede B . Onremarqueraen
outre que I(X|B}=1{X) , la connaissance du fait que B est réalisé ne
pouvant gue diminuer Pincertitude sur X . Mous voyons ainsi que 13
quantité &’ information *‘conditionnelle” se comporte comme Pintuition
le suggére.

e} Nous en venons maintenant & Pultime généralisation de la théorie
&lémentaire, et nows introduisons Ia notion de quantité d'information
attachée 4 une variable aléatoire, connalssant une autre variable aléatoire,
définie sur e méme espace. Soit dotie Y upe nouvelie varisble sur €,
prenant des vaieurs ¥,,....J)p ¢t soient B;=Y-1(pg 2t ¢;=PBj .

La moyenns des HX|B;) pondérée parles g;, soit
m‘?-qp q; WX|B) ,

est notée I(X]Y}, et est appelée “information lide A la variable aiéa-
toire X , connaissant la variable aléatoire Y.

On peut Tacilement voir que 0€I(X]Y) < IX), que KX{Y)=0
s*il existe une relation fonctionnells entre X & Y, c'sst-d-dire si X se
factorise via Y , autrement dit si ia valeur de X est parfaitement déter-
minée par la connaissence de Ja valeur de Y ; & auire extréme,
HX{YVi=HKX) chaquefoisque X e Y somt des varables indépendantes.

Cela dit, on s’intéresse & [a variable aléatoire “‘couple” {X.Y),
laquelle est encore définie sur § , mais prend ses valeurs dans un produit
cartésien fini. Cente variable aléatoire réalise une partition d’8éments

Cy = X, )" Yxx) = X-1x)NY - yp
de probabiliés
ry = P(X=x; et Y=p) o8 Isisn e Isjsp.
Conformémeni aux définitions précédentes :
XY} = }é::; ri log/r)
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Un calcud simple montze gue :
I, = K+ KY X} = KD+ UXIY)

ce qui prouve gue (XY} = X)) +I1(Y) lorsque X et ¥ sont deux
variables aléatoires indépendantes.

Nous en resterons 13 ponr cette présentation rapide de la théorie de
{"informaticn,

6. Un peu de calcul sur le Master-Mind

Le décodeur choisit une disposition, disons w’ , et attend la valeur
de Ia variable aléatolre w — Aw,w’) qui lwi est fournie en réponse par
le codificateur. 1l importe done de saveir :

a) la guantité d’information liée & chaque réponse du codificateur ;
b) a quantité d'information lide & la variabke aldaioire w — flw,w"),

Si pr; désigne la seconde projeciion (w,w') — w' de OxQ dans
11, 3 faw donc caleuler, conformément sux notations gue nous avons
adoptées, I(f]prs=w'} . Natureliement, cette quantité ne dépend que du
type de w’ ; ¢’est pourguci on trouvera ci-aprés 7 tablesux correspon-
dant anx 7T types différents recensés. Les réponses possibles ne sont pas les
mémes pour tous kes types ; ke nombre de réponses pessibles est fonction
croissante du nombre de cowlewrs différentes de w’ | Dans chagque case
correspondant & une réponse possible est indigué :
— N : le nombre de combinaisons donnamt cetie réponse

— P : la probabilité de cetie réponge P=N/32768
— L : ba quantité ¢"information liéc & la réponse en question L =log(t/F).

Ensuite, il faut faire fe caloul de I{f]pry , qui a une valeur statisti-
gue ; c’est la quantité d’information meyenne regue par le décodeur aprés
une répanse. Cette quantité 3'obtient comme movenne des Kfipry=w')
ponidérées par les probabilités des différents types.

H faut avssi caleuter, ¢t c’est fondamental, la quantité 4’information
a rassembler pour déterminer la combinaison cachée.

Enfin, i peut &tre important de connaitre les quantités d*information
fifes A 12 connpaissance de certaing renscignements sur W, notamment le
nombre d¢ coulenss distinctes, car ¢'est un renseignement que Pon pewt
obfenir facilement et rapidement. Les résultats sont les suivants @
Quantité d’information A rassembler pour dé&erminer 12 combinaison
cachée : logA32768} = 15
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Ouantité d*information recue A chague réponse, selon le type posé

Si w* est monocolore Hf|pry=w’)=1,467274
Si w' est bicolore 4-1 L ipry=w')=2,642040
Si w’ est bicolore 3-2 IS pras=w')=2,876883
Si w’ gst tricolore 3-1-1 K ipry= w')=3,059295
Siw” st tricolore 2-2-1 I{fipry=w'}=3,180208
Si w est quadricolore W ipr,=w')=3,228778
Si w* ¢st pentacolore I ipry=w')=3,231 553

Quantité d'informatinn moyefine regue aprds une réponse !

1{flpry = 3,193041
Quantité ¢’ information résuitant de la connaissance du nombre de cou-
feurs différentes : .
11,9998 Quadsicolore 1=0,963826

Monocolore 1=
Bicolore 1= %5,285754 Pentacolore 1=2,285754
Tricolore I= 1,963826

7. Analyse des résultats

Certaines des questions posées dans Uintroduction sont mal posées.
Elles son¢ néanmoins reproduites telles quelles, car ¢’est bien sous cette
farme qu'en se les pose pour ja premidre fois.

Ainsi, on comprendra fout de suite que cela n’a aucun sens de com-
parer denx réponses quant aux quaatités d’information qu’elles apportent
si I'une est obtenue en posant un monocotore et 'autre en posant un pen-
taoolore. La réponse *ON-—0B" (0 fiche noire et 0 fiche blanche} vaut
0,96 unités d*information si "on a posé un manocolors, c’est-d-dire trés
peu relativement a4 la moyenne de 3,19 que "o doit recevoir on une
réponse, alors que cette méme réponse vaut 7,07 unités d’information si
I'on a posé un pentacolore. Signalons par contre que, dans tous Ies cas,
*IN-2B" tot nertement meilieure gue 4N -OB' |

Notons que Fon peut faire usage des tables au cours du jeu pour esti-
mer la quantité d'information recue et apprécier la quantité resiant A
découvrir. Ainsi, si le décodeur commence & poser un pentacoiore, €
recoit la réponse 2N - 3B | il aura en une seule fois réuni 10,68 unités
d'information, et il hui restera 4,32 unités 4 rassembler pour déterminer la
combinaison cachée. Cependant, if est bon de préciser tout de swite les
#imites de cette méthode. Raisonnons sur un exemple simple

Supposons qu'a la premidre demande, le décodeur regoive ln réponse
“IN-38" aprés avoir posé un gquadricolore, cette réponse lut rappor-
gant 5,65 unités d’information, e supposons qu'a la question suivaate il
pose les mémies quatre couleurs dang un ordre différent et qu'il recueille la
réponse “IN-2B" qui vaut 6,37 unités. Il ne faut pas croire qu’aprés
les deux réponses il aura obtenu globalement la quantité
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5,65 46,36 12,02 unités d"information, et cela parce quesi wy ot wi
sont les 2 quadricolores (différant dune permautation) qu’il & successive-
ment posés, les 2 variables aléatoires

Sirw — fiwowld et fr:w o flw.wi
ne sont pas indépendantes, de sorte gue la quantité d’mi’omaﬁon liée au
couple (fify) n'est pasla sormme des quantitds XY et I(7) . De méme,
2 1a troisiéme demande, s wy  est Ia troisidme combinaison posée et si
Jiiw > flw,wi) est lavariabie aléatoire correspondante, fy n'est sans
doute pas indépendante de f, ¢t de fy, et encore moins du couple
(' fp) , de sonte que, non seulement

Wnfafd < K+ I+ 10

mais Hfufofd < Whnfd + WD

4 supposer qu’on connaisse I(f,.f0 . Le lecteur voit donc ici la nécessité
de tabuler les {{fi /D {(wi,wy)) . On signale av passage qu’il ya 29 cas i
considérer compte tenut de  Hf fod = [(fafy) , et gue le nombre de couples
de réponses possibles ne dépend pas seulement du type de wy et du type
de wy , mais encore des coincidences enire eux. Ce travail, 87il présente
un intérét dans certains cas particulicrs, pewt difficilabent &re géoéra-
lis¢ ; il ne présente d’ailleurs aucun intérét sur le plan de la pratique du
jew.

Venons-en maintenant 4 une autre question ; Qu’est-ce gu’un bon
score ?

L'idée pourrait venir de diviser la quantité d’mfo:matm a recusillir,
soit 13, par la guantité d’information moyeone. regue aprés chaque
réponse, soit 3,19, puis d*affirmer que I"en doit trouver ka bonne répunse
aprés § essais mfn:ctneux au pius. C’est ce que font en pratique, €t sans
autre jusitification, les amteurs traitamt de ce sejet {cf, bibliographic)
lorsqu’ils étudient des jeux consistant & déterminer un éiément caché dans
un ensemble de cardingl connu, en utilisant des fests indépendanis (par
excmple, dlchoiomac) Crt argument ne peut £tre repris ici, car, comme
nous venons de le voir plus haut, Jes variables aléaiolres “réponses du
codificateur™ ne sont pas indépendantes. En-outre, i convient de 5'areé-
ter un pew sur le cas des jeux on les Lests sont indépendanis. Daris ce cas,
on peut dire que 2 quantité d*information apporiée par n tests esi n
fois supéricurs 3 fa quantité d'information apportée par wn seul {est. Les
auteurs doat il est question utilisent alors implicitement le résultat sui-
vani 1 *Quand l'information est réunie, et & partir de ce moment seule-
ment, on peut déterminer I’élément caché A coup sfir™, éant bien entenda
que I’on peut trouver avent par chance, intition, €,

Yoici comment on peut comprendre ce résuléat @ A tout instani du
jeu, 12 guantité d'information recueitlic est en rapport direet avee fe nom-

bre des ““possibles” par la formule I=logA1/P(A)) ot A désigne pré-
cisément 'ensemble des possibles. 1! arrive un moment ot 1 ateeint la
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valeur logy{m), m é&ant le curdinal de I'ensemble ; & panir de o
moment, toufe information supplémentaire est superflue et I’élément peut
étre trouvé par le raisonnement.

Pans le cas du Master-Mind, la sitvation est plus complexe car,
d’une part, Jes tests ne sont pas indépendants, d*autre part Hs apportent
des quantités d’'information différentes. Néanmoins, voici un raisonne-
ment Gulon peut tenir : le test qui apporie ke pius d’information est celui
qui congiste A poser un quadricolore ; ce test apporte en moyenne
3,23 ynitds d’information. Supposons qu'il soit possible, ce qui est dou-
teux, de répéter 4 tels tests indépendants entre eux. Comme l¢ calcul le
prouve, le maximum {’'information disponible par ¢e procédé et en
moyenne inféricur a4 13 bits ; il mangue donc encore deux unités pour
déterminer & coup slr Ia combinaison cachée. Ainsi, si I'on accepte g qui
vient d’&re dit plus baut, nous disposons du résultat négasif suivant ;

-« [} st impossible de mettre sur pied une stratégis donnant dans tous les
¢as la réponse exacie & la cinquiéme demande, aprés 4 essais infructueux,
Alnsi *‘réussir 2 tout coup, en 5 coups’” apparait somme le maximum de
ce que 'on peut faire ay “*5 trous, huit couleurs™.

Pour finir, parlons de stratégie -

D¢ nombreux joueurs déterminent d'abord, e posant en deux
demandes successives, o sans intersection, les § couleurs distinctes, Cela,
pent se faire de deux manigres, ou bien 5 couleurs d’abord puis les 3 res-
tantes easnite, ou bien 4 ¢t puis les 4 antres. Cette méthode a I'avaniage
de donner rapidement utt renseignement précis © le nombre de couleurs
distinctes de la combinaison cachée, ninsi que la répartition de ces cou-
leurs dans une partition 5-3 ou 4-4, La méthode 4-4 permet de découvrir
rapidement ies monooolores et 1es bicolores dés gu’ils sont détectés, Sans
savoir 8'H y a mieux & faire, je n'envisagerat pas de stratégic déburant
autrement,

Du point de vue du codificatewr, a priori, toutes Ies combingisons
sont aussi difficiies 3 trouver si on ne dispose d'augune information com-
plémentaire sur la stratégie guutilisera le décodenr ; mais dés gu'on ton-
naft suffisamment le décodeur pdur savoir qu’Hl débatera commme il est dit
plus haut, il devient maladroit de dissimuler un monéeolore on un bico-
lore, par la quantité d"information imporiante liée 4 12 connaissance de
leur nature {um monocolore est obligatoirement découvert aprés un maxi-
mum de 4 essgis infrociueux). Dang cette optique, ¢t pour répondre & 1a
guestion Y a-t-il des combinaisons plus difficiles & trouver que
d'autres 7, on ne peut que conseiller le choix des quadricelores, qui sont
de Ioin les plus nombreux,

Du point de vue du décodeur, i n'y a qu’un principe pOUr une bonne
stratégie ot ¢'est le suivang :

Si le décodenr a fait p essais infrictaeux, en posant successivement
Wi, Wj,.... Wp ¢t en recevani, dans ordre, les réponses Ry, Ry, .., R,
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et si nous potons {R;| w{) Dévénement : ““Le décodeur & regu la réponse
R; aprés avoir posé la combinaison w/ *°, il faut déterminer w; ) de
sorte ¢gue !

Wiw =wyy etles (Rylw/) pour I«ip)
soit le plus ptds possible de la gquantité Xf{w’=w}.)) , sutrement dit
que ia varigble aléatoire w — ﬂw.w +1) sait “lﬁ p!us indépendante
possible™ de I'événement conjonction dea (Rl wi} , au sens qu'edle doit

etre celle qui laisse le maximum d'incertitude quant 3 fa réponse qu’elle
recevry en retowur.

Toute la difficulté est 14, et oo n'est pas un probléme facile gue de
tepuver des critéres simples, applicables instantanément pour 1a détermd-
nation du meilleur wy . sachant les (R;[w/) .

L'erreur la pius fréguemment eomm:se, sur le plan tactique, consiste
3 recherche une certitude, plutdt qu'une quantité d’information ; les cer-
titudes coittent cher au Master-Mind, comme e montre P exempale sui-
vamnt :

Suppasons gu'a ta premi2re demande le décodeur ait posé
Yert Veri Vert Vert °  Rouge
et recu la réponse ““Une fiche noire™. Cette fiche noire pett correspondre
4 la couleur rouge bien placée, ou bien & I'un des quaire pions verts bien

placés. Voyons ce qu’il en codite de vouloir lever tout de suite cetie ambi-
guité. Le décodeur peut poser en deuxidme question !
Vert Vert Vert Vert Vert
i recevra alors (ON— OB) ou (EN--0B) e réponse suivant 'une cu
PPauire des deux éventualités avec des probabilités 1/6 et 5/6, ce qui don-
ners une guantité d’information égale 4
{1/6)logk6) + (5/6)logd6) ~ (5/6)logL3} ,
soit environ 0,65 unité ¢’information, c’est-d-dire trés pen comparative-
ment & la moyenne de 3,19.

La quéte permanente de certitudes est sécurisante et donne "impres-
sion d'avancer, mals, comme nous venons de le voir, cette tactique est
coliteuse ef contraire A Pesprit du jeu.

Note historique

Nous signalons seulement, ¢n grandes Hgnes, les faits kes plos impor-
1ants.

Parmi les précurseurs, i faut citer Nyquist et Hartley (1928), des
Laboratoires Bell, ainsi qu’A. Einstein A Princeton et V.A. Kotelnikov

{Material for the first All-Union Conf. on questions of commusmications,
1933), mais Vacte de naissance est vraiment {'article 4 mathematical
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theory of communication de C.E. Shannon parn en juillet 1948 dans le
“Bell Sysiems Technicat Journal’t, conjoiniement avec le livre de
N. Wiener Cybernetics paru en novembre 1947,

L'article de Shannon présentait bien des imperfections, mais il avait
au moins "avantage de jeter les bases de la recherche dans toutes les direce
tipns, Par 1a suite, des mathdmaticiens professionnels, tels Mac Millan,
Feinstein, et finalement Khinchin, sefforcérent de donner i la théorie des
fondements pius rigoureux. Aujourd’hui encore, 1'article de Khinchin
{voir [4]) On the fundamentaf theorems of Information Theorp, para en
1956, fait autorit¢, mais il ne couvre gu’une partie de la théoris de Shan-
non {celle des sources discrétes). Dies chapitres entiers de 1article de Shan-
non, ¢ de nombreax gutres articles du méme auteur, manguent encore de
rigueur mathdmatique., La théorie de Khinchin st elle-méme susceptible
de nombreuses et fructususes gnéralisations,

1.’ éape suivante consiste 3 définir Pentropie d'une source Marko-
vienne (ou ergodigue) stationnaire, mais ¢es notions ne sont pas utilisées
dans cet articie, Une bonne connaissance de la théprie générale des pro-
cessus stochastiques, en général et des'chaines de Markov en particulier
est indispensable pour une bonne compréhension du sujet. Le développe-
ment de la théorie dans ce sens est parfaitement adapté & Pétude statisti-
que des textes écrits, des codes génétigues ot de toutes les chalnes de carae-
téres, mais ne peut pas réndre compte quantitativement de processus con-
tinus de transmission d’information comme "émission de parcles ou
d’'images. Un deuxiéme volet de Particle de Shannon ouvre des perspecti-
ves dans cgtte voie, le traitement de ce sujet reléve de 'analyse de Fourier.
Ea théorie de I'information est aujourdhui un sujet trés vaste utilisant les
outils mathématiques les pius modernes.
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