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La cycloide
par Jean de BIASI, Unjversité Paul Sabatier, Toulouse”

{Le repére considéré est orthonormé; de plus, dans les applications 2 la
physique il est supposé galiléen e I champ de gravitation & est confon-
du avec le champ de pesanteur ).

R — Sin §
R(l — cozs &)

7]
HoA

Celte courbe, engendrée par un point d*un cercle, qui roule sans glis-
ser sur une droite, sembie ftre mentionnée pour la premiére fois par Bou-
velies (1500}, Galilde, vers 1590, s’y intéresse, lui frouvant unc forme
idéate pour la construction des ponts, e il signale que ’aire d’une arche
devrait tre égale & trois fois celle du cercle génératenr. Mais ¢’ est surtout
Roberval qui dans son Treitd sur les indivisibles |"&udie en détail (il
Pappelle “roulette”} et donne en particulier fa démonstration du résultat
pressenti par Galilée. Enfin Huygens, puis Euler et Lagrange, lni décou-
vrent des proprifiés mécaniques remarguables illusirées par les noms
qu'ils lui donnent, 1"appelant respectivement “‘tautochrone” et “brachys-
techrone””.

* [Ine premidre veysion de cet article fgure daas I Bullztin da 'IREM de Toulsuse, n® 1,
janvicr i98%, pp. 50 & 58,
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1. Tangente en un point
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Roberval donne la construciion suivante:

Le mouvement du point M sur ta cycloide T peut étre considéré
comme le composé 4 une translation paralléle 4 4x ef d’une rotation du
cercle générateur | autour de son cenire @, ces deux monvements Eant
évidemment tels gue leg vitesses arithmétigues correspondantes de M
soient égales. Il en résulte que la a tangente en M A T est définie par le

vecteur M”t“' MT + MR ol M’rcz MR sont deux. vecteurs de méme

norme avee MT paralléle 4 (O, MR tangent A (R en M, tous les deux étant
orientés dans e sens du mouvement.

Remargue 1: 5i 1 est le point de contact de | avec Ox, I le point dia-
métralement opposé Aisur A, M’ le point o0 MT recoupe B, I et J sont
ies milieux de 'are MM’ et par suite M'SG, bissectrice de (MT MR}, passe
par 1. I en découle que la normale en M 2 1" est MI, ce qui résulte d’ml-
leurs directement du fait gue I est le centre instantané de rotation du mou-
vement pian sur plan o Ia base est (x et {a roulante &,

Iliemarqw 2: Développde (En utilisant 1a théorie du mouvement pian
sur plan).

Le point M, diaméralement opposé & M sur B décrit Ja eycloide [,
déduite de T dans In translation de vectewr xRi, Comme 1a base ¢t la rou-
iante sont les mémes que dang le mouvement précédent, fa tangente A I’y
enM,est M, J. Oria normale MI ens M a ¥ se déduit de M ¥ dans I trans-
lation de vecteur 2Rj il en résuite que M1 cnvcloppc la cycloide irans-
formée de I par 1a translation de vecteur xRY — ZR] et cette cycloide, 5,
est la déveiloppée de I,

(C’est Huygens qui le premier £tabiit ce résultat en utilisant la cons-
truction de la tangente donnée par Roberval, et il #5t conduit & cette
rentarque en Sudiant le mouvement d’un peint pesant sur une arche de
cyclofde placée dans un plan vertical, puis les oscillations d'un pendule
cycloidal. I ¢udie ensuite le probleme de Ia développée ot des dévelop-
parites pour uhe courhe quelcongue et it est le fondateur de cette théorie).
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I1. Mouvement d’un point pesant sur une arche de
eycloide
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Soit M un poini de masse » soumis 3 {"action de la pesanteur g et
mobile sans frottement sur ’arche de cyclolde
x = R{# — Sin 8)
y=R{l1 - cos
{axe Oy dirigé suivant la vertioale descendanie},
A Vinstant £ =0, il est abandonné avec une vitesse nulle en un point
M; @ = ;). L’énergie mécanigque E de M &ani constante, on o, notant &

. dx
1a dérivée TR ate,

0=esd=xly

%m(ﬁ+p‘)+mgy=ﬁ

i3 . B cosfy — cos @

LR S e
Lorsgue § varie ¢ 8y & « "énezgie potentizlle se transforme en &hes-
gie cindtique (et ia vitesse g5t donc maximum en S point le plus bas de
Parche) puis Pinverse sé produit jusqu’d Ia valeur §; = 2x — 9, (point M,
symétrique de M, par rappont 3 la verticale de S) puis le mouvement
recottnence dans autre sens, ete, Le mouvernent #5t doac périodique de

période
- R t —cosd
,,ndt_“l/i;:g, el w

Posant 2 = cos58y ~ cos® d'od  sinfdd = 2udr, il vient;

e B [T e
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¥ +coafy —
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Adnsi T = 4% l/%

et T est indépendante de Ia position initiale de M définie par ia valeur §,.

Ceite propriété explinue pourgquoi Huygens appelait ia ¢ycloide
courbe iqutochrone.

Le pendule cycloidal

Soient deux arches conséontives d’une cyclolde, O8;A, AS.B, situées
comine Findigue la figure avec Qx horizontal ¢f Oy vertical ascendant.

41 A -5~ B

b
& Tx

S

Considérons un point matériel M, soumis a Paction de la pesantenr,
suspends an A par un fi} de masse négligeable ot de longueur AS,. Si'on
tend le fil, une partie suivant %arc AT de Farche OS, A, 'autre, TM, étant
rectitigne et si ’'on lache alors M, ce peint va décrire {sans froitemernits}
nne arche de Cyf:lﬁxdc 8133, dont S;AS, est la dé‘fehp.p& (S,SS, est dong
une développanie de $,AS8,;). Ce point va alors oscitler avec une période
indépendante de sa position initiale ¢t le pendule ainsi réalisé est done
Bochrone.

IH. La brachystochrone

11 5"agit de ia courbe solution du probiéme siuivani :

““Erani donnds dans le champ de la }m;autw dewx points O et A plus
bas que O, déterminer la vourbe T joignant O & A telle qu'un point maté-

riel M soumis & son sew! poids et décrivart T sans frotfement, abandonné
en {3 avec une vitesse nulle, arrive en un temps minimum en A",
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Clest J. Bernoull qui le premier (1696) montre que I' est un arc de
cyclolde ayant un point de rebroussement i tangente verticale en O mais
c’est sans conteste Euler (1744) puis Lagrange (1760) qui, en fondant le
caleni des variations, donneni la bonne méthode pour dudier ce type de
{questions.

31

o
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Dans ce cas particulier, on obtient ainsi, en notant :

x,y les coordonnées de M dans e repére orthanormé Ox,Qy situé
dans le plan vertical conienant O € A avec Ox horizontat et Oy vertical
ascendant,

a,a’ les coordonndes de A dans ce méme repére,

s Psbscisse curviligne sur T', £ le temps, £ le temps de parcours de O
A A, g "accélération de la pesanteur,

—gy = ~,i.— (ﬁ}u3 {conservation de 1'énergic mécanique)

d’ol
J1+y72 T eyt
de= L M a0 A= -l Y dx
N NS R - N
L'¢guation d’Buter tradulsast le minirsum de cetie intégrale s’écrit,
_ Ty
si 1'on note Ay.y’) Pexpression “\fl:_i-_.‘_’_w .
NET
Mor) _ d orY, .o
y dx = dy°

qui s'intégre immeédiatement en:
Ay -y ﬂ%ﬁ;—:"‘— = X  {constante}
t’est-4-dire en
J-¥ 1437 =C  (constante)
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Posant y ' =-—cotg#, on obtient apréds intégration, en tenant
compte & 1a fois de égalité précédente ot des comditions initiales, et en
posant 2 = ¢,

xm%f(w— sin ¢)

y= L0 - cosp)

c’est-a-dire un arc de cycloide, unigie, 12 constanie positive € étant
déterminés par la condition de passage par A.

Remargue: Nous venons de vair gue dans le champ de la pesanteur,
champ uniforme, la courbe brachystochrone est en méme temps tauto-
chrone. Qu'en est-il dans un champ quelcongue?

La loi du mouvement peut &tre prise sous la forme
= d5?
W o ( dt) 2+ ok

ot U est une fonction des coordonnées x,» (cas bidimensionnel).
La durée du trajet entre les points My(xe ¥o) 8 M 0,70 est

L [T

La courbe ayant des extrémités donssées et réalisant le minimum de
cetie intégrale {(Brachystochrone) est définie par y , solution de I'équa-
tion différentielle du second ordre

Ay ,sl.,( b )mo
1 & dx Lty S+ A
(FI+hy2

ot satisfmisant aux conditions aux limniies.

Si Von prend par exemple ZU+ A = § , o obtient

X = x3 — Rgcos ¢
¥ = kgsin ¢
£t 1a brachystochrone est un cercle.
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2U + A éant fonction de s sur une courbe donnée, soient deux
points M, et M, correspondani 3 une méme valeur de 2U + % séparés par
an maximum de U {(correspondant 3 M;).

Wt h=cte

La période des oscillations est

L
Tmzj I
| o V2O - 320G
valeur qui dépend manifestement en général de la valeur 5.

Avec 2U + A = %:e,- ona 5 = kg ¢ et Pintégrale est de la forme:

(4]
K ﬁf
o Sinfe —~ Binte,

It s’agit d’ene intégrale elliptique que Pon poutrait calculer avec les
fonctions de méme aom e dont on sait gue l1a valeur dépend effective-
ment de ¢ &1 de ¢y, c’est-a-dire de I"amplitude des oscillstions.

Ainsi le fait que ia courbe brachystochrone soit aussi tautochrone est
vrai dans le cas d'an champ uniforme, mais 1'est pas une propriété géné-
rale.

{Dans ie cas de la cycloide ef du champ uniforme, U{s) est de Ia
forme Ufs) = A® + ¢l€, Le dénominateur de intégrale est

\fi%‘s*s‘i ef en posant 5; = 0, 5 = 5, sin o , ont obtient :

\4‘% da !‘2"-
T=2 = 3 |-= quiest bien indépendant de sp).
I N3} I

X
3
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IV. Aire d’une arche de cycloide

Elle est égale & trois Tois celle du cercle génératenr ef ce résultat est
établi & pen pré&s comme swit par Roberval Qe calcul intégral n'est pes
encore inventé & cetie épogue):

h

Considérons le cercle génératenr R dans sa position initlale, c'est-i-
dire tangent & Ox en O, poimt de rebroussement de la cyclofde. Si A 25t le
sommet de fa premiére arche ¢ « la projection de A sur Ox, 18 longueur
du segment Oa est égale av demi-périmétre xR de ®. Partageons alors le
demi-cercle de gauche OB en arcs isométriques par les points a, 8, v, ... 6t
reportons sur Oa les longuewrs Ony = Ow, myy = aff ... Soient enfin
o, By ¥y -« les projections de o, 8, ¥ ... sur OB et m, A, p les points dong
les projections sur OX et OY sont respectivernent my, o5 25, 81 Pu v §

Quand le cercie générateur R est, par rovlement sans glissement,
devenu tangent A Ox en m;, f= point de R gui était au départ en Q esten ™M
sur 1a cyclode, M ayant mémie ordonnde que #2; quand & est tangent en
#; & Ox, ce point est en N sur 1a cyclotde, N ayant méme ordonnée gue 2
e Pona aug = Mm, 88; = Nnn ...

Les points O, m, 1, ..., 5, A sont situés sur une courbe que Roberval
& appeié “Compagnon de 13 cycloide™ {ef qui est d'ailleurs une sinusolde
d’équation y = R{l-cos 2},

Si I"on suppose que la longucur commune des arcs Ow, f ... o5t tris
petite, les quadrilatéres curvilignes oo, 8,8 o MmnN , puis 88ryyy ot
MnpP , ... sont assimilables a des rectangles respectivement de m&me fon-
gueur et de mémne hauteur ot donc de méme aire. Il en résulte que "aire de
la surface limitée par la demi-arche de cyclofde OMA et par Varc OmA de
son compagnon est égale  celle du demi-cercle générateur, ¢'est-a-dire &

IzE . Mais e compagnon de la cyclotde, admettant le centre du rectangle

OaAB comme centre de symétrie, partage ce rectangle en deux parties de
méme aire xR?. Par suite Paire de la demi-arche de cycloide vaut

’VTRz + 7Rt = -3—!-2'33 et donc celle de Parche compléte 3xRE,
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{Cette &tude de i cycloide n'est dvidemment pas.exhaustive, En particu-
lier pour la partie historigue, i1 faudrait signaler que Carcavi, Torricelli,
Pascal, Ferinat, Descartes, Mersenne, Leibniz, Newton s¢ 80nt dgalement
intéressds A cette courbe, ces deux derniers avant résolu {e probléme de fa
brachystochrone 4 la méme épogue que Jacques Bernouili).
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