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Mise a Pessai en géométrie
par une éguipe* du Lycée Jean Moulin, 4 LYON

1 — Introduction

Nous avons choisi de mettre & 1'essai les paragraphes V (produit sca-
iaire dans le plan) et VI {Géométrie dans Pespace} dans quatre classes de
secotide ¢ :

— une Seconde A de 30 éléves ;

— trois Secondes C de respectivement 33, 34, 33 &ldves,

En décalé, on trouvera quelques observations faites e classe,

If -— Méthodes

Les dlbves travaillerit sur des fiches rédigdes par nous. Nous les refon-
dons 3 la lumiére de la mise & Pessai ; nous en ciions des extraits plus loin,

Ces fickes sont Studides en classe {sauf parfois quelques exercices gue
nous donnons & préparer A 1a maison) ; les &léves travaillent par groupes
{constitués selon leurs vesux) de deux ou de quatre, Le professeur circule
eutre les groupes, of 8'adresse quand il Ie juge wiile & Fensemble de 1a
classe. Certains sujets sont Pobjet d*une recherche mende collectivement,
de préférence lors des séances de Travaux Dirigds (par demi-classes).

Le contrBie écrit s’ effectus essenticliement griice A un devoir hebdo-
madaire, alternativement un devoir surveilié (de 1 heure sans document,
ou de 2 heures avec documetits) et un devoir & faire 4 Ja maison. Les pre-
miers sujets de devoirs étaient communs aux quatre classes, les suivants
aux senles classes de Secondde C du fait de la différence de rythme entre
elles et la Seconde A {voir plus loin}.

I — Produit scalaire dans le pian
(chapitre ¥V dun programme)

1. - Il n’est pas guestion de {"introduire par les forines bilindaires symétri-
ques (e programme exclut, sagement, une telle introduction}. 1l nous a
sembié bon d*éviter une introduction par 'analytigue.

+ Serge Betton, Jean Clerion, Louls Duvert, Jean-Pau) Culchard.
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Le programme suggére & « formule AQAC = AB % AH od
H... » ; mais rous estimons que la « notion AB » est mal c:ompnse des
éidves — encore plus msi gue ia notion de vecteur — et gu'elie p’a gqu'une
imporiance secondaire. e plus, ia dite formule rompt 18 « symétrie » du
produit scalaire.

D’sutre part, nous avons cherché une définition qui n*apparaisse pas
sux ééves comme trop arbitraire, qui découle — ou au moins gui prenne
pritexte — $un probléme préafablement résolu. Nous avons choisi "éga-
fité

at= b® + ¢ - 2bocos A

Crest I'un des thémes suggérés par le programme ; i ioue pour nous
ie rBie de théme introductif. De plus, # fournit des exercices, aussi bien
avant qu'aprés Vintroduction du produit scalaire.

2. - Il fallait d"abord faire Iinventaire des ptopn&éa dont nous aurions
besoin, revoir celles d'entre elles qui en pnncxpe sont vues dans le premier
cycle, étabiir les autres.

Nous avons donc commencé pat revoir — enire auires choses —, sur-
gout A Poccusion dexercices appropride ©

a} le théoréme de Pythagore el sa réciproque, le projeté orthogonal
un point sur une droite, la distance d’un point & une droite, I+ théoréme

AB + BC = AC  équivauta B € [AC]

¢ Ces faits sont, en Seconde C, bien cormus des éldves, ou du
muains « reviennent » rapidement.

* I manque aux ¢léves une réflexion approfondie sur Pénoncé
de Pvthagore lui-méme, sur la facon de V'utiliser, sur 1'exis-
tence éventoelle de plusieurs « cas de figure ». En voici deux
exemples :

Exercice : MNP est un (riongle rectangle. On soit gue MN =5
et NP=12. Calcule MP.

La plupart des dldves « pensent & Pythagore », sans toujours
distinguer entre fes deux théorémes réciprogques. Scule une
petite minorité pense spontanément aux deux éventualités ; le
fait que certains groupes trouvent 13, et d'autres /119, les
force & revertir sur ta question,

Exercice : SKT esi un triongle dquilatéral de cbié 15. O est
milieu de (K ; 1}. SOJA est un carréd, Trouve, par le cafcud, les
valeurs exacies des distonces du point 8 @ chacune deys droites
suivantes : KS, KI, AJ, AO. Caleule chacun des angles du
triangie JIS.

Ici encore, seule une minozité met en évidence les deax éven-
tualités (mutrenvent dit, sait qu’il exisie deux carrés aysnt un
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segment donné comme ctd) ; elles intervenaisnt dans le calcui
des angles.,

* Une mauvaise habitude, trds fréquente dans le premier cycle,
se retrouve pariois en Seconde : celle qui consiste 4 dessiner
une figure répondant, certes, & I'énoncé, mais trop particulidre
(par exemple & dessiner un rectangle, voire un carré, dés que
Pénoncé introduit un quadrilatire...} ; "usage du papier qua-
drillé n’en est gu'en partie responsable ; en fait, plus que
d’une mauvaise habitude, c’est sans doute d’un malentendu
profond entre Péléve et le professevr qu’il s"agit ; quard le
professeur dit « ABCD est un quadrilatére », il sous-entend :
« (gquadrilatzre) guelconque » ; alors que 1'ééve, m&me quand
le mot « quelconque » {gu’il e comprend pas) est &crit ou
prononcé, se croit anterisé, en toute bonne foi, A cheisir son
guadrilatére comme il 1"entend.

Ainsi, en Seconde, en présence de I"exercice suivant :
Les points A, B, C, D), et E sont tels que E appuartient 4 lo
?‘ég;hmbe de [AC], & la médiatrice de jBC] ot aussi & celle de
a} Est-il vrai que E appartient d la médiatrice de [AD] ?
b} Le guadrilotére ABCD est-il un rectongle ?
beaucoup d'éléves n'envisagent pas d’autres possibilités pour
ABCD que le rectangle.

s Signalons enfin que personne ne sait d'"emblée gue « le trign-
gle 35 4 ;5 » est rectangle. Bonne occasion de sigraler aux
éléves que e résuliat éait connu, empiriguement, dans diver-
ses civilisations trés anciennes {bien antérieures & Pythagore),

b) la trigonoméirie du triangle rectangle, le casinus d'un angle com-
pris entre G° et 180° (en particulier son signe), le faiit que deux angles sup-
plémentaires ont des cosinus opposés.

Comme d'habitude, la trigonométrie a &té éindide en Troisiéme
trop vite, ou trop tard, o pas du tou. Pour enseigner, ot avolr
cnseigné récemment, en Troisigme, nous savons guoe 1a faute en
incombe, plus ¢iraux enscignants, 4 la lourdeur extréme des
programmes de Quatriéme ¢t Troisiéme. Les nouveaux pro-
grammes de ces deux classes permetiront-ils une étude phus
séricuse de la trigonométrie 7

¢) les vecteurs, Ia signification des égalités AB = Chet AB = k€D
{k réel}, le théordme de Chuasles.

Clest A propos des vecteurs gque les carences sont les phas nom-

brenses. Par exemnple, nous avons demandé, dans un devoir sur-
veillé, si fes phrases suivantes étajent vraies :
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« Si le triangle ABC est &uilatéral, alors CA = CB »
« Si GE+EB = GB, alors G, E, B sont alignés »

2% &dves de Seconde A sur 28, envivon un tiers des Sléves de
Seconde €, ont répondu gue Iz premidre était vraie.

18 &dves de Seconde A sur 28 ont répondu gue la seconde était
vrade, aingi gu'environ une moitid des déves de Seconde € avee
des réticences diverses.., Trés peu ¢'éi2ves, finalement, savent Ie
théoréme de Chusles (« Quels que soient les poimts A, B, C,
AB+BC = AC ») ; la plupart se sont contentés de mémoriser
I'égalisé de Chasles (AB + B = AT) sans trop bien saveir dans
quelles conditions clie s"applique.

Entre autres causes de ces carences figurent, & notre avis, outre
une fois de plus la surcharge des programmes de Quatriéme et
Troisi¢me :

* une mauvaise sssimilation des notions de droite, de segment,
de couple de points, de longuenr, de mesure d'une longueur,
<t des notations correspondantes (en sont ia prenve des expres-
sions fréguentes comme « milien d'une dreite », « longuear
d'une droite »,...)

* ync fausse intezprétation des figures ; on surprend beaucoup
fes éléves — mafs A notre avis on les aide beaucoup — en leur
déclarant qu'un vectenr ne pent pas se¢ dessiner (pas plus
qu'une longueur, qu’une direction, qu’un angle), mais peut s
représenter par un ou plusieurs de ses... représentants, qui
sont des couples de points.

+ unc mauvaise compréhension du signe =, due en partie au
vocabulaire traditionnel selon leguel

«AB = C mggc
que las deux vegteurs et sont égaux »
alers que, justement, cette dgalitd ne met en jeu gquun sewd
vecteur, par deux de ses désignations.

* une approche, en Quatridrae, trop ambitieuse, trop axiomati-
que, de la notion de vecteur. 1 est ceries bon que les éléves
sachent.ce qu’est un vecteur (« ensemble de couples de points
équipollents », & condition de ne pas confondre I"éguipollence
et 1'égalité : ou encore « graphe d’une translation », A condi-
tion de connaitre le sens de « graphe » et le sens de « transla-
tion »). Mais il est plus imporiant qu'ils sachent comprendre
et utiliser lc langage vectoriel, en particulier qu’ils sachent gue
Pégalité AB = CD
leur apporie d’un seul coup troks renseignements : direction,
sens (préseaté comume une rotion intuitive, sans siatut mathé-
matique), longueur,
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3, - Etude d'un probléme
« P, Q, R étant trois points (), on conndit les longueurs de (PO ot
de fOR] et Vangle PQR ; calculer in longueur de [FR] »n.

Ce probltme gagne 3 8tre posé tel quel, Ia fiche le traitant n’étant dis-
tribuée qu’aprés résolution collective en classe, ou mieux en demi-classe
lors d’unz séance de Travaux Dirigds. (Nous déplorons & ce sujet le trop
petit nombre de telles séances, et le refus opposé par le ministére 2
I'A P.M.E.P, qui demandai{ 2 heures hebdomadaires de Travaux Dirigés
¢n Seconde de détermination, ag lieu de Vheure unique qui a fini par étre
accordée).

On peut, en préambule, faire discuter des diverses fagons de détermi-
ner un triangle A une isométrie prés {en employant nn langage plas con-
cret, naturellement), et faire construire effectivement, aves régle, compas
ﬁwrapporwur, un triangle POR tel que PQ=5 om, PR=7 om &t
POR =177 ; dés lors, Iz longueur QR est bien déterminée. On doit donc
pouveir résoudre plus généralement le probleme posé plus haot.

Mais avant de le iésoudre dans toute sa généralité, il est de bonne tac-
tique da le t3ter sur quelgues cas particuliers faciles 3 élucider (oette tacti-
gue « expérimentaie » ae vient pas spontanément 2 ’esprit de tous les élé-
ves ; beaucoup restent paralysés devant un probléme an Lieu d’essayer de
le grignoter ; cela s*appread — devrait §'spprendre T - trés 1t dans nos
classes du premier cycle).

En général, le cas o PQR est Pangle droit est vite évoqué, et

résodu sans peine grice au théordme de Pythagore (Personne ne
pense au ¢as ol e triangie PQR serait rectangle 2n P ou 41 Q).

Viennent aussi, parfois, les ca5 od P, Q, R sont alignés (pasler
initialement du « triangle PQR. », au lien des trois points P, Q,
R, éloigne les éldves des cas d’alignement) et 04 |'ordre des trois
points a une importance.

Puis, pour profiter da théordme de Pythagore mime dany le eas
général, un éléve ay moins suggdre d'introduire le point H, pro-
ieié orthogonal de P sur la droite QR.

Les éléves dessinent 3 peu prés tous un triangle PQR acatangle
{probablement parce que trop & instituteurs et de professeurs ne

dessinent jamais eux-mémes an tableau le moindre triangle sbtus-
angle...) ; de ce fait, H « tombe » entre Q ot R. Cependant, au
moment de remplacer RH par QR — QH, fa question se pose !
et si H étadt tel gue REJQH] ? Dol la sabdivision du cas
« PQR est aigu » en deux sous-cas.

Un &éve suggdre, si H n’est pas dément de [QR], d’abandonner

H au profit du projeté orthogoaal de R sur la droite PQ, projeté

qui, lui, séra dans ce sous-cas élément de [PQ] ; idée judicicuse,

du fait de la « symétrie » des rdles jouds dans cette affaire par
{1} <& qui, ponr nons, xignific « trols points distincts »
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fes points P et R, mais qui serait inopérante dans le cas ol PQR
est obtus,

Ce cas est ensuite abordé.
On peut reprendre tount le probléme en une sorie de tableau o

Duwd&mu
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B - | AC &BY ot » act + A BC = ACH AR
BC = {b—¢f whasts P Bnkde
oY« b® 4 e ot o ¥ 4" b e
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aone e EAR = R

SRS v -y
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!c'.-fe' ﬂt’i«?{cwﬁ -hl’ . N’ia'*'i-} ﬂmtﬂi!'

Pulvgur dens pivls opposiy oot s arrd, die o trols s .
act = o un 4\+(¢ma——u;‘
8% = e a + c® ;.}}; -::mm\
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O comiedie quu-se Pt wot valobbs it e 1ok eon NN e,

Conclusion:  Pour ol pointsfiistincty A, B ot C
P = AB' 5 AC — 3 ABX ACK conBAD
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chague cas de figure occupe ane colonne, mais of certaines éga-
iltés sont valables dans plusicurs colonnes ; ot surtout, 1'égalité
finale

PR? = QP? + QR! — 2QP x QR X cos POR (1)
est valable dans tous les cas, ce qui semble soulager pas mad

d’éleves...
11 a fallu, chemin fmsant. uuliser et rappeler 4 certains —
cos 0° = 1 ; cos 180° = ; cos {(1B0®— o) = —cos

Lors des extrcices d'applimtim, scmt apparues d’antres difficul-
tés dues & une mauvaise acquisition du calcul nomérigue et litté.
ral ; en voici deux exemples relevés en Seconde A

* Dans une application numérique de 1'égalité (1), 8 des 28 £1¢-
ves gui ont pensé A PPutiliser font des erreurs de cakoul parce
qu'ils ne respectent pas la priorité de la muitiplication sur

i’adchtzon (par cxemple, 36 - 144)(«% devient chez eux
- {08 % —}

¢ 5 des éléves qui ont pensé A (1) pour calculer cos A en fonction
de a, b, ¢ n'azrivent pas A résondre cette &quation ¢’inconnue
cos ,

Ce genre d’obstacles se rencoritre aucti en Seconde C, maids il est

vite surmonté et fe se reproduit pas. '

- Préfinitiom du prodait scsluire, Aprds cssal en classe, nous avons
refondu nos fiches & ve sujet, Il nous semble maintenant qu'il serait bon
de procéder de 1a fagon suivante :

a} Le produit scalaire n'est ni imposé ni inderdit par le nouveau pro-
gramme de Troisiéme {pas plus que par 'ancien). Certains des éléves qui
arrivent donc cette année — 2t arriveront 4 'avenir — en Seconde ont
{auront) entendu parler en Troisidéme de & produit scalaire » ; par exem-
ple, clest pour eux « Xx'+yy'. » repére otthonormé, et sa nulliité
exprimge analytiquement une orthogonalité.

Si on veut — c'#aii noire cas - leur présenter un produit scalaire
intrinségue (indépendarmt de 10wt choix de repére dans le plan), il est

important de leur demander d'oublier (provisoirement ; on ¥ reviendra
pluz tard) ce qu'ils ont pu apprendre en Troisidme sous ce vocabile,
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b) Avons de passer & la définition du produit scalaire, it faut :

— introduire ou rappeler 1a notion de normie d"un vecteur {mesure d'une
longueur — une unité &ant choiste — donnée par le double dérimétre,
Sans préoccupation axiomatique) ;

— intepdisire ia notion d angle de deux vecteurs non nuls {angle de pai-
res ; autrement dit, angle non orientd), en admettant gue « la transia-
tion conserve les angles » (sous cette formulation ou sous une Autre
égquivalente), et proposer guelques exercices simples o0 voisinent
KMV, {'angie de MX et de M‘y, Pangle de KM et de l\fv, eic. : Pidée
directrice - en un premier temps au moins - est de mettre en évi-
dence, sur le dessin, Faagie de d et ¥V en choisissant un point A
{point fowant un r8le dans ia figure ou point pris endchors d'eficieten
construisant le poiat B tel que AB =detie point Crel que AC = ¥{en
bref, ¢n dessinant deux représentants de méme origine, un pour cha-
cun des deux vecteurs ¢n cause) ; Pangle cherché est alors BAC,

Les &léves qui n’ont pas bien compzis la différence entre un cou-
ple de points et un vecteur, ni I'égalité AB = CD (voir plus haut)
ont du mal 4 comprendre et & pratiquer ces changements de
FEpraschiants.

De plus, nous avons constaté que certains éidves n'avaient pas,
dans fe premier cycle, assimilé concrétement la notion de sens
d’un vecteur, oo si on préfére de sens comparés de deux vecteurs
de méme direction. 3"y ajoute la divergence entre les significa-
tions mathématiques de « direction » et de « sens », et Jeurs
significations courantes ; elles coincident quand il est guestion
d’une e « & sens unique », mais non plus quand dans les gares
on &orit « direction de Paris », « direction de Marseille ».

¢} Une fois « norme » et ¢ angie de deux vecteurs » mis en place, on
peut donner comme définition du produit scalairede @ ¢ ¥ lerdel, noté
T eV ou Vi, défini comme suit :
8i I'un {(au moins} des vecteurs o5t nol, c'est leréel 0
ﬁ*ﬁ=5aﬁm0 .
Sid#0etv20 , Bova= Jdx]7Vxcos if,¥
{1} est clair que si ¥ =0, il 0’y g plus d’angle de & et ¥, encore
rmoins de cosinus ; et | V | a beau alors dtre le réel 8, le produit de 0 et
de... guelque chose qui n'existe pas n'existe pas lui non pins).

d) On retourne immédiatement au plﬂ:’m, par deg ezerdoes_»du {ype ¢
« ABC est un triangle ; calculer AB-AC , BC.BA , CBBA,... »

A cette occasion, on constate & nouveau la diffienlté pour cer-
tains éléves de comprendre ce gu'est "angle de deux vecteurs,
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On introduit le carré scalaire de i , gu’on peut noter e ; il est égal
a | W |2 ; done, quels que soient les points A er B,
AB? = |AR{* = ARt ;
ie produit scalaire pourre done servir pour calculer des distances.
Dés lors, 'égalité (1) {voir plus haut, paragraphe 3) peut s’écrire
PR? = QP? + QR* - 2 GP.OR
et,enremarquamqueﬁt = Qk - 6}’,0{1«5:6135:» &
(a—-by = a+b¥-22b
Mais on y reviendra pius tard.

e}Onpemétabln-'_’

ABAL = _(Anf-mcf BCYH

¢ est-d-clire ¢
d- ¥ = —;»-aa'aw ¥ - FE-T P

ce qui pourrait fournir une autre définition possible du produdt scalaire ;
elle aurait le mérite d’« absorber » le cas o0 'un des vecteurs est nul,

) Nullité du produit scalaire ; vecteurs orthogonaux.

Lz dlfﬁculié 1c:|, est de dlstmguer entre

d'une part Dev =0 , on ABCD = 0

et d’auire part droite AB L droiie CD

<’est-d-dire de penser aw cas o0 A=B ¢tavcason C=D,
Autremnent dit, certains &idves ne voient pas facilement la diffé-
rénce enire « vecteurs orthogonaun » & « vecteurs directenrs de
droites perpendiculaires » (La mdwe difficulté se rencontre,
pour le paralidlisme, avec la différence enfre « vecteurs colindai-
_res » et « vecteurs directeurs de droites paralidles »).

La confusion et encore plus tentante si on aceepte écriture
¥ 1 ¥V pour signifier Porthogonalité de deux vecieurs ; mieux
vaul sans doute 1a traduire par I'éoriture i « ¥V = ©, gussi bréve
et commmode, finalement, que i 1 V.
Plus généralement, méme quand les vectenrs ne sohit pas en jew,
peu d’éidves ont le scrupule de ne parler de « droite AB »
qu'aprés s’étre assulés que A et B désignent deux points, &t non
pas le méme point.

Ainsi, le produit scalaire pourra servir lorsqu’il s’agira de droites

perpendiculaires, d’angle droit,...
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3. - Propriétés du produit scalsire

Ved = d«V découle de tadé!"uuhoudxrectcment ke signe de
4 -V aussi.

DUV = Ax(U V) peut se démontrer ep distinguant trois
cas i A0, A0, X=0.

Nous avons admis 1a « pscudo-disttibuzivité ».
L’inégalité de Cauchy-Schwarz -~ qui revient 4 dire que le cosinus de tout
angle de vecteurs est &ément de [~ 1 ; }] — nous semble jouer un réle
négligeable dans Ja progression que Acus avons choisie pour le produit
scalaire. On peut 4 [a rigoeur scudever le probléme, apiés avoir éudié un
exercice du type soivant ¢

«?a Sont deux vecigurs { quei‘= Emzet_}:-"‘*= L3;
a = _3§+é&; B=27+5] . Catcule @7, Z+027), &e(57),
. »

. »

en remplacant Pe }* =1,3 par ?1»? =1 ; on arrive alors & des résultats
curieux @ un cosinu# pius grand que 1, ane norme plus petite que §,... {ce
qut laisse impavides certaing éléves, d’ailleurs 1).

Les propriétés du produit scalaire ne surprennent pas les $iéves ; cer-
tains les ont pressenties supardvant | mais lewr assimilabon compitte
demande cependant an temps assez long, Elles dvoguent des prapriétés
familiéres des réels (certains éleves, triés peu nombreux, se laissent empot-
ter par I'élan jusqu’a &crire

U9 =2 . d'ou ¢ ﬁ%—
v

ou demandent si c’sst légitime)

&. - Utlisation du produit scalaire, — L'introdpctian au programme de
Seconde dit excellenent : « ... on ne peut imaginer de parier du produit
scalaire sans 5'en servir abondamment ».

On peut discuter sur l'intérét du produit scalaire en Seconde ; il es¢
certain guon peut faire de la bonne gdomderie sans hui ; par eontre, on
peut chercher & préparer les programmes de Premidre si le produit scalaire
y est développé. Cette discussion a éé iranchée par le programme officiel
en Seconde.

1 s'est trouveé des ééves, bien sfir, pour demander : « le produit
scalaire, 4 quod g2 sert 7 ». Nous pensons qu’on peut, trés peu
de temps apréds la définition, faire prévoir {Cf. plus haut) qu’il
sexvira & propos de distances ¢t d*orthogonalités. Les utilisations
du produit scalaire ¢n Seconde ne manguent pas ; le programene
en suggére plusiears.

Il pons & paru imporiant d’ez donner d’abord quekues-unes en
dehors de {"analytique ; elies sont de deux sortes :
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1) Retrouver des théorémes connus :

* e théoréme de Pythagore et sa réciproque, 4 partir de I’identité
(T+V)y =@ +V 20V
» des propriétés du losange, du rectangle, du triangle rectangle, de la
médiatrice, 3 partir de I'équivalence entre :
[df=]¥] e (d+ ¥ - V)=0
ou (ce gui revient au méme) de I’éguivalence entre
eV =0 et |U+V]|=]d-7V]

» "égalité (1) {cf. paragraphe 3}).

Ces « retrouvailles », et principalement la derniére, posent un pro-
bléme de logique : on ne peut prétendre démontrer (1) & partir du produit

scalaire alors que le produit scalaire est « sorti » de (1}, Les cercles vicieux
nous menacent...

Nous nous sommes cantentés de soulever le probléme, et de dire
gu’on peut définir le produit scalaire et présenter ses principales
propriétés de fagon A éviter tout recours au théoréme de Pytha-
gore, & 'égalité (1), etc. ; dés lors, on peut effectivement démon-
trer ces derniers 4 partir du produit scalaire.

Nous n’avons pas suscité d’écho de la part des éléves, ce qui ne
nous a i étonnés, ni dé&cus. 11 est encore trop tod en Seconde
pour aborder vraiment la question de I’axiomatisation de la géo-
métrie.

Exercice : (O, ?, }" J est un repére orthonormé du plan. Voici
dewx points : Af—5 ; 1) ; B2 ; 2). Trouve de dewx fagons diffé-
rentes une égquation de la médiatrice de [AB]. .

Tous les €léves somt partis du fait que cette médiatrice st la
droite perpendiculaire au segment en son milieu (la deuxiéme
fagon n’était qu'une variante de la premiére dans leurs
réponses) ; personne n'est parti de I'égalité MA =MB.

2) Démontrer de nouveaux théorémes, relatifs 4 MA!+MB?, a
MA2-MB? | i ’orthocentre d’un triangle, et leurs conséguences.

En Seconde A, le probléme relatif A I'ensemble des points M du
plan tels que, les deux points A et B et le réel positif k étant don-
nés, MAI+MD?*=%k , a &¢ introduit de la fagon suivante (aprés

avoir éabli que MA2+MBP*=2 MI’+% AB? : Aet Bsont
deux points donnés tels que AB =12 ; I est le milieu de [AB]. Un
point M est tel que IM =4. Calculer MA?+MB2 . Trouver
d’autres points P, Q, R,... tels que PA2+PB? | QA+ QBZ,

RA?4+RB?,... soient égaux au résultat trouvé pour
MAZ2+MB?

3es
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7. - Prodait scalaire et coordonnées

'est la premidre fois que nous introduisons expliciterent une base
&t un repire. Mais des exercices préparatoires ont &€ dé;a traités.

% donne une gase { ?. T) en considérant comune connys les nom-
bres fid. }i)et i+7, et on cherche les expressions analytiques du
produit scalaire de deux vecteurs quelcongues et de la norme d™un vecteur
que}conque' M’Dans un wexercice d’application numérique

ip=2,]if[=Y, i«]=1),o0nfaichercher des produits s¢alai-
res, des distances, des vecteurs orthogonaux A un vecteur donné, les deux
vecteurs unitaires d’une direction donnde, des angles,.. Le degsin permet
de contréler approximativement fes résultats en utilisant 1’&querre et le
donble déchmitre.

N on recommence le tout avec une base orthonormée
(17 h=1,17}=1,1e7 =0). On conciut que les problémes ois inter-
viennent des angles, des distances, Uothogonalité,... se réglent, en analyii-
que, plus facilement en repdre othonormé qn’en repire son orthonormé,

Les éldves retrouvent avee plaisir « leur » produit scalaire de
Troisiéme. La nouveauté pour eux, c’est qu'on puisse traiter des
problémes mériques en repdre non orthonormé (moyennant des
calculs plus compligués qu'an repére othonommé), et surtout gue
le produii scalaire t¢l que nous "avons défini existe indépendam-
ment de tout choix de repére.

Nous p’avons pas tentd, bien entendu, de montrer "existence, dans
un R-vectoriel de dimension 2, d™une infinité d'applications « produils
-scataires. Pour nous, distance et angle sont des notions conerétes de des-
gin, mesarées au double décimétre et au rapportene ; elles nie sont pas lides
& une giructure euclidienne de ce R-veciorie],

8. - La caractérisation analytique du cercle st du disque en repére otho-
mormé n’a pas posé de probléme,

Les éléves oni &4 amenés & remplacer par sxemple - 2x par
{x 1Y = 1 , cequiest une préparation 4 ia résclution d"équations et iné-
quations du second degré {bien gue s théorie géndrale du second degré ne
figure pas dans le nouveau programme de seconde).

Nous avons ensuite établi ta « formule ABAC = ABX AH » {veir
k¢ programme) ; nous avons constaté — une fois de plus ~ que 18 nota-
tion AR ne fait qu'embrouiller les iddes des éléves ; on peut fort bien
s'en passer, ici comme ailleurs, n’en déplaise anx programmes.
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IV, — Géométrie dans I'espace
{chapitre VI du programme)

{Cetic partie n'a é1é mise & 'essai, pour "instant, que dans leg trois Secon-
des .

I. - Avant de commencer, nons avons pose en classe, oralement, la ques-
tion suivante :

« Qw'est-ce qi vyous savexr de la géométrie dans ’espace ?
Qu'est-ce que vous vous rappelez avoir vu en classe & ce sujet les
années antérigures ? »

1.£s trois ou quatre premiéres réponses spontanées parlent de
« trofs vecteurs unitaires za lien de deux », de « trois dimen-
sions au lieu de deux ; par exemple le carré 2 deéux dimensions, le
cube en a trois », de « caleuls de volumes au lHew de caleuls
d'aires ».

Aprds un tenips de silence, la question suivante est posée »

« Quelles figures de I'espace connaissez-vous 7 »

Quelques éléves évoquent la sphére, le cube, le parallélépipéde ;
dans une classe le odne, le cylindre, la pyramide ; dans une
autre, et bon dernier, le plan.

1l s’agit donc de souvenirs trés clairsemsés...

2. - La premiére fiche commence par préciser les quelkjues souvenirs en
guestion, et par introduire les mots plan, drofte, point (que presque per-
soxne n’a utilsés lors de Ja rapide enquéte aui précéde), sans auncune Jéfi-
mition,

Elie suggére quelques conventions pour représenter, sur une feuille
de papier ou un tableau, un pian.

Elie propose quelgues exercices d’observation, & propos de relations
d'incidence, concernant un cube dessing (des boltes de craie vides sont
aussi fourniss aux groupes) of un tétradédre dont ie patron avait é1é fourn
c{. que les éléves avaient &é invités & fabriquer chez eux et A spporter en
¢lasse,

= D’emblée, le vocabulaire utiiisd spontanément par les éléves
pose quelques problmies @ ils disent : « la droite et le plan
sant confondus » pour exprimer gue Is drofte est contenue
dans fe plan. Pour cerfaing, « plans superposabies » ou
« plans superposés » signifie | plans paralidles distincts (s
pensent sans doute 3 des Stagidres superposdes 7).

07
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* Trés vite aussi, Ja « vision dans 'espace », préalable 4 foute
mathématisation, s’avére fort inégale d'un éldve i I'autre ;
dans ’exercice suivant : '

Voict un cube :

e plan EFH contient-it urn auire sommet du cube ?
e plan EGC contient-if un autre sommet du cube ?
de plan EDF eontient-if un autre sommet du cube ?
le plan EDG contient-il un outre sommet du cube ?

G

la dernidre guestion Erit une sorte de tri entre ceux qui répon-
dent sans hésitstion et les antres, qui ont dut mal 4 répondre.

* | a notion de droite, -son caractére Hlimite, le fair gulon ne
puisse jamais dessiner qu’un morceau de la droite, Ia confu-
sion entre une drofte et un segmeni de droite, génent considé
rablement ¢t durablement un nombre appréciable d'éidves de
6éme, 5¢me ef méme 4éme. De méme ici, la noiicn de plan,
son caractére illimité dans toutes ses directions, I8 fait guon
e puisse jamais dessiner gu’an morceau de plan, is confusion
entre un plas £t un pacaliélogramme, génent certains éléves de
Seconde (] seralt intdressant de savoir si ce sont les mames gue
ies premierg cités, deox ou {roig ans plus tard),

Exemples : -

* plusieurs dessinent un paraliélogramme pour suggérer un
plan, comme i zur &ait indigué dang la fiche, mais dénom-
ment les 4 sommets ; pour ¢ux, le plan ABCID se distingue-t-il,
ou non, du plan détermind par ces quatre points 7

* deux ou trois Sléves ne voient pas pourguoi deux plans ne
pourtaient pas avoir un seul point commun ; & Pappui de leurs
dires, ils metient un cahier fermé en contact avec feur table par
un des « coins » du cahier, et concluent : {e plan de la table ot
le plan du cahier n’ont gu'un point commun.

* Pintersection des plans de deux faces d’un cube ou d’un téirag-
dtc?t&ouvummar&e(mmmt) A leurs yeux, et non pas
une droite.
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& Par conire, certaine éléves trouvent par eux-mémes des con-
ventions de dessin pour représenier « en plan » des éiéments
spatiaux :

* Je plan déterminé par trois points A, B, C non ali-
gnds est représenté par le triangle ABC, ce qui est
tout aussi légitime gue le rraditionnel paraliélo-
gramme, éventuellement amputé d'un ou de deux
oBiés, et méme plus logique puisque trois polnts

suffisent 4 déterminer un plan ;
CAS

* i dessin ci-contre a pour but ¢’indiguer que la
droite d est contenue dans le plan P ;

* les pointillés soue utitisés, souvent avant méme que le profes-
seur on alt parlé ;

% plusiears éléves tentent de faice des dessing « en perspective »,

On conglut de ces tentatives qu'il faut souvent, & cfté d’une
figure, écrive (en francais ou en langage mathématique) certaines
hypothéges difficiles 4 traduire conventioanellement sur le des-
Fin,

* Des éléves demandent pourguoi un plan ne serait pas un
ensembie de droites, et non pas de points ; on ne peut que leur
répondre gue ¢ nie serait pas absueds, mais que la convention
habituelle - ef commaode - consisie & considérer les plans ef
les drpites comme des ensembles de points, et les droites du
plan comme des spus-ensembles de ce plan.

La fiche suivante aborde les positions relatives de denx plans, d’une
droite et d’un plan, de deux droites. Le fait — nouvesu par rapport 4 Ia
géométrie plane ~ gue deux droites peuvent n’avoir aucun point com-
murn sans #re paralidles est assez rapidement acqais.

On conclut en dressant une liste de propridids, dégagées par 1"expé-
rience, ¢ que 'on admet. 11 est antendu qu’elles serviront dans ia suite 4
démontrer d’autres propriétés.
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3. - Ces premidres démonstrations (4 partir 4"« axiomes » — mais le mot
n'est pas employé — surabondants) semblent intéresser les dléves,

* Par exesmiple ;
P ¢t Q sont deux plans disjoints.
R est unt plan qui coupe P selon la droite d,
Démontre que O et R sont séeanis ef quie leur droite d'intersec-
tion est paratidle & d,

Deux méthodes « sorfent » ponr démontrer ce paraliéliame :

* une méthode « par I'sbsurde », employée spontanément par
un éléve | si les deux droites se coupaient, leur point commun
serait commun sux deux plans, etc.

* une méthode par contraposition ; le principe en 5 £1é déja ren-
coniré ailleurs qu'en géométrie ; et le mot « contraposition »
a &té prononcé par une &léve, avant qu'un autren'utilise le rai-
sonnement par 1'absurde. (En fait, la contraposition st une
mise #n forme de la méthode par Pabsurde, de deux points de
vie
- elle choque moins tes débutanis, 4 qui on a seriné qu'il ne

fallait surtout pas utiliser la conclusion, sous peine de cercle
vicieux, ¢t gui maintenant sont invités & partir de ia négation
de 1a conchusion ;

- elfe oblige 4 préciser = raisonnement : dans Je présent exem-
ple, il y a lieu de considérer comme « référentiel » trois plans
P, Q, R, P et K se coupant selon la drofte d, Qet R selon la
droite d', comme hypothése ; P §Q # comme conclusion
d #d’ ; Fénoncé contraposé est 1 « Si d n'est pas paralléle &
d’, alors P n'est pas paralidle 4 Q ». Le classique « raisonne-
gcm par I"absurde » escamote alidgrement ce gente de prici-

ons.. ).

s L’exercice suivant °

a} P esi un plan, A et B sont deux points distincts de P. C ast un
point n’appertenant pas 3 P. P* est le plon déterminéd pur les points A, B,
C. Démonire gue P et P° ne sont pas paralidles.

Oue pewx-in dire de POP° 7

B O est un plan ; E est un paint de O ; ¥ ef G sont deux points aon
situds dans Q. E, F, {7 ne sont pav plignés. La droite FG coupe Q en H.
Quelle ezt Fintersection des plans O of EFG ?

Méme question en supposant gque la droite PG est paralitle ¢ Q.

o} 5 est un plan ; 8° est un plan détermind par trois poinis L, M, R
non situés dans § ; 5 et 8 sont sécants,

Commeznt trowver des poinis de leur droite commuine ?

est assez bien résolu.

o
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Il montre que les figures
{planes) de géométric dans
I'espace ne sont pas totale-
ment arbitraires; par exem-
ple, les points A, B, C élant
tous trois en dehors du plan
P, les droites AB, BC ot CA
coupent P en trois points,
respectivement D, E et F,
qui doivent &re alipnés.
Certaing éEléves semblent
d'ailleurs étonnés, aprés la
démonstration, que l¢ dessin
qu’ils avaient Fait soit faux;
quelques-uns méme doutent
de 14 validité de la démons-
tration tant ils “‘croient’” %
leur premier dessin...

4. - Orthogonabité

La notion de droiie perpendiculaire & un plan nn’est pas immédiate
pour ious les éléves, Certains, placant une régle obliquemient par rapport
au plan horizontal, disent : « Cetie drojte 4  est perpendiculaire
au plan P de Is table, puisque cet angle o
(ils montrent d et la droite f de P per- /
pendicalaire & d) est droit ». Auire-

ment dit, ils croient qu*i suffis de trou-

ver une droite de P qui soit perpendi- ’
culaire 3 d pour gue d soit perpendicu-

laire & P. ~ {

Autre erreur ; des dléves croient que deux pians perpendiculaires 4 an
méme plan sont paralldtes, sans doute parce gu’ils géndralisent inddment
aux plans la propriété des dreites du plan : « Deux droites d*un plan per-
pendiculalres A une méme droite de ¢ plan sont paralldles ».

Quelgues démonstrations étaient demandées, aprés avoir dressé —
comme auparavant pour le parallélisme — une fiste, pourtant surabon-
dante, de propriétés admises. Par exemple :
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a} & deux droites sont paralidles, tout plan perpendiculaire d Fune
est perpendicutaire & Pautre,

B} St deux plans sont pargiidies, towte droite perpendicuisaire a i
est perpendiculeire @ Uautre,

Ces deux démonsteations arrBtent la presque totalité des éidves.
Miéme lorsqu’on leur on a donné le principe of l» début, irds peu nom-
breux sont ceux qui peuvent les terminer. ‘

Mous pensons gu'il faur admettre un grand nombre des propriétds
premiéres avant de se lancer dans dés démonsirations, lesquelles d'aillewrs
n'intervenant que dans les exercices simples, et mon pas en vae d'un
exposé rigoureux des fondements de la géométrie dans espace.

C’est ainsi gue nous avons eu 'impression que Fintérét renaissait,
gue des dégronsteations Saient trouvées plus facilanent, & propos du plan
médiateur d'un segment, de la syméirie orthogonale par rapport 4 un
plan, des diverses projections.

¢l1i reste & faire le repérage d’un point dans *espace et des exercices de
calcufs d'aires et de volumes).

Y. — Quelques réflexions

Nous avons notd le temps consacré A la partie dont il est quesuon
dans les parugraphes 1 & 7 du HI précédent :

rans chacune des trois Secondes C, il a fallu 20 heures environ en
classe, auxquelles s*ajoute la durde des devoirs surveillés et de la correc-
tion en classe des devoirs (surveillés et & 1a maison).

En Seconde A, la vingtaine d*heures a éé consacrée & la méme pro-
gression, mais seviement Ju&qu"& la définition du proguit scaiaire
(incluse) ; cette premidre tranche n’a occupd darns les Secondes C que ¥
heures environ.,

£ un des trafts marquants de notre travail ést donc cette différence de
rythme entre les deny types de classe. Elle &tait, cerfes, prévisibie...

Dans un projot de programme de Seconde, un découpage en tanps
giobal {gul a heursusement disparu dans le texte définitif) attribuait & ce
paragraphie V 12 % du temns global de P'année scolaire. Un calcul gros-
sier montire gue nous avons consacré 18 ¥ de ce temips global 4 une partie
de ce paragraphe : Jes irofs quarts on Seconde C, le quart on Seconde A,

Nous avons essayé de faire travailler nos &éves dans 'esprit préco-

nizé par '« introduction gu programme de Seconde ». Un exposé magis-
fral, ane définition donnée abruptement ot des exercices d’applicajion 4

2
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falre 2 1n maison, voild qui aurait bien diminué Je temps passé A cette tran-
che du programme ; mais nous dovtons fort de V'efficacité réelle d'une
telle méthode, Nous avons constaté, une fais de plus, que I'appel & Pacti-
vité de recherche des déves &ait fécond, mals prenait beaucoup de temps.
A voir les difficultés gu'ils rencontrent, ia lenteur de leur progression,
méme en Seconde C, nous regrettons plutdt que ies exigences du pro-
gramme actuel nous aient obligés 4 presser ke pas plus qu'il n"aurait fallu,

Nous répétons, d’autre part, que les séances de Travanx Dirigés 3
effectif réduit sont précicuses (en attendant que les ciasses de Seconds
atent toutes moins de 24 $dves, . .}, surtows avec des classes hétéropdnes, et
qu’une telie séance de 1 heure par semaine est trés insuffisante.

i

VI. — Conclusion provisoire

Nous attendons d’avoir terminé, ddans les quatre classes si possible, la
misc & Pessai des paragraphes V o VI, pour donner d’éventuelles conclu-
sions, en particulier sur ce qui concerne la répartition du programme en
niveasx d’approfondissement, qui a #¢ refusée par le ministére 4
FAPMEP., mais gqui a cependant &é &udide par certaines de ses
Régionales (voir par exemple une propaosition de ia Commission Second
Cycle de la Régionale de Lyon, Bulletin A.P.M.E.P. Numéro 325, pages
HHO-T11).

Dés a présent, rous exprimons nos craintes & I'égard de Iz Seconde
qui se profile 3 'horizon de 1981, Alors que le principe d'une Seconde qut
aurait permis de repousser d’un aan ['orientation vers les divers baccalau-
réats nous avait paru prometteur, nous pensons maintenant gue le pro-
gramme de Mathématiques de Seconde risque fort d’étre interprété de
ielle manidre que Paccés & la Seconde soit refusé, en fin de Troisidme, &
des élaves gqui sctuellement surait trouvé leur voie en Seconde A eu AR,
donc gue i réle sélectif des mathématiques 3 ce nivean 50it encore accru,
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