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Une définition intuitive,
avantageuse et oubliée,

de la notion d’ensemble fini.

par Marcel GUIHLLAUME, Université de Clermont 1T

Introduction

Lors du T Collogue Mational des Professenrs d"Ecoles Normales,
qui s*est tenyn A Confolant, des 2 au 4 maid dernier, un groupe **Approche
du Nombre® s'est préoccupé de la pedagogie de introduction des nom-
bres entiers naturels, )

. La pierre d'achoppement est dans la définition des ensembles finis
que Pon adopte. Nous discutons ci-aprés quelqims-unes des définitions
aui ont été proposées par divers auteurs, et guelques-uns de leurs inconve-
nients et avantages.

1. Sur cing définitions des ensembles finis.

_ Pendant le Colloque de Confolant, le groupe **Approche du Nom-
bre’ s'en est tenu (implicitement) & ka définition ¢ nombre entier naturel
comme nombre des éléments d"ar ensemble fini, et, en ce gui concerne les
rudimenis sur les ensembles finds, 3 deux possibilités :

- g1 bien, partir ¢e la traditionnelie .
 Définition 1. (Dedekind, [5]) : Un ensemble est dlt Jini 5’1 n’est équi-
potent a aucune de ses parties propres !
c’est une voie gue nombre de colidggues ont kien en mains ;
— ou bien partir de la
Définition 2. Un epsemble est diy f' i 5’1l admet un ordre powr lequel
chacune de ses parties non vides admet un premier et un dergier élément.

Lors d"un échange de correspondance sur ia mise au point du rapport
du groupe, m'étant livré A gueigues vérifications de nos asseriions, il
m'est appars gue emploi des définitions 3 et 4 ci-aprés rend vraiment
facife 1'étude des propriétés fondamentales des ensembles finis.

Définition 3 : Etant donné un ensemble E, on dit d*une partie X de E
gu’elle est finiment énumérable si et seulement si elle est vide ot telle qu'il
existe une partie Y de E, préalablemeni reconnue comme finiment énumé-
rable, et uni éément a de E, tels ¢que X = ¥ 4 {al.
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Commentaire : les parties finimemt éaumérables de E sont ainsi défi-
nies comme constituant une famille Fy de parties de E, telie que

(i) deFy '
(i) vWeFg veeE YUlajeFyg

(iii) (*'condition de cl8ture™) Fg est incluse dans toute famille Fde
parties de E satisfaisant aux conditions

() o F
i v¥YeF vaeE YU faleF

1es conditions (i) et {ii) traduisent & “5i”° de lJa déitnition 3, 1a
Heondition de cléture” Gil) est la seude expression pessible, & Bade des
concepts de théorie des ensembles, du ““seulement si”' : st F est wne
famille de parties de E satisfaisant aux conditions (i} ¢t (i), les parties fini-
ment énumérables appartiennent 3 F, mais vne éventuelle partie Z de B,
non finiment énumérable, appartenant 3 F, devra ne pas appartenir 3
\?Et ’

Définitfon 4 : Un ensemble E est dit finf s'i] appartient a la famille
de ses parties finiment $numérables.

Un fort bref retour 3 la bibliographie m'a fait constater qu’une idée
aussi simple que celle qui sous-tend la définition 3 se rrouve déjd dans e
chapitre 120 du 2¥me volume des Principia Mothematica de Russell et
Whitehead [9] (l¢ 2éme volume ost paru en 1912},

11 est fort curicux gu’elle soif tomiide dans Poubli,

Sans doute est-cg dil, pour une part, aux défauts de cor ouvrage :
fraité en systéane formed, U est agagant a fire, en rason de {a lenteur aves
laquelle il procéde des logiciens d'aujourd’hui, diew merci, s*occupent
d’autre chose que de la production “*pas 4 pas” de démonstrations for-
melles) ; il souffre sussi d’un excés de symboles définis (ceriains sont
redondants) ; et -puis, Ia facon dont il use des intuitions sar iesquelles
repose 1a “théorie des types’® de B. Russell {nous esquisserons plus loin
une explication de ’objet de celle-ci) 5'est avérée inappropriée au dévelop-
" pement des mathématiques, auquel elle donne trop de complexité.

Hn’en reste pas moins que Tarski, dans son mémoire de 1924 Sur les
ensembles finis {11], mentionne "idée, tout en attribuant & Russell et
Whitehead la '

Définirion § : Un ensembie B ast dit find &'8 appartient 4 tout ensem-
ble ¥ tel que

4% d¢F a (i) ¥XeF vee B X UfaleF,
en bonne place parmi les dix-sept dont i fait &at.

Peut-étre Tarski lui-méme a-i-if involontairement contribué a en
détourner 'attention, en mettant accent — ce gud €8t blen naturel | —
sur sa propre définition (6 ci-aprés), “noethérienne”, e par i3 plus &
méme de frapper "esprit des mathématiciens de ’époque ?
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Définition & ¢ {Tarski [11]) : Un ensemble E est dit fini si toute
famille non vide de parties de E admet un éément minimal pour I'inely-
&gion.

La contribution de Tarski dans c¢ mémoire éait importante, au
moment de sa présentation ; za rigweur dépassait les usages antérienrs, ef
c'était la premidre daboration compidte du fondement de la théorie des
ensembles finis sur la théorie des ensembles {celle de Zermelo), A partir
dune définition ne recourant ni au boa ordre (comme 1a définition 23, ni
4 I"équipotence (comme iz définition 1),

2, Sur Pemplod des ordinanx,

Avec le recul du temps, les spécialistes de théorie des ensembles sont
revenus a une démarche inverse, qui consiste & définir 12 nombre entier
naturel comme wn ordinel de Von Neumann fini, ¢t I’ensemble finmi,
comme équipotent a vn tel ordinal.

1l existe en effet, parmi les ensembies engendrés A pariir de 1"znsem-
ble vide par formation des singletons et réunion, des ensembles “‘qui
comptent’”, transfiniment ; Zermelo les connaissait déja en 1915 [2], et
c’est en 1925 que Von Neumann [12] acheva d’en élaborer 1a théorie : ce
sont les aordinaux dits de Von Newrmann. Entre leurs éléments, 1’ apparte-
nance est un bon ordre, et, afin de les carvactériser, il faut conjoindre i
cette propriété la “transitivité” (de I"appartenance) : un ensemble est dit
transitif 5’1l admet aussi pour €léments les dléments de ses éléments.

€Cas ordinaux constituent un outil agréable pour les théoriciens des
ensembles ; leurs particularicés en raccourcissent et en simplifient " étude
{voir, par exemple, [7]), ¢t fournissent des moyens & expression comnio-
des. On dit firis ceux qui, parmi eux, n'ont avcune section initiale sans
dernier élément. On n’a aucune peine 2 voir que les ordinaux finis consti-
ruenr ua modele des axiomes de Peano, et cecl, indépendamment des
axiomes du choix, de Vinfini, e des pareies ; ainsi, les théoriciens des
ensembles les assimilenz-ils aux nombres entiers naturels {un des ex¢mples
des particularités anxquelles je fais allusion plos haut est que, selon cetre
conception, chague nombre entier naturel # est un ensembie 3 »
élémenis).

3. Des mérites compurés dea définitions précédentes.

Cependani, le groupe **Approches du Nambre®’ de Confolan? préco-
nise de ge pas recourir aux ordinaux de Yon Neumann pour former los
instiruteurs, parce que ce sont des outils *'élaborés’’, trés doignés des
intuitions qui guident les débuts de Papprentissage des mathématiques ; il
faut déja connalire pas mat de théorie dey ensembles pour admeitre
comme “naturells” 1a notion d'ensemble transinf.

Je conjecture, pour ma part, gu’ll vy a une corrélation entre Ie type
d'une notion (a0 sens de la théorie des types de B, Russell) ef Veffort de
contertion nécessaire pour Facguérir, On peut donner une idée'de ce dont
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il s"agit, sans entreprendre de longs développements théoriques, en rappe-
lant cette pratique courante : partant d’un ensembile E, on en note {pas
toUjours, mais souvens} les éléments par des minuscules x..2..., les par-
ties par des majuscuales latisies X, Y, Z,..., les familles de parties par des
majuscules de rondes, . ,Y,% ,... L***échelle des types” [3] dont E ent
I““mnivers’ en range les éléments dans Ie type de base (z8ro0), Jes parties
dans le type aussitdt au-dessus (un), et les familles de parties dans le type
encore juste au~dessus {deux).

La conjeckure ci-dessus conduit & ranger dans le méme ordre les
degrés de difficuité d’étude des identitds vérifides par telle.ou telie struc-
ture algébrique, des propriétés de leurs quotients, et des propriéiés des
siructures topologiques.

Or, on buie sur une complication supplémentaire dans le cas d'un
ensemble iransitif : dans quel type en ranger les dléments, qui en sont
aussi des parties 7 Et I'échelle des types dont I'univers st Pensemble vide
assignie 4 chague €lémeni d’un ordinal de Von Neumann un type qui lui
est propre 1

La définifien § souffre d’un flou analogue quant ay type des familles
d’ensembles en jeu. Les autres définitions ci-dessus sont aeltes quant aux
types : les définitions 1 et 2 renvoient aux parties, la définition & aux
familles de parties, la définition 3 aux familles de parties satisfaisant A
certaines conditions.

Un des intéréts théongues du détour par les oxrdinaux de Von Neu-
mann est de faire voir que les propridiés reconnties aux ensenibles finis
par les mathématiciens ont des démonsirations indépendantes, enire
auires, de Paxiome de cholx (mieux, on établit Je principe de choix pour
leg Familtes finies : on montre que toute famille finie (E,) d'ensembles
pon vides admet une fonction de choix

g1 U E
i€l
telle que viel o (i) «E; ). Legros défazar de la définition de Dedekind
esi qu'elle coniraint faue usage de Paxiome de choix pour tablir certai-
nes des propriétés fondamentales des ensembles finis ; telles, par exem-
ple, 1a finitude de 'image d™un ensenible fini par une application, ou
encore, velle d™une réunion finie d’ensembles finis,

La définition 2 a e mérite d’8tre intuitive et de permettre d’&ablir
que les nombres entiers naturels satisfont aux axiomes de Peanc, puis de
reprodmire les mémes raisonoements qu’d partir de ia notion d’ordinal
finl (elle se préte aussi a des démonstrations directes des propriétés des
cnsembles finis, dont certaines sont signples ou assez simples), mais, en
vue ¢"éablir que les axiomes de Peano sont satisfaits, elle exige un détour
par Vétude des sections initiales des bons ordres et de leurs iso-
morphismes.
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La définition 6 n’est pas anssi proche de Pintuition ; elle ne pent Stre
bien admise, ¢’ast-a-dire opérationneliement comprise, par des débutants,
gu’au prix d’une justification prenant guelgue temps. D plus, elle souf-
fre ¢'un défaut anslogue & celui de la définktion 1 : les propridids des
- ensembles finis ne 'en déduisent toutes gu’en utilisant 'axiome des
pariies.

il nous regie le groupe des définitions 3 et 4, qui ne sont pas moins
intitives que la définition 2, ef rendent sans longs détours les mé&mes ser-
vices. que celle~ci : pour ke faire voir, nous preduisoms, ci-aprés, une
esquisse de "éiude des ensembles finis reposant sur ces définitions.

4. Sur 'emploi du groupe des diéfinitions 3 et 4.

Proposition 1. 8i E et F sont des ensembles, de FC E résulie

F ¥FC F E

Démonstration ; F = pp (X e Fp/X C Fisatisfait (i) et {ii) pour F.

Proposition 2. F , = ($],

Corollgire. ¢ est un ensemble fini.

Proposition 3. 8i E est un ensemble fini, tout ensemble de la forme
E U ixlest fini.

Démonstration : d'une part, on & E eJ gupg (définition 4 et
proposition 1) 1 résulte done de xE U (x} <t de (i) que

EUxie Feum
Corollaire. Toute paire {a,b] est un ensemble find.

Propusition 4. Soient E un ensemble ¢t F une partie de E. Pour que ¥
sait une partie finiment énumérable de E, il Taut et il suffii qu’elle soit un
ensemble fini.

Démonsieation : par la proposition 1, siFs ¥ g,onaFe 5 :siFest
finie, elle est finiment énumérabie.

Soit F Pensemble des F e Fy qui sont finies ; par e corollaire de la
proposition 2, ei la proposition 3, 7 satisfait {i} et (K} pour E ; par (i} on
adonc 7 = ¥ g :toute partie finiment énumérable est finie.

Remargue : le méme schéma de démonstration é1ablit toute proposi-
tion de la forme :

Toute partie finiment énwmérable d'un ensemble E est finie qu sens
de..., quelle que soit la définition & laguelie reavoie Ia locution “‘finic aw
sens de...”' (par exemple, Dedekind, Tarski,...), car, quelle gue soit ceite
définition, elle se doit d'étre telle gue

(a) ¢ est fini au sens dg...,

(b)Y Si E est un ensemble fini au sens de..., il on va de méme de tout
ensemble de la forme E U x},
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Alnsi, tout ensemble fini adinet un ordre dont toute pariie non vide
admet un premier ef un dernier éément ; tout ensemble fini n"est équipo-
tent 4 aucune de ses parties propres, etc., ot ¢es propriétés peuvent, 4 loi-
sir, etre utilisées pour simplifier, par rapport au schéma général que nous
indiguons plus loin, les démonstrations, non produites, de certaines des
propositions émamérées : en effet, oo schéma général est celui gai, une
fois &abli que N est un modéle des axiomes de Peano, consiste 4 déduire
toutes fes propriétés des emsembles finis de ceite senle circonstance ; le
théoréme le plus difficile selon ceite progression est ¢elud qui affirme
’existence et |'unicité d’un "‘ordre naturel”’ sur un modéle des aziomes de
Peano,

Coroflaire : 5i E est un ensemble, F ¢ est la famille de ses parties
finies au sens de la définition 4.

Commentaire : Si, dans Ia définition 3, nous avions appelé T4 la
famille des parties finies de E, 1z propogition 4, qgu'il n’agrait pas &é
moins nécessaire de démontrer, aurgit dit 3'énoncer : “Pour gue F spit
une partie finde de E, il faut ¢t §l suffit qu'elle soit un ensemble fini”. A
premidre vue, un tel énoncé pose probléme ! Probléme qui n'est nulie-
ment sans sofuiion, e méme tout 4 fai intéressante par <& que nous y
apprenons suf le langage mathématigue, Mais ce probléme ne se situe pas
dans le droit {il de J'initiation d’un débutant & ia théorie de 12 finftude ; il
ne me semble pas gue c¢ soit & cg moment-1a qu’il convienne de le poser et
de le discuter. Ainsi, adopter dans la défimition 3 une gualificstion diffé-
rente de “finie”’ repose avant tout sur vne démarche pédagogique permet-
tant d'évacuer ce probléme avant que l'on s'adresse & des esprits assez
murs pour P'aborder. Le choix de “finiment Snumérable’™ a aussi upe
arriére-pensée pédagogique : montrer au lectetir que BoOUS ne sommes pas
si loin de la définition 2 ; &t, 5”il renonce & celle~ci pour introduire 1a fini-
tude, au profit du groupe des définitions 3 et 4, mettre #n dvidence qu'il
;ieste.zdans ces derniéres, quelque chose de ’idée qui sous-tend la défini-

Of &

Définition 7 ;: On appelie nombre entiér naturel tout nombre d’élé-
menis d'un ensemble fini.

Commentaire 1 Ce qui suit s"adapte A tout point de vize suy 1a notion
de “nombre nb{E) des éléments d’un ensembie E' dans fequel vailie la

Froposition 3. Pes ensembles ont le méme nombre d'ééments si et
seulement 5’ils sont dquipotents.

Toutefois, nous rappelons au lecteur que nous situons cette éude de
Iz finitude en dekors du cheminement de pensée qui consiste A expliquer
les axipmes de Peano, & ¢n fixer un modéle, ot A appeler “nombres entiers
naturels’” les éléments de ce modéle (cette démarche est déroutante pour
le débutant générigue 4 qui on “explique”’ que ce choix peut &re “‘arbi-
traire” — et g fortior] pour celut 4 qui cet arbitraire est baiancé sans
explication — nofammient, sans que soit 2xplicitée la démarche par
laguelle le modéle appelé N est fixd) : nous cherchons, au contraire, &

35




‘ Bulletin de 'TAPMEP n°327 - Février 1981

procéder sans aveir & expliciier d’axiomes (ceux de la théorie des ensern-
bles pewvent en la matidre &tre utilisés sans explicitation, bref &tre tacite-
ment admis comme évidenis, e d’autant plus gue nous savons pouvoir
nous passer de tous ceux dont 1’“*évidence” a éé discutée).

Définition &, (Frege, [6], 1884) : 0 = nb (¢).

Définition 9. (Frege, ibid) : si # et p sont denx nombres, nous dirons
que p vienf juste aprés n 5'il existe un ensemble E et un élément x de E tels
que o{E) =p e mbE\ x)) =a. :

Nous noterens cela pSn.

Proposition 6. G ne vient juste aprés aucun nombre.

Proposition 7. 1a propriété S est univoque en chacun de ses argu-
ments.

Les démonstrations reposent sur des propriéeés simples et bien con-
nues des bijections.

Proposition 8. La propriété § est fonctionnelle en son second argu-
meit : chaque nombre en admet un € un seul autre qui “‘vient juste
aprés' lui, et qu’on appelle son successeur ; "application s qui, & chaque
aombre, associe son successeur, est une injection, A Pimage de jaquelfe 0
n'appartient pas.

La démonstration reguiert d’¢tablir qu'&ant donné on ensemble E, il
existe 1n objet X qui n’appartient pas A E ! Ou, iz méme chose, pour un
ensemble de mBme nombre d'éléments que E.

On peut remarquer gue dans le cas contraire E contiendrait, comme
£léments, tous les ensembles, €2 notamment ceuy qui n’appartiennent pas
4 eux-mémes ; et donc, comme partie, 'ensemble R des ensembles
a‘appartenant pas 3 eux-mémes, qui donne lieu au paradoxe de Russell
B]: RER»RER

Ce type de raisonnement s™avérant souvent déroutant pour les débu-
tanis, nous en suggérons un autre ; une fois &abli que ¢ 2 &, pour towt
YEE, ona x= (N EE X [$] ;or,E X [¢]est &guipotznt a E,

Propogzition 9, L.es nombres entiers natoreds satisfont au principe de
récurrence :

si P(x) est une proprigté d’un argurment x, satisfaisant aux conditions
{1} on a P(0),

et (2} pour tout nombre entier naturel n, de Pis) i résulte P{s(n)},
alors, tout nombre entier naturel posséde la propriésé P jon remarquera
guen écritaussi p + 1 aulieu de s(n), et P(n+1) au licu de P(s{n))].

Démonstration. Soient E un ensemble ¢t

. F = [XEF|Pab{X))

Ia famille des parties finies de E dont 12 nombre d’8éments posséde la
propriéié P. Par (1), F satisfait A (i), et par (2), 4 (if) ; ainsi, par (i), a-t-
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on F = F g- Bo particulier, cela s’applique st E est fini ; ainsi, tout
ensemble fini a-t-il pour nombre d’ééments un nombre possédant la pro-
priété P ; mais il n'y & de nombres entiers najurels gue ceex des ensembles
finis,

Coroliaire. Les nombres entiers naturels constituent un medéle des
axiomes de Peano.

Partant de 13, on démontre :

- fue pour tout nombre entier naturel a, Jes nombres s(n) &t 2 sont
distinets {récurrence) ;

— gu'il existe un unique ordre sur les nombres entiers naturels (en
fait, sur tout modéle des axiomes de Peano), I rdre naturel, 1l que pour
toul nombre enticr naturel ron sit n < s{n) £ H

— gue, pour tout nombre entier naturel », les ensembles a n éléments
sont les ensembles équipotents a "ensemble N, des nombres entiers natu-
elsp 4 n,

— que ioute image d'un ensemble fini par ope application {en parti-
culier, une partic de cet ensemble} est un ensembie fini ;

— gue la réunion de denx ensembles finis est un ensemble fing |

- que toute réunion finic d'ensembles finds est un ensemble fini ;

- gue le produit de deux ensembles finis est un ensemble fini ;

- gque fe produit d une famille finie Aensembles finis existe et est un
enserble find ;

— gue P’ensemble des applications d'nn ensemble fini vers un aatre
existe et est un ensemble fini ;

= que 'ensembie des parties d’un ensemble fini existe e est un
ensemble fini,

et¢. (bien entendy, les assertions d’existence sont & admettre tacitement
lorsgqu'on a'adresse & des débutants, et inutiles si I'on se place d’embilée
dans une axiomatigue ot il est admis gue fout ensemble admet un ensem-
ble de parties).

Certaines de ces propositions ont des démonstrations directes relfati-
vement simples (mais n’élablissant pas divers compléments sur les
décomptes de nombres ¢'éiéments, gni ort aussi lear intérat). Nous en
esquissons quelques exemples pour les amateurs

Praposition 10. Soient E un ensemble, et f ung application définie
sur E : les parties finiment énumérables de Im(f) sont les images par fdes
parties fintment énumérables de E.

Démonstration : 1a famille F des parties de Im{f) images par f des
éiéments de F p satisfait & {) et (@) pour Im{) ; ainsi 7y CF . La
famille 8 = [PEFg | APE Fynn]  des parties finies de E dom
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I"image par f est une partie finie de Im{f) satisfait & ces conditions pour
E;ainst €= Fg,cequientrainge FCF g .

Corollgire. Si E est fini, toute image de B par une application (en
particutier, toute partic de E) cst finie,

Propozition 1. Soient E et ¥ des ensembles ; les parties finiment
énumérables de B U} Fsont les rfugions d une partie finiment Snumérable
de E et d’une partie finiment énumérable de F,

La démonstration passe par la consiatation que pour toute P& g,
lafamille F=priQE Fx|PUQE Fyypl satisfait aux conditions (i)
et (i} pour F, donc est égale & TFg.

Corollaire. La réunion de deux ensembles finis est un ensembile find.

Proposition 12, Soient B ot F des ensembles ; les harties finiment
énumérables de Ex F sont celles dont les deux projections sont finiment
énumdrables.

Démonstration : dans un sens, on applique la propasition 10, dans
Pautre : si P& Fg, Vensemble F= [Q€ Fp|PXQE Frypl
satisfait @) et G pour Frcarsi Q€ F a4 si yEF,ona |
' PX@QUpD = (PXQ) U (FxDD:
orona PX{y]€ Fgyxy parla proposition 10, done
Px{QUDB € Frxr

par les propositions I et 11, Ainsi, si RC E x F est tefle que
PHREFE ¢ prfR)EFp,ma RE Fy, p, parce qu'on a
RC prRY X prR) , et en utilisant le coroliaire de la proposition 10
et la proposition 4.

Corpilaire : Le produit de deux ensembles finis est un sagemble fini.

Remarque : 1.¢ lecteur aura peni-8tre pris garde que les famillss de
parties d’un ensembie considérdes ici sont incluses dans celle des pariies
finiment fnumérables de cet ensemble, o obtenues A partir d’une telle
famitle par application du schéma de remplacement. Mais méme Phypo-
thése gu'une telle familie existe pour tout ensemble n'est pas nécessaire ;
il suffit de modifier Ia définition 3 ex disant que I'ensemble E sdpare ses
parties finiment énumérables, lorsqu’il existe une famille F de parties
de E satisFaisant anx conditions i), i) et (ili), familie dont les déments
sont alors appelées les parties finiment énumérables de E, et la définition
4 en disant qu'un ensembie est fiol §'il sépare se¢ parties finiment &numé-
rables et est I'une d'entre elies. Les énoncés et démonsirations des propo-
sitions | 3 4 et 9 ci-dessus s’adaptent aisément 4 cette modification {a
proposition 1 vaue alors sous "hypothése gue E et F séparent leurs parties
finiment énumérables, la proposition 4 sous la méme hypothdse pour F).
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Commenraire : Ce que Russell et Whitehead définissent de facon
analogue A la définition 3 est I'ensemble des classes finkes I"8éments d"un
type, et ils définissent une telle classe comme finie si et seulemeni si elle
appartient 3 toute famifle de classes d’#éments de ce type 2 laquelle
appartieit la classe vide, et, en méme temps g’ une classe Y ¢t un Slément

a dutype, Ia classe Y U {g). La définition 5 remplace les familles d*élé-
ments du type par les famibies de toutes espéces (satisfaisant aux condi-
tions 67y et (i), La définition 3 interpréte Ie “‘type”’ par n'importe quel
ensemble et Jes ‘‘classes d'éléments de ce type” par les parties de cet
ensemble.

Un autre motif pour lequel il est souhaitable d’user, 4 un ¢ertain
miveau, de définitions qui permettent 4" obfenir les propri¢tés des nombres
entiers naturels sans faire référence aux axiomes des parties, de Pinfini et
du choix, est que la thégrie des ensembles dont les axiomes sont les axio-
mes d’extension, diexistence de Iensembie vide, des paires et des réu-
nions, et le schéma de remplacement, est *‘équivalente’” A Uarithmétique
de Peano “du premier ordre®, #n ce sens qu'un modéle de chacune de ces
théories peut &re construit 3 partir d’un modéle de 'autre ; elles sont
done, ou toutes deux exemptes de contradiction, pu toutes deux contra-
dictoires {(Nous avons abondamment parlé des modéles des axiomes de
Peanc., L. Schwartz, dans un article de ce Bulletin 10}, a présenté le
modéle imaging par W, Ackermann ({1}, 1937) de la théoric des ensembles
reposant sur ces axiomes, et consirutt & partir 4'un moddle des axiomes de
Peano).
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