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1
ETUDES

Garcon-fille an hasard ?
par Jean-Pierre ROSAY, Université de Provence

Rédigé plutdt sous forme de probiéme, le texte suivant est une adap-
tation d*un sujet d’examen de DEUG B (Marseille, juin 1980), lui-méme
basé sur des chiffres fournis dans le livre “‘Bages Statistiques’ de F.
GREMY et D, SALMON (Sciences Mathématiques au service de la méde-
¢ine, Dunod, 1969}, p. 67. ,

Il s'agit d’examiner I'hypothése selon kaquelle, dans une méme
famille, i ¥ a, 4 chaque naissance, une méme probabilité P 4 avoir un
gargon {donc qu’en particulier le sexe des enfants déjd nds est sans
influence sur e sexe d*un enfant & naitre) ; cette hypoihése sera énoncée
plas précisément dans fe paragraphe 2.

1 se trouve quune telle hypothése peut étre rejetée {au sewil § %)
aves un outiflage mathématique élémentaire, gntiérement & fa portée des
Sldves des classes terminales, en particulier sans recours au théordme de
Gauss ou central lirnite, On a ainsi, en restant au niveau de classe termi-
nale, la possibilité de donner une toute premidre inltiation aux tests statis-
tigues.

. Paragraphe préliminaire. Calcul des moments des lois hinomiales

Soient RnEN, , p&[11] et X une variable aléatoire de loi binomiale
BY . C'est-a-dire, si KE0,1,...,a],

Prob X=k} = CEp* (1-p"—*

Soit r&€N; Il moment d'erdre r de X par rapport 2 sa moyenne ost
Pespérance mathématique {ov moyenne) de (X—nap) , c'est-a-dire ke
nombie

EIX-npY] = £ tk=npy CEp*(1-py~*
Pour p&[0;13, définissons
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il
Fip) = T (k~np¥ €3 p* (1~py=F;
par dérivation, on obtient
Fip)= ~nrF,._ipm +

d’od Ia formule de récurrence :
Fop @) = pP3-p)IF(®) + nrF,_,(p)

Partant du fait évident Fg(p) = 1, on tire ;

E{X—np) = Fyip) = € {on rerrouve ainsi le Fair gue E{X) = np)

E{X~np)l = Fyp) = n p(1-p) {ta variance)

EfX ~nppl = Fylp) = n p(l —~p)(1-2p}

El(X—np)*] = Fp) = n? 392 (1-pP + np(1-p)(1-6p + 675
D'on, sans méme cakculer F,, on voit que

BUX ~np)f] = Fp) = 2 (15p%1 -2} + #t .o + 1 ..,

g i@

ete.

1. Estimation de la probabilité que X, de loi binomiale B, s'écarte de sa
moyenne ¢ an moins & fois son écart-iype

Les notations du paragraphe 9 soni conservées.

Soit k>0, Posons x = Probl X—npl » ko] o o est Pécart-type
deX, ¢ = Jnpg,et g =1-p.
Il ¥ a deux résultats que *'tout le monde connait’’, 1.1 et 1.2 :

1.} 8§ n est assex grand, = est calculé, approximativement, &
Paide de laloi normale réduite m#{0,1) 1 2= (0,1),] — o0, —kFU[K, + ==}
Pour k=12, on trouve «=0,0456 ;

k=3, on trouve r=0,0027 .
Ce résultat a évidemment pour inconvénient de ne pas étre démentaire,

1.2 L'inégaizé de Bienaymé-Tchebichey donne la majoration
|
T = R
On voit gue cette maicration est fort médiocre ; 'inégalité de
Rienaymé-Tchebichev est un putil trés général et de ce fait assez prossier.

1.3 Une inégalité meilleure pour certaines valeurs de & peut &re
déduite du calcul dumoment d’ordre4 E[{X - np)*j , en copiant exacte-

ment la démonstration de Pinégalité de Bienaymé-Tchebichew
On a le jemme suivant :
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Lemme

Soir Y une variahie aiéaioire »0 . Pour tous >0,
E{Y} » ¢ Prob {Y » g} .

Evidermment ! 5i les deux tiers des personnes d'une assemblée pésent cha-
cune plus de 108 kilos, le poids moyen des personnes de cette assemblée

dépasse 100 x %

L’inégalité de Bienaymé-Tchebichev pour X en découle en prenant
Y o= (X—npP et g = kiod,
Prenons maintenant
Y o= (Xwnpyt o a = gt
ot = EY) = 3% + nlpg-60°9
il vient
Prob{|X—np| >k 0] = % pour tout k>0 .

Soit en posant A8 = Ro o done

k= BEPE + npg-6pg) "t
npgq

Prob {|X = ap| > kol & ——Tp—PL

Pour n asser grand,
Prob{|X—np| > ko} < '1?7 {approximativernent},

ce qui donne les maiorations seivantes de x ¢

pour k = 2 x = {(,1875
pour ¥ = 3 x & 0,03703703
pour ¥ = 2,35 : £ < 0,10 = 2%x0,08

Cette derniére majoration nous suffirait pour terminer le probléme
pourva que nous sachions que, approximativement pour # grand,

Prob {{X «~ npy < — ka} = Prob {(X — ap) > k o}
Je ne vois toutefols pas de moven &émentaire d’y parvenir sauf dans le
casde p = %« . AJors passons au moment d*ordre 6,

Ei(X - HP}‘} o= 15
n'pigt '

i.4 Pour # grand, on a done
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d'ci I'on tire par un raisonnement semblable :
Prob {|X ~ np] > kol = %

Yot enfin, pourvu que n soit assez grand,
' Prob {|X ~ np| > 2,6 a] = 0,05

2. Calcul des probubilités. Etude de in proportion de familles ayant 4 gar-
cons et 4 filles, parmi les familles de ¥ enfsats

Soit X le nombre de familles de 4 gargons et 4 ﬁiles parmi 7 familles
de 8§ enfants prises au hasard. On suppose # grand.

Faisons une *‘prédiction’, en nous basant successivement sur les
treds hypothéses suivantes

2.1 Hypothése 1 :
*Lars de toute naissance, il ¥ 8 probabilité % de naissance d'un

g}argon” La probabilité pour gue parmi lez 8 enfants d’une
famille il ¥ it exactement 4 garcons est alors donnde par la loi

binomizle BE"z s o'est
1 1.t
. 2 2 '

(—)
L& nombre X est alors une variable aléatoire de Joi binomiale B, 2

Sa moyenne est np(-%—-) . Son écart-type Jn.p(%).q{—%- .
1y =1 -

D’aprés ce qui précide et en utilisant le résultat démentaire 1.4 {ex
non le résultat précis 1.1%, 81 » est grandon a:

Prob [§X»np{-rzl--}§ > 2.6 tw{-%—) q{-%-)} < 0,05
Done a fortiori ’ '

Prob{x::-np(m)+26 np( )q( )}4;005

Dans la suite ¢ . o < ”P("g‘) + 2,6 np{——z—] 4[7) .
2.2 Hypothése 2 :

‘11 existe un nombre PE[0;1] tel que lors de toute naissance il
y ait probabilité P de naissance d’un gargon’*.
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La probabilité que parmi Jes B enfants d’une famiile ¥ ¥ ait
exaetement 4 gar¢ons est alors donnée par la loi binomiale Bf ;
c'est p(P) = 70 P41 - P)* ; on observe que cette probabilité est

ptus faible que précédemment : p{F) = p(-i} 1 est dés lors
parfaitement intuitif que Ia pmbabllné que thcx s’en frouve
: diminuée. .
Exercice : Si Z suit la loi binomiale Bf et 2’ suit 1a loi binomiale Bﬁ
avec p’' < p ,pourtout A ona:
Prob[Z»\} = ProbiZ’ »\]
Par guite on a encore  Prob{X »o] = 0,05 .

2.3 Hypothése 3
“Pour chaque couple w, H existe un nombre PAw) € [0:1] tal que
pour ce couple & chaque naissance la probabilité de naissance
d'un garcon est P{w} (insistons : Mw} ne varie pas avee "ge ot
n'est pas modifié par le sexe des enfants déia nésy’.
Pour chague couple w, il ¥ a afors une probabilité a priori

PG = 70 M)t {1 - Pl = p(%) d*avoir 4 gargons ef
4 filles au cours de 8 naissances.

Le raisonnemenit rigourenx demande pewt-8ire un peu plus d’habileté,
mais 1a conclusion semble encore tout autant dvidents ;
Prob(X>al = 0,05 .

Conclusion ; sous chacune des hypothidses 1,2,3, la probabilité que

X > np{%’} + 2,6 \!np{*%) e(*:l-,'-))
. Y 1y = 70 ¢4 1y =1 — ped
est inférieure 4 0,08 avec P3) = W3 & dz) =1 - p(3) .

En pavticulier, si n = 53680, on trouve
Prob X > 14 947 « 0,05

3. Test de ’hypothése 3L au seuil 5%
3.1 Construction du test

3¢ désigne "une quelcondue des hypothéses I, 2, 3 envisagées. 1l
résulte du 2° que si JC est vérifige, alors, & plus de 95 chances sur 106, si
nous choisissons au hasard 53 680 familles de 8 enfants, il y aura parmi
ces familles un nombre de familles ayant 4 gargons ct 4 filles au pius égal &
14 947.

1.
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E¥oul le principe du test :

i} Si nous trouvons un nombre de famitles = 14 947, on acceptera
I'hypothése 3¢ {ou plutdt on ne la rejettera pas} ; notre prédiciion basée
sur JC s’est accomplie.

#} Si nous irouvens un nombre de familles > 14 947, on rejettera
I'hypothése 3. 1] ¥ a évidemment un risque couru ; celud de rejeter & tort
I’hypothése 3 alors qu'elie est vraie, induiis en erreur par un échantillon
non représentatif ; ce risque, ou seutl, est (moindre que} SV,

Précisons : supposons "hypothése I vérifide, le résuliat du test dépend
du hasard de 'expérimentation, e rejet €3 tort) de Phypothése 3C est un
éviniernent de probabilité < 5%,

Noise ; 'interveption du **hasard’’ peut étre comprise dans le ¢hoix des
familles parmi les familles de 8 enfanis, mais suriout plus fondamentale-
ment dans ke fait que Ia constitution de ces Familles observées n'est qu'un
érat qui s'est réalisé parmi d’autres possibles. On voit qu'il y a 13 (et d’ail-
leurs aussi dans la formulation des hypothéses 1, 2 et 3) source de discus-
siens pataphilosophiques sans fin qu’il vaut mieux éviter ; Vive la notian
d'espace probabilisé | Un modéle mathdmatique, ici probabiliste, nous
est proposé pour fe probléme des naissances ; il ne s agit pour nous que de
savair si les calculs qui pourront y étre développés seront en accord avec
I’expérience. Une meilleure formuladon des hypothéses 1, 2 ot 3 seralt
done @ " Tout se passe comme si ...7°,

3.2 Lerest. Maintenant et mainfengnt sevlement, passons aux résul-
tats expérimentaux.

Voici le résultat d'une enquéte portant sur 53 680 families. On a
trouvé 14 939 familles de 4 garcons et 4 filles. Nous rejetons done Phype-
thése JC au seuil 5% !

Commenigires ; Je ne suis ni probabiliste, ni statisticien, mafs cele a d0 se
voir. Le rejet de Phypothése est basé sur un £ait surprenant, pour mef : un
excts de families bien équilitrdes & 4 filles et 4 garcons. Je dois enfin
avauer n'avoir pas suivi Jes régles de "art, ¢f ¢'est ung erreur grave, Clest
aprés avoir considérs les résultats expérimentaux et noié {’excés de famil-
les bien ¢quilibrées que j’ai concu le test. Un test véritable des hypothéses
X selon 1a procédure exposée en 3.1 nécessiterait ia donnée de nouveanx
chiffres expérimentaux, les résul{ats exposés ici ne servant qu*a indiguer
la voie d’un rejet éventuel de 'hypothése XK.

Le seuil 3% a éié choisi car il semble couramment utilisé,

Insistons bies sur un point important : il faut parfaitement définir le
test (mécanisie d’accepiation ou de rejer de 'hypothése) svant de consi-
dérer Jes résuliats expérimentany.
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Ceci n'interdit pas toutefols, dans notre exemple, de décider le rejet
de Phypothése s

X > 53680 p[%) + k /53 680 p{%*} q(«é—) .

ol & est tel que, si Y suit 1a loi binomiale BZLZ) | |a probabilité que

¥ > 53680 ptby + k53 680 pid) gt

est = 0,05, mais d’attendre les résnltats expérimentaux pour affiner esti-
matign sur k jusqu'a obtenir éventuellement le rejet de Phypothése. Ainsi
nous somsmes aliés jusqu’s ba considération du moment dordre 6.

Naote : les chiffres expérimentaux fournis dans le lives d&ia cité de F.
Gramiy et 1. Salmon sont donnds dans le tableau suivant, ob, sur un total
de 53 680 familles, N est le nombre de familles ayant & gargons ;

(k|0 i 2 3 4 5 6 7 8

PN J 215 (1485 15331 10649 (14 95911 929{ 6 678 2 092 | 342

Enfin, de ’hvpothése X on peut &videmment déduire d’autres consé-
qguences que celle dégagée en 2° ; on peut done bdtir d’autres tests de
T'hypothése. Le test ici présenté a avantage de se bager sur une théerie
complittement démentaire (Comparer 2 la théorie d’un test du x2 1) et de
ne demander lintroduction d’auwcune hypothése supplémentaire. Par
contre, si nous avions attendu un nombee de familles de 4 gargons <t

4 filtes “*suffisamment inférieur’’ & np{n%) , on pourtait douter du bien-

fondé de Phypothése JC, parce gue nous savons bien par I'expérience que
lors d’une nalssance la probabilité d’avoir un gargon est voisine de 1/2
{hevreusement 1) ; en "absence d'encadrement de ceite probabilité,
fourni par I’expérience, il 02 nous est pas possible de préciser Yexpression
“suffisamment inférieur’’ (pour "hypothése 3, songer au ¢as ol touk cou-
pie e pourrait avoir que des gargons ou que des fifles, f.e. Muw) = Ooul)d.
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