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1
ETUDES

A propos de la suite de Fibonacci
par Roger CUCULIERE (Paris)

La suite de Fiboracct n’est certainement pas A présenter asx lecteurs
du Bufletin (™,

On sait que cette suite (Fp) . est définie par : Fo=0, Fy=1, et,
pour tout n =2 : Fp=Fy_y + Fy_2 (1), Son terme général est
donné par 1a formule de Biner :

uﬂv—ﬁﬂ

2,
o @

ot « €t § sont les racines de Héguation caraciéristique ; X2 —x—~1=0,
1+4% 1 -J5
A S0 ﬁ s ._._._.2__._.

Cette suite jouit de nombreuses propridtds, dont on pent trouver ies
principales dans [a brochure du fondateur de la Fibonacct Asseciation of
Awmerica, W.E. Hogpatt : "“Fibonacct and Lucas Numbers” (Houghton
MifTln, 1969, Il esi fascinant qu’une définition aussi simplie gue [a rela-
Hon (1Y ait de teffes conséguences. On pelit penser icl & 1a suite double
C','; .régie elte aussi par pne relation de récurrence, on ng pent ping
simple : C2 = CF_ | + €271 | a1 qui possdde anssi nombre de proprié-
tés de toutes sortes.

La suite de Lucas (%) est 1a petite sceur de la précédente, Blie est défi-
niepar: Ly=2, Ly=let, pour n2 1 Ly=L,_ 1 + Ly_2, méme relation
de récurrence que Fy, Une avtre formule de Binei donne @ B, = o+ 537,

Et Pon a notamment les propriftés suivantes ¢
Fz:: = FRLR (3,

Lyp = L7 = 2~11 (&),

®
» L]

{*) Voir notaryment article de £ Ehrhari, Bulletin 5° 325, p. 852,

{*%} Fdoward Lucas : né & Amiens en 1842, mort 3 Paris en 189}, professeur dans divers
Ivcées parisiens, hotamument Saint-Louis. Connu pour ses apports & & Théorie des Nom-
bres, & la Combinatoire, aux Réuréations Mathématiques,

F, =

crest-a-dire ;o =

4149



Bulletin de 'APMEP n°329 - Juillet 1981

Certains problémes relatifs 2 Ia suite de Fibomacol sont encore
-+ X
ouverts. Par exemple, quelle est la somme dela série: 1 £ 2 0m
n=1 L'y
© pent remarquer gue "on a (8] = 0,618 < { et que par snite 5% tend (assez
vite) vers . [Paprés la fermule (2), la somme A de cetie série ne sera pas
éloignée de :

- O
A=1+ £ 228 o gy =132
n=3 it
On pest méme montrer gue A’ est une valeur approchée de A par défaun
et gue errenr sommise n'est pas supérieure 2 9,220, Un programme sim-
ple sur calculasrice de peche permet de trouver ; A = 3,349 886,

Muis j& voudrais montrer maintenant que I'on pewt trouver ia somme
de la série :

Soif & cette somme. On d
+ —,3

§=1+ T :
k=l 2

&
_ a2
d’aprés la formule (2). A
Rappelons-nous que : af= - |, &t que par suite ;
1 ﬁzk

s - pour k= 1.

aczk-ﬁzk { - §2k+

+ oo
S= 14 (@~ T

k=1 | - ﬂzk+1.

Nous nous ramenons ginsi 4 18 somme de [a série !
+ &

On a donc ! Szk

+ + o = S
| | o 128 k=0 | _g2k+1
Unie fois cette somme irouvée, nous aurons

- __8
S=1+@-pum- 5 .

3k
Pour déterminer ceite somme f(Z), on note que m_:“:-m?—; pewt Eire
| O
considéré comme Iz somme d’une suite géométrique infinie de premicr
terme z2* et de raison 2%, de sorte que Pon a
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1i-z = 21+ A28 = 2+
-z
2
I"z"",-;;‘ = 2+ A+ 4.) = P
-

o = A48+, ) = AR B, .
et ainsi de suite. On remargue que, dans la somme de tous ces termes, on
trouve une fois et une seule chaque puissance de 7 4 partir de Uexposant |,
crest-d-dire que ;

f(z) = z+B2+D+ 4+, = l—z-m 5i iz <1,
-2
En effet, esi la somme des ¢ pour n impair, st la

i-2? 1-z
z«l

sorEne des 27 0l n est le double d’un nombre impair, ;—z‘ est ia somme

des 27 ol n &5t le guodruple &' un nowbre impair, etc. En général, ona :

& + = + e
2 = 728§ 2K o1 2Ena
] - gaktl h=0 A=)
o o
Dot : ftzi= £ £ zzkan+n
k=G huo

Et le tout s¢ résout dans le fait suivant, trivial mais gros de consé-
quences :

Tour ¢ntier nayurel non nul est d'une seule maniére produit d’un
entier naturgl impair par une pulssance de 2 dexposant =0.

Ainsi donic, on pewt affirmer que : f{z) = -1i~ pour | 7] < 1. D &l
-z

leurs, pour jzf > 1, on voit immiédiatement que :

72K PRI Lz

i i1 + ¥
7kl -1 -—)2‘( -1
PR z

ce qui implique : §2) = = K4) = —f. .
z 1—z

Mais cela ne concerne pas notre actuel propos, leque! est de déteimi-
ner |
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+ @ 1 A 8
§= ¥ — =1 — o — |,
Zo For + (e B}t @ 1-—32)

Puisque }'on a |8 < L, la valeur de £(8) est T% . ¢t il vient :

i vwn i

Aprés calculs, onvolt que : 8 = 3+8 = immz-;{s—w = 2, IRl 966.

*
* L ]

Adressons-nouvs pour Finir avx hommes de pew de fol qui ne croi-
raient pas A ia valeur de S gue nous venons de trouver. Pour cela, remar-
quons gue ics formules {3} et {4) ci-dessus permetient de calculer de pro-
che en proche F,, F,, Fy, etc, Car.pour # pair, ces formules deviennent :

an = Fﬁ Lnr +

Loy = 142
Dés lors, onpart de : Fy=1 et Ly=3. Vol : Fe=1.3=2, L;=3¥-2=7,
Et ensuite : Fp=3.7=21, Ly=72-2=47, etc. Voici un programme sur
HP 29 C qui effeciue 1z calenl de 5 ¢

gLBL1
1
STO 1
3
5702
2
STO 2 Ce programme calcule les valeurs successives
gLBL2 de Fak dans le registre 1 et de L14 dans le registre
RCLE 2. Linstruction "PALSE” permet de faire défi-
RCL2 ier les valeurs successives de @
x, "
STO | Sq= B —
g 1/x k=g Fo
5TO + 3 & partis de S;. On peut ainsi pressentir la conver-
RCL3 gence de cetie série et calcaler une valeur appro-
f PAUSE chée de sa somme S.
RCLZ
ﬁz
2
STC 2
GTO 2
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