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Les flexaédres
" par Jean LEFORT, Colmar.

Cet article g 8¢ publié en décembre 1978 dans “LGUVERT”, bulletin de la
régioncle d'Alsace #t de VIREM de Strashourg.

Fout le monde connalt le paraliélogramme déformable, ces guatre
barres deux & deux égales, articulées autour des sommets et qui permet
entre auires ia construction de certzines diistations, I)'une fagon pius
générale, un polygone plan, & F'exception du iriangle, est toujours défor-
mable dés gque Pon articule les sommets.

Passons 4 utie dimension supérieure ef piacons-nous dans Mespace
habitzel de dimension 3. Les équivalenis des polygones sont fes polyédres.
On peut danc se demander 3"l existe des polvédres déformables. Mais ici,
il es¢ begoin de préciser exactement ce que I’on entend par polyédre. Si on
se limite aux sommets et aux arétes, i est clair gu'un cube (par exempie}
est déformable ; on peut I'aplatir en transformant en losange deux faces
opposées. Si maintenant on tent compte des faces, gu’on les suppose
pleines, le cube, pour reprendre 'exemple précédent, est résliemern) un

solide. Nous aurions obienu le méme résuitat en

triangulant le cube, c’est-d-dire en remplacant toutes

ses faces par deux trizngles abtenus en tragant nue

/"{7 diagonale du carcé, Les triangles £ant indéforma-

bles, les faces du cube le somt alors aussi ¢t la mani-

cube eute aplayy  Pulation précédente échoue. Qu'en est-il des autres
polyédres ?

En 1813, Augustin Cauchy a démontré gue tout polyédre converel®
dont les faces planes sont rigides &ait solide, ¢’est-a-dire gue les deux
faces (éfinissant une aréte ne pouvaient s'articuler autour de cette ardte.
Le probléme est resté ouvert jusqu's 1977 en ce qui concerne les polyédres
non-convexest™. L’année derniére, un mathématicien américain, Roberi
Connelly, ravaillamt 4 PLH.E.S. (Institut des hautes éudes scientifigues)
de Bures-sur-Yvette, construisait un polviédre 3 18 sommats, 4 faces rigi-

_ des et cependant articulable. Cest une variante & 16 sommets que k¢ Bul-
fetin vous propose de réaliser. Le lecteur impatient peut se précipiter gu
mode d’emploi, mais il ne saura pas pourquot *‘¢a marche’. Tant pis
pour hui !

Revenons un peu en arriére. En 1897, Bricard publie un mémoire sur
{a “‘théorie de "octaddre articulé’”. Il ne s’agit pas récliement d’un octaé-

{*) comvexe © le polyddre et catidremenit situé d'un méme cité par rapport & Pune quelcon-
gue de ses faces,
npa-copvexe @ B exisie une face dont e plan ¢st sécand mie polyddre.
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dre A faces planes rigides puisqu’il n’est formeé gue de barres représentant
les ardtes ; mais 1'octaddre n”a que des faces trianguiaires et un triangle est
ind¢formable ! On pourrait penser qwen remplissant les faces le pro-
bléme aurait é4 résolu depuis 80 aas, Seulement, si on se livre A cette opé-
ration de remplissage, on s'apergoit que deux faces sinterpénétrent, ce
qui est évidemment ficheuy.

Vovons de plus prés comment fonctionne 1’octaédr. de Bricard.
Pour cela commencons par démontrer e théoréme suivant

Théoréme ; Dans Pespace, tout quadrilgiére (gauche ou non} qui ¢ ses
obitds opposds dgaux en longuenr deux & deux admet un axe de syméirie
qui est la droite joignant les milfeux dex diagonales et gui est leur perpen-
diculaire caammunen

Soit ABCD le quadrilatére, tel que AB=CD et
AD=BC. Soient I et I les milieux respectifs de AC
et BD. Les triangles ABD et CDB sont isométriques,
donc leurs médiznes ont des longueurs égales :
» JA =JC. Par conséguent le triangle AJC est isocdle
et la médiane JI est également hauteur. Donc IF est
perpendiculaire § AC. On démontre de méme que 1]
est perpendiculaire 4 BD. 1J est alors perpendicu-
laire commune aux deux diagonales. Si nous consi-
dérons la symétrie d’axe 1 (toiation dfangle r autour de Paxe 1)) nous
remarquons que A et C s'échangent de méme gque B et D). Cette symiétrie
laisse donc le gugdrilatére invariant.

Imaginons maintenant un point P distinet de A, B, € ou D ¢t non
situé sur 1J. L’ensembile des segments PA, PB, PC, PD, AR, BC, CD,
3A, sorte de pyramnide, est déformabie et s*articule antour des cing som-
mets. I ne saurait &re question de transformer ceite construction en
polytdre en remplissant les faces puisque ABCD n’est pas en général plan
et gue les longheurs BD et AC ne restent pas coastantes.

Soit alors Q le symétrique de P par rapport A la droite 1J | construi-
sons de méme les segments QA, OB, QU et QD. Alors Poctaddre
ABRCDPQ est articulable puisqu’a tout mouvement d'une aréte partant de
P correspond le mouvement symétrique de 1’aréie correspondante partant
de (.

H y a deux méthodes pour constraire un octaddre de Bricard. C'estla
combinaison de cgs deux méthodes qui a conduit R. Connelly 3 la réalisa-
tion du flexaédre. Essayons de visuatiser ce qui se passe ; on peut évidem-
ment consiruire un tel octaddre avec des tiges articulables (par exemple
des pailics dans lesquelles on insere une ficelle) ; cela évite de remplir kes
faces et permet de voir ce qui se passe. Peai-8tre 1°un ou Pautre lecteur
a-t-il ce genre de matériel sous la main et va-t-il s'erpresser de réaliser
cefte construction physique. Je m'adresse donc aux auvires. Pour eux, il
s’agit de réaliser la fossette.

-
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REALISATION HE LA FOSSETTE

I C’est un octaédre de Bricard tef que le quadrilaiére

B ot B & ABCD soit croisé. (ACBD est un trapéze isocéle).

: {uand le quadrilaiére se déforme, il reste plan et

Paxe de symétris 1] reste dans c¢e plan. Prenons fe

point P’ tel gue P’ soit équidistant des guatre som-

e\ e Tuents du quadrilatére (Q°, symétrigue par rapport 4

E} 1}, présente les mémes propriéés). I est clair que les

faces PAD et PBC s"interpénétrent {de méme pour

QAD et QBC). [ est done néeessaire de supprimer 1"une des deux faces

par exemple P'B'C* {et QBT ’). On obtient alors les six Faces dela fos-

sette. Ces six faces ont &té développées sur les annexas, pages 232 ef 233 et
doivent 8tre découpées.

¥

ti

Si on colle ensemble les arétes A'B’ devant A'D’, 1l faut coller les
arétes C' B’ derrigre A’ pour ebrenir ce qui est représentd ci-dessus 4
droite. 11 est alors facite de rernuer cetie **fossette™ par simple pression et
de remarquer que la longueur B'C’, bien e non matérialisée, reste
constante au cours du mouvernent.

CASR PLUS GENERAL

Soit ABCD un quadrilatére & cdtés opposés égaux
deux & deux qui dans sa position plane gst un rec-
tangle {figure ci-contrey, Placons P et Q dans son
plan, symétriquerient par rappert au point de
concours des diagonales ("axe de symétrie du rec-
tangle est en effet perpendiculaire 3 son plan en
ce point}. Nous obtenons encore une fois un
octaddre de Bricard, mais cette fos<i, ABCD ne
reste pas plan lors de la déformation. 1 est facile de s'en rendre compte en
découpant dans du papier les deux surfaces PDARC et QADCH {rectan-
gles dont on a enlevé respectivement les triangles P et ABQ) On les
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accole avec un ruban adhésif le long de AD et BC aprés les avoir croisées
comme sur la figure ci-dessus. Lors du mouvement, P et O se soulévent et
s’abaissent simultanément. Pour faciliter le mouvement, on aura pris soin
de marquer par un pli les arétes PA, PB, QC, QD. On remarque que QB
est au-dessus de PC et QA au-dessous de PD.

CONSTRUCTION DU FLEXAEDRE

C'est 4 partir de 'octaddre précédent que I'on peut construire un
flexaédre. Remplacons les faces PAD, PBC et PCD par des pyramides
pointant vers le haut, les faces QAB, QBC et QAD par des pyramides
pointant vers le bas. En accolant ces deux surfaces le long du rectangle

ABCD, on obtient presque un flexagdre. Le blo-
cage se fait seulement en X ou en Y suivant que
I’on veut soulever P et Q@ ou les abaisser.

L’idée est donc de faire une petite encoche en X et
Y de facon 4 permettre le mouvement. Cest e
‘r0le de la ““fossette’’, On place le point P’ dela
‘“‘fossette’® au sommet de la pyramide de base

PBC et le point Q* au sommet de la pyramide de
base PDC, le point B’ en C et le point C’ en P,
On fait de méme au voisinage de Y pour la
deuxiéme fossette. Le mouvement est alors possi-
ble et I'on vient de réaliser un flexaédre 3 16 som-
mets. C’est ce flexaédre que le Bulletin vous pro-
pole de réaliser & partir du développement donné
sur les annexes. Auparavant posons quelques
questions.

QUELQUES QUESTIONS

En n’autorisant le mouvement que dans un sens, on peut supprimer
une fossette et par conséquent deux pyramides (lesquelles 7). On obtient
alors un flexaddre 4 12 sommets. Des chercheurs de Bures-sur-Yvette ont
réduit ce nombre 4 9. On a démontré qu’il est impossible qu’un polyédre
flexible ait 7 sommets ou moins. Reste le cas de 8 sommets ...

-On peut vérifier que le volume du flexaddre est invariant lors des
déformations. Mais on ne sait pas si cette propriété est vraie pour tout

polyédre flexible ...
Existe-t-il des flexaédres en géométrie non-euclidienne ?...
Peut-on généraliser cette notion en dimension supéricure 4 3 2...
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REALISATION DU FLEXAEDRE (voir patrons ci-aprés)

1} Les pauons ont éé dessinds avec la convention suivante :

— en traits pleins, les angles saillants ;

— g0 traits nterrompus, les angles rentrants.
Cette convention n'a évidemment pas &té utilisée pour le pouriosr des
langueites,

2) Chague languetie porte unte référence et doit &tre collée le long de
I’aréte portant la méme référence et sous ia feuille. On prendra donc soin
lors da découpage de reporter les références sous les faces.

3) Découper les quatre morceaux du patron. On s'astreindra 3 un
découpage précis, surtaut au voisinage des somimets.

4) Monter les deux fossettes. Lors du collzge {on prendra nne colle
plastiquel, on placera les languettes sous la Teaille et on superposera trés
exactement les arBtes corresporndantes.

5) Pour faciliter Ie montage, on pliera la feuille trés soigneusement le
long de chaque aréte en respectant le sens indigue.

&) L ordre du montage est peu important. Il est toutefois agréable de

pouvoir terminer dans une position stmple. Nous conseillons done Pordre
suivant :

F2,F}, B2, FL",F4', F3',6,5,4, F4,F3,4',5,6"
73 Les personnes sensibles qui pleureraient 4 I'idée de décougper leur
bulietin peuvent redessiner le patron®, ¢n meaurant les longueyrs de cha-

que arfte sachant que les différentes mesures gui interviennent sont pro-
portionnelles 2 :

59 ;65 1 JITH50% ; JS5554 807 ; 105 ; 110 ; 130,

¥ N.{3L.R. : Sensible ou pas, on @ irtérél & le redessings nevterment plus grapd.
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FOSAETTE
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