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I.a mode est

aux mathématiques concrétes :
bases de probabilités concrétes
par Francois PLUVINAGE, Strasbourg

1. Introduction

Cet article poursuit Pobjectii ambitieux de présenter des évidences.
L.'objectif est ambitieux parce que Iz domaine concerné, les probabilités,
passe pour exiger une certaine finesse, un certain “'sens probabiliste’.
Meéme si la théorie apparalt comume simple 4 ses débuts {probabilités sur
des ensemnbles finig), son application recéle de nombreux picges. Et
ensuite, ¢'est cette pilule des tribus.

Or, rien de tout celd n'est véritablement obligatoive, Pour ¢e qui est
des probabilités sur des ensembles finis, la difficulté majeure me parait
#tre I notion o’ événement, cette chose que Pon subit. Porrquet ne pas fa
remplacer par expérience, cette chose gue Pon provaeque ? Au paragra-
phe 8.1., nots en verrons, sur un sujet de bacoalaurdat, un cas typique
d'application. Les schémas d’expériences proposés sont des tirages dans
des urnes, et une petite justification didactique s’ impose, car tirer une
boule dans une urne n'est ni palpitant, ni aportani. Mais tirer & la régle
un trait sur une feuilie de papier non plus. Ce qui compte dans un ¢as
eomme dans Fautre, ¢’est la neutralité du modéle, qui en awtorise des
applications extrémement diverses, ot 5a proximité avec la théorie, qui
permet dans bien des cas (et notamment dans ious Igs cas d'application
courante} de penser de la méme fagon par référence au modéle ou i la
théorie (@u poini de parfois les confondre). Ainsi dans Penseignement,
aprés une présentation de quelques minutes sur tous les domaines actuels
ot s’appliquent Jes probabilités, on pourra passer 4 unec &ude cornirplable
avant d’aborder la spécutation pure ¢ en effei, les machines programma-
bles fournissent des possibilités de simulation de schémas d’urnes tout 4
fait convenables et d’un emploi trés simple et trés rapide (voir par exem-
ple le paragraphe 8.2.). Pour les applications & des situations pratigues,
en pourra se demander si un modéle d’ume donné est adéquat gvent de
lancer des calends.
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Pour ce qui est des tribus, il convient d’#tre plus nuancé. Ainsi, dans
Ia brochure de VAP M.E.P. intitulée Hasardons-nous, on peut trotver
Texposé de situations intéressantes dans un article de P.L. Henneguin :
Pourquoi des Tribus 7 Mais le méme auteur indique dans un autre article
(Espérance marhdmalique et sitnudation) que toule variable aléatoire peut
&tre considérée comme variable aléatoire sur J0,1{ muoni de ia tribu des
boréliens et de la mesure de Lebesgue, Cecl, compte tenu de Particle de
Edward Nelson Internal Set Theory, cité plus loin dans fe texte), conduit
bien &4 dire que foues los probabifités se raménent avx probabilitds sur les
ensembles finis. Pourvu, bien sir, que 'on adopte le point de vue non-
standard. Ce point de vue demande d’ajouter un prédicat {8tre standard),
€t trois axiomes concernant ce prédicat, aux axiomes ensemblistes usuels.
Apparemment, o¢ iwest pas plus “méchant’’ que les tribus ¢t la mesure,
mais i s’agit en fait d’un changement dans nos habitudes de pensée, ce
qui est roujolrs un peu délicat. Bt puis nos Maltres probabilistes n’ont
pas fait comme $28 polr &ablir leurs résultats. Mais justement, ils étaient
des Maitres... Digression ; mon Maire G. Reeb m’a récemment signaléla
tenue d*un congrés de probabilités non-standards au Japon, au mois de
février 1980,

Sur le non-standard, je resteral deonc réservé. J¢ serai moins réservé
ett revanche a propos de probabilités sur des ensembles finis. 11 me parait
nécessaire que les premiéres constatations soient de véritables trivialités,
capables méme d*engendrey le malaise diffus qui peut ére ressenti par les
débutants en géométrie (pourquoi nous dire ces dvidences 7% Or senle
I"&guiprobabilité posséde le caractére d'évidence souhaité. Je ne connais
pas d'intuition probabiliste 2 priori qui n’ait son point de départ dans
I*équiprobabilité. Ainsi, on sait ce qui se passe avec un d€, cu un autre
polyddre régulier homogéne, mais on ne peut rien dire a prior sur la sortie
de numéres qui atraient &é placés spr un polyédre biscorny (mais néan-
moins assez ‘‘régulier’” pour pouveir rouler sur un pian). Le modéle de
référence ne peut donc &re gu'un modéle d’équiprebabilité. Le schéma
d'urnes convient parfaitement bien et auéorise tous les prolengements
souhaitables. Notamment, "urne de Bernoulli remplace trés bien la
notion d'événement : 3¢ poser une guestion sur la probabilité 4’ obtenir tel
résultat, c'est lui substituer un tirage dans woe uaigue ume conlenant un
ceriain sombre de boules blanches (correspondant 4 la réponse : Oui, on
obtiendra ce résultat) et de boules noires {correspondant 4 1a réponge :
Non, on n'obtiendra pas ce résultat), Bien s0r, l'équiprobabilité ne
débouche gue sur des probabilités a valeurs rationnefles. Il y a donc Heu
de préveir des approximations pour les cas irrationnels. Ce n’est pas diffi-
cile &’imaginer certe extension, ot en fait la pratigue courante fait rencon-
trex peu ge tels cas {d'ailieurs on calcule usuelloment avec des décimanx
n’avani qu'un nembre limité de décimales). Alors, je ne vois pas d’incon-
vénient a “‘trivialiser’” ainsi les probubilités élémentaires.

Remzrgquons que la sitiation est 124 méme en gdométrie £lémentaire
pour 'énoncé de Thalés : ’est wn théordme pour les rapports rationnels,
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un axiome pour les rapports réels quelcongues. Nous reviendrons en
conclusion sur le paralidie qu'il est possible d’établir entre géometrie et
probabilités élémentaires.

2, Schéma d’urnes é boules individualisées

De méme que I'on distingue axiomes et schémas d’axiomes, on peuas
pacter d'expériences et de schémas d’expériences. Une expérience fixc les
conditions, alors gu'un schéma laisse certains choix desguels Jes résultals
peuvent dépendre.

A Lopposé des expériences déterministes ou des schémas d'expérien-
ces déterministes, un schéma d’expérience comsng le suivant ne privilégie
aucune issue parmi toutes celles qui sont possibles.

“Prendre upe urne {ou un sac). Y placer des boules ayant toutes
indmes caractéristiques sensibles, mais munies toutes de numéros
différents, de 134 n sy a # boules. Agiter. Pais plonger la main
dans Purne (ou le sac) et, sans regarder, exiraire une boule. Noter
sop oumérg.

A partit de ¢e schéma, on obtieni une expérience en atteibuant & n
une vateur déterminée. Par exemple, on peut fixer #=2, ot Pon peut
dans ce cas substituer # notre expérience Ie jen de pike ou face. Ou bien
Von peut fixer n==% et jouer au dé. Ou encore n=4% , comme au loto,
ol Ia pracédure de tirage est trés analogue 4 celie que nous avons décrite,

Remarquons gue I'expérience pewt aussi bien &tre reproduite par une
méme personne, qu'sxécutée simudltarément par plusieurs. Autrement
dit, it n’v a pas d’ordre temporel, pas d'ordre algorithmique, entre plu-
sieurs réalisasipns d"une expérience. Nous ¥ reviendrons 4 propos d’indé-
pendance.

Notre *‘expérience’’ {au sens courant de ce terme), {raduite par ce
que "on nomme parfois le principe de raison insuffisante (aucun numéro
n'a plus de raison gu'un awre de sorfir), nous enseigne gue chagque
numéro, dans ces situations, sort autant que tout auire (statistique intui-
tive). Dans une situation de loterie éguitable, chaque pumdro donnera
lieu 4 la méme mise. Ainsi, s’il va »# numéros, chague mise aura contri-
bué dans la proportion 1/r # la somme totale misée. C'est pourquoi on
a convenu que 1'on atribuerait & chague boule d'une expérience le
“poids’ 1/n . Et, usuellement, ce poids prend ie nom de probabilité.

Définition 1. Une structwre finie ' éguiprobabifisd est 1z donnée
d’un ensernble fini 1 et Fune méme masse I/r {(n=card 0},

encore appelée probabifité, attribuée 3 chaque éément de 9 .

Notation : p{x) désignera la probabilité aitribude 3 X € 0.
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3. Partitions, plongements, espaces probabilises finis

Comme le montre 'exemple de 1a loterie,
on pent désigner d'gvance les firages éventuels,
par exemple par des cartons. Mathématique-
mient, ceci revient & effectuer Papplication iden-

tigue sans changer les masses des éléments, ce
\ qui conduit trivialement 2 Ia méme structure

m E’ &' équiprobabilité quau dépari.

Le schéma d'expérience est toutefois modifié ; le tirage effectué dans
1*urne sert a désigncg N tirage soté d'avance. Bien siir, ¢eci suppose que
tons les tirages possibles ont ¢ représentés, chacun une fols.

Ainsi, dans une loterie, un méme joueur pent miser sur plusienrs
numéros. S’il mise sur p numéroz parmi les # , sa mise représenters
p/n de la mise totale. Ceci conduit 4 1a régle d'additivité.

Définitton 2. Soit upe structure &' équiprobabilité finie, d'ensemble
& . La masse, ou probabilizé, attribude A une partie A de § est
par définition te produit de la probabilité de chaque &ément par le
nombre d'éléments de A,

Conséguences. On utilisera 1a notation MA) pour désigner la probabilité
de ACLT.
3.1, Cassimples : plgp) = 0 et p(il} = 1.,
Si x est vn élément quelconque de 8, pllx]} = px) ; il n’y a donc pas
de confusions possibles de notation dans Pemploi de p .
3.2, Soieni A et B deux sousensembles quelconguesde 2. Nest
immeédiat que :
DAUB) = p(A) + p(B) — p(ANB).
33,8 Ay, .., A, est une partjtion de @ en & sous-ensembles,
alors @
Yi, Vi, (#) = pA; N A) =0
L pA)=1
P L. k) -
Cas particulier : Partitions de ta forme {A, A 0@l A est une partic propre
de 2.

3.4, Soit E un ensemble fini domt chague élément x est mumi
d’une masse Px), avec :

YXEERE , PMIEQ =0 0O<Pll<!

E P =1
*EE
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La notation € désigne |'ensembie des nombres rationnels.
Alors il existe une struclure d’équiprobabilité finie, d'ensemble €@, vae
partition ¥ de O et une bijection f: E — 0 vérifiant :

vxEE |, PR = p(fap .

Démnonstration : Représentons chaque P(x) pér une fraction, et soit
a le éénominateur comymun des fractions obtenues. Alors @ P(x) et un
entier quel que soit x . Notons X, Xy, ..., ¥, les éiémentz de E o

posons &Ky = @ Ping), .., Kk, = @ P(xq) . Les conditions voulues seront
satisfaites par :

ﬂ = ii, 2, vy k’ + kz + ...+ kq}

T AL A, L, Aq] . avec

Ay = [l Ay = ek L R R
fixy = A; pourtomt i=1,..,q.

¥

Béfinitdon 3. On appelle sspace probabilisé fini 12 donnde d'un

ensembie fini E # ¢ ¢t d'une application P: E - J0;1{ telle que
L PR =1,

TCE

Terminologie : P(} est appelée Ja probabilité de "&ément x .

Remarque : Nous excluons fef 'éventualité d'éléments de probahilité
pulle dans E .

Proposition 1. Etant donné un nombre arbitraire < , il existe une struc-
ture d¢'éguiprobabilité finte, d'ensemble @, une partition
T = (A, .., Al de 9 et une bijection F:E — & ielle que

Sup {P(x) — pUO))| < ¢
XEE

La démonstration est évidente : 11 suffit de commencer 4 remplacer les
P(x) par des P €x) rsiionnels avee la précision voulue.

Terminclogie © Novs direns que tont espace probabilisé find esi, 4 une
appraximation arbitrairement fine prés, isomeorphe a une partition d’une
structure finie d'équiprobabilité.

Réalisation expérimentale. Une roue de loterie découpde en secteurs
' fournit une bonne réalisation d’un espace proba-
bilis¢ fini. Chaque secteur corvespond & un élé-
ment x et PR} = a/2x, o0 o est Pangie en
radians du sectewr. Usuellement, on munit la
roue, vers sa circonférence, de clous réguliére-
ment espacés. A [*aiguilie qui tourne (2 moins que
¢¢ e soit la roue elle-méme qui tourne devant une
marque fixe) est fixée une plaguette souple qui
s'arrétera dans un intervalie entre deux clous,
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On peut espacer les clous avec une régularité parfaite si les P(x) sont
rationnels. Sinon, il sera possible de s"approcher d'une telie sicuagion avec
une précision arbitraire, limitée seulement par les éléments matériels
(comme la grosseur des clous).

Proposition 2. Les propriétés 3.1, 3.2, ¢t 3.3. sont valables pour tout
espace probabilisé fini ¢E, Fj .

La démonstration est évidente dang le cas rationnel, Sinon, i suffit de
passer & la imite pour des approximations rationpelles de phus en plus
fines.

4. Indépendance, structures d’équibrobabilité finies
sur des ensembles produits

Considérons le méme schéma d expériences qw’au § 2, mais appliqué
& dewx wrnes 11y et Uy, contenant 'une #, boules et Pautres s, bou-
les. Comme les denx tirages, {'un dans 1), et 'autre dans U, , peuvent
eure effectnés dans un ordre arbifrairg, la connaissance de I'un d’eux ne
modifie en rien Uinformation sur le second - lequel reste soumis au prin-
cipe de raison insuffisante, On peut aussi dire que fout cotpie de résultats
pewt sortir autant gue 108t autre.

Mathématiquement, nous déciderons qu’l ¥ & éguiprobabilité sur
Pensemble produit (¢ X 3, chaque fois que nous nous référons 4 un
schéma d*urpes Uy et U avec ordre de tirages arbitraire (et #ventuclle-
ment firages simultanés dans chague urne}.

il est facile de déterminer des algorithmes de tirages (chalnes de
Markov par exemple) ne correspondant pas a cette situation, L 'indépen-
dance est donc essentieilement posir nous une condition de type aigorith-
migue sur des expériences {phdt gue, comme on Ie dit usucliement, une
contrainte sur des événemenis} Pratiquement, !a question & se poser
devant un cas d’application est de savoir si ke modéle des deux wrnes
convient ou non.

Exemple : Tirapes avec o sans remise.

5i I'on considére deux tirages succsssifs dans une méme urne, on peut
ou noan convenir de replacer dans 'urne ia boule extraite au premier
tirage, Si s boule est remise, v maddie d’indépendance est acceptable. 54
la boule n’est pas remise, il n’esi pas possible de substituer & Puroe pour le
deuxiéme tirage une urne Gui aurail €16 préparde & I'avance. L'équiproba-
bilité s'appliquera bieg encore, mais & 'ensembie G x Q- {(x,x) , X€QY,
et non a2 X0 comme pouwr les tirages avee remise,

Prapostiferr 3. Soit unw structure &' équiprobabilisé f‘m.ie, d'ensemble
2, £}, . Alors, guelle que soift A, i, et quelle que soit A;C i,

Po,xu,BixAd = PofAJ) PofAd)
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Note : Nous avons indicé les probabilités pour rappeler U'ensembile & con-
sidérer dans chaque cas. On peut souhaiter ne travailler gue dans 0, X G, ,
ce que permet e corollaire suivant {ol ne figure pas I'indice gui serait
ﬁg_ X Qz} P

Corollgire. Sous les mdmes hypothéses gue dans la proposition 3, la for-
mule suivanis régit Jes probabilités dans @, X, .

DA AD = (A XU N (G X AY) = plAyx ) pif, XAy .

A
m—1
[e= el 4 = el
crat i NB Sitonpose Ajxfl, = Aet @y xA; = Bon
fe W N TS se trouve ici devant ot qui est classiquement
S N NN présenté comme des ‘événements indépen-
eow] v e dants™
m-.-»-—";iﬂ-w PANBY = plA) p(B) .
1 Mous dirons plutdt, lorsgue ceite relation

est vérifiée dans un espace probabitisé fin
(£, P), qu'elle autorise 4 considérer pour les parties A et B que ’on se
trouve dans la situation qui vient ¢'&re décrite. Cest ce que dit la propo-
sition suivante.

Propasition 4. Soit {E, P) un espace probabilisé fini, et soient A et B deux
parties de F telles que P(A) € 3, P(B) € Q =f que:
P{ANB) = P(A) P(B) .

Alors il existe une structure d’équiprobabilité finie sur un easemble pro-
duft @ = ;%8 et deux parties A, € ©; & A; € I, telles que
I’espace pmbabilffé fini ({A_{‘tB CAMB, ANB, ANB, p) solt iso-
morphe & {{A;, Ay X 1Ay, Az], p). .

Démonsiration, Posons P(A) = a/g o P(B) = /6,00 o, e, fetd
sont entiers, Nous prendrons alors pour @, un enssmble ayant a élé-
ments el pour 2, un ensemble ayant b éléments, puis pour A £ Q¢ un

ensemble ayant o élémenis ¢f pour A; ¢ Iy un ensemble ayam 8 éé-
ments.

MNous avons bien PAMB) = P{AI P(B) = plA;x A} .
Bt PANE = P(A) — FLANTE) = P(AY (1 -PIB)) = plA, x Ay
PAND) = HA; X Ay de la méme fagon
PANB) = 1| — P(ANB} ~ PLANB} ~ P(ANDB}
= 7 (A XAy
On remargue gue 51 p(A) ou p(BY n’avaii pas éé rationnel, on aurait pu
s'approcher de cette situation aussi prés gu'on Faurait vouls,
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5. Formule de Bayes

Partons du schéma d’expériences consistant en un tirage dans une
umne contenant a boules, numérotées de | 4 x . Soit m un eniler,
¢ < m < n . Décidons de ne noter, aprés tirage, un numéro que 5'il eat
inférieur ou égai @ m ., Le principe de raison insuffisanie qui gowvernait
fes tirages des boules de numiéro dans {i, ..., n} s’applque aussi bien
entre | et 21 . Autrement dit, ce pouveau schéma 4 expériences corres-
pond tout simplement A {équiprobabilité sur 11, ..., #2) .

Proposition 5. Soit (E, p) un espace probabilisé fini, et soit ¥ un sous-
ensemble non videde E . Alors { F, P} est un espace probabilisé

fini. En particalier, & (E, p} est une steucture d'éguiprobabilité, il en est
" i
de méme de (F, ——— p) .
{F G P)

La démonstration est évidenie.

Terminologie usuelle : Pour x€F , 1a probabilité p(lF] px) est nom-

mée la probabilité de x condirionneliement @ F , ou encore probabilitd
de x sackany F.Onlanote pe(x).

Extension : On convient généralement de définir pp sur E tout entier.
Il est alors naturel de poser pp(x) = 0 si x ¢ F . En effet, x est éli-
miné d'office st Pon rejette les résultats non dans F . Ains apparait un
cas ou des éléments oni une prababilité aulle, ce que nous n’avions pas
envisagé a priori (¢f. § 3, déf. 3) ; ¢’est d"ailicurs pourquoi nous ne disons
pas ici que (E, pp) est un espace probabilis¢ fini. On peut en discuter ...

Propriétés des prababilités conditionnelles sur des espaces probabilisés
finis.

5.1. Soit (E, p} un espace probabilisé fini, ef soit F un sous-ensemble
non vide de E . Alors :

YACE, PA) = 2.(%%@_

C’est évident de pay la définition de pp .

5.2, Soient (B, p) un espace probabitisé fini, F et G deux sous-
ensembies non vides de¢ E . Alors ¢

PG = pG) p(F) + ppG)p(F) .
Démanstration. Cette dgalité résulic immédiatement de 5.1. et de ce gue
G = GNP U ©GNH.
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Proposition 6 {Formule de Bayes). Soient (E, 2} un espace probabilise,
F et G deux sous-ensembies non vides de B . Alors

PE) = PHG) p(F)
@ PG p(F) + pRGY P

Démonstration. La proposition 6 ést une conséquence immédiate de 5.1,
et 5.2, .

6. Algorithmes de tirages

6.}, Tirage de Markov.

On considére le schéma d'expé-
riences suivant, “‘Prendre une

u urne U, contenant # boules
a | %;i (comme au & 2), et » urncs
anomérotées de 1 4 # conte-

/ / \ nant chacune des boules elies-
mémes numérotées. Effectuer

M M _”wun tirage dans tJ, puis un
u U T tirage dans P'ume U, , o8 &

4 : " désigne le numéro exirait de Uy,

MNoter & et le numéro extrait
de U "

Ce que nous avons 4 notre disposition actuellement permet d’obrenir
facilement la probabilité 4 attribuer & un élément quelcongue (x,p) issu
d’une telle expérience. Fu effet

et = plp) DU = puo(x) pup'},

ol pUk désigne I'équiprobabilité sur Uy ,etoi U, dans {(x.yi N U,
désigne ensemble {(x)),z2 € U/,

Propriété, Si toutes les urnes U}, ..., U, contiennent le méme nombre m
de boules, alors

¥YyEN,.,ml , pll,.. .l X i} = ..’% )
Sous I’hypothése de méme composition des urnes Uy a U, , onest

donc dans upe siisation d'indépendance : On pourrait substitver au
schéma deux tirages indépendanis dans les urnes Uy et U, .

6.2, Application & des nrnes de Bernoulhi,

Une urne de Bernoulli correspond au cas particulier évoquéen 3.3, :

Pour réaliser un espace probabilisé ({0;1}, p) avec p(l) = p = % et
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plo) = g = i’-i-g- , OR & Fecours A une urne contenant » boules dont «
bianches {les ‘*17"} et (# —a) noires {les “0°').

On réalise le schéma d'expé-
rienices précédent avec frois
e - | urnes Uy, U, et U1, de Her-

it 3s )= moulli. Aprés tirage de 0 dans
o | pok g0 PR Uy, on tirgra dans U, e
apréstiragede 1 dans Ug,on
tirera dans Uy .
3 ¥ 3 3 Note : 1 s’agit bien du méme

U _ - " schéma que précédemment,
1 pi0=q,) pl= p Uz PLI= 5] pif)= Py avec pour U,,...,U, des urnes

de deux compositions, notées
ict Ul e Ug -

Lz tableay ci-contre indique Jes
probabilités  ainsi  obtenues

pramies pour les couples
dondt 0] (x,%) € ;1] x B;14.
ko i est intéressant de former leg

tiroge

probubilitds marginales dans

* un tef cas. Evidemment, le pre-
0 ot ifoda ! Rtk mier tirage est effectad dans U,

de composition donnée, et les

1 G i H’F‘ %A+ h probabilités py s g, n’ap-
9 P _ prennent donc rien. Pour le

@ . second tirage, considéré seul

{en opbiiant e premier), nous
constatons gue la sijuation est la méme que celie d'une vrne de Bernoulli
telle que

I}J({}) = god1 + PoGa
P} = gePy + Pabaz.
L g’agit d’une siteation baryeentrique @ Le second tirage considéré seul
corréspond 3 un tirage dans une urne de Bernouili U’ qui aurait une
gontposition moyenne entre celle des urnes U, et U; . Exactement, cetie
urne pourrait &re formée ainst :

1° S’arranger pour que U, et 1], contiennent autant de houles
Pune que "auire {rédoction de gy & p, au méme dénominateur).

2° Reproduire alors U; en autent d’exemplaires qu’il y 2 de boules
G dans H,, et U, en auntam d’exempiaires qwiH v a de boules | dans
Un +
Former U’ en mélangeant les contenus de toutes ces urnes.

Remuargue : En mélangeant les contenys de deux urnes de Bernoulli quetl-
conques, contenant Pune 7 boules dont ¢ blanches et *avtre n boules
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dont & blanches, on obtient 1a fameuse ‘‘régle d'addition™ de Fractions,
trop fanmliére 4 beaucoup de jeunes dléves

& wyn b a+hb

m n m+n
1l est difficile, arrivé & ce poim, de 1ésister a Venvie de proposer d autres
exemples {urnes 4 plus de deux couleurs de boules, wnes de Polya, chai-
nes de markov, ...). Mais cet article ne se vent qu’un exposé de principes,
donc résistons-y ! Sauf pour ce gui est de la notion de variable sléatoine,
dont "importance justifie qu’elie ne soit pas passée sous silence ...

7. Variables aléatoires

De méme que le schéma d’urnes nous a servi de support, de passerefle
entre expérience concréte et la réflexion mathématique jusgu'a ce para-
graphe, de méme il est intéressant de disposer d'un nouveau support pour
g qui est de la notion de variable aléatoire, Celle~ci apparsi lorsque des
résutliats n'om plus seulerment comme jusqu'ici valeur guahifative, mais
quantitative : jusgu'a présent, les numéros qui distinguaient deux boujes
dans une urne n'avaient qu'un rdle de désignation, donc la “différence’’
entre 2 g0 3 parexemple éaitlamémequ’entre 2 ef 9,0u 1 ¢f 104G,
Supposons A présent que les boules d'une wrne désignent une quantité,
une grandeur. Dans une sitnation de loterie, ceci est réalisé en convenant
de gains différenis seton les numéros ; par exemple, au jeu de dés pommé
421, les résultats correspondent i divers nombres de jetons.

L'idée de représentation générale de cetie sitwation dapplication
nomérique définie sur § est & peu prés évidente, puisqu’a chaque valeur
de la variable est associée tne probabilité. 11 suffit d'une représentation
plane, 4 denx axes dont I'un concerne les valeurs de 1a variable et 1o
second leur probabilité. C’est le classique diagramme en bitons, que ['on

peut aménager de bien des manidres. Voici

0 473 4 par exemple, suy les figures, un aménage-
ment ingpiré de barres d'haliéres {3

ﬂ disques). La premifre figure (3) visugalise

{0:1, pl0) = 273 ,p(1) = 1/3}. La

p = plly = 1/2) . Yoir dans les axes de
symétrie de ces figures les ‘barres d*haltd-
res”’, et dans les segments verticaux les
*“disques d’haltéres’ vus par la tranche.

4/2 1 Pour permettre des comparaisons, nous
avons chargé les deux barres de la méme

{hy  fagon {6disques au toral). Au lien de placer
plusieors disques ideniigues, on peut se

T donner des jeux -de disques de masses
1, 2, 3, ... {pour les probabilités rationnel-

fes — sinon 1l faudra se fabriquer des dis-
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T ﬂ(;.} deuxitme figure (b) visualise {{(;1},
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ques sur mesure), 4 placer sur un axe aux points d’abscisse convenable,
Dans ce cas, il 1’y aura qu™un disque en un point de Paxe, e toute facon,
ici comme précédemment, on supposera la masse de la barre, constituant
I'axe, négligeable par rapport 4 celle des disques,

Le disposifif ci-conire
ithustre les deux idées
essentietes o' espérance
et de varignee dlune
variable aléatoire sur
un espace fini, L’espé-
rance correspond &
Fabscisse du cenire de
masse de 1"“haltére™ :
C'est le point, matéria-
lisé par la vis de blo-
cage, 00 &8t réalisé
P"égquilibre. La variance
correspond 4 Dinerfie
de 1""halidre’’, Cetie
inerfie s'évalue grice &
"sgcélération du poids

dans sa descente : 'observation de ia durée de descente, 4 lonigueur de fil
donnde et avec départ au repos, permet d'appiécier cette inertie. Montrer
une fois un tef dispositif en fonctionnement ne me paraitrait pas totale-
ment irutile, Un peu de sens mécanique par sxemple fait deviner que,
parmi les deux figures qui précédent, 14 premiére correspond 3 un systéme
un peu maoins inerte que ke second, jes cenires de masse Sant désignds par
les fléches,

8 'on veut, H est possible de proposer pour "inertie, sutrement dit la
variance, une construction purement géométrigue, Ainsi une manipula-
tion est possible uniquement avec papler-crayon pour magériel. L’idée
d’une construction géométrique est naturelle, puisqu’un moment d’iner-
tie est le produit ¢ une masse par le carré d*une distance : il suffit de des-
siner des carrés. A titre d’exemple, traitons le cas binomial, avec p{l) = p
et p{0) = g = 1-p,ensupposani p rationne} {comme déja dit, les cas
irrationnels foni Pohiet d’approximations). Donc, on pewt poser :
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= ~ &
P * 9T e
avec g et b entiers,
La *'barre o haitéres” cor-
respondante posséde alors
une inertie cerntrale
ga'illustre la figure
gi-contre, par 'aire du rec.
: L « tangle obienu en accolant
carres ' carres  des carrés construits sur Jes
E
i

extrémités 0 ou | et le
a
tentre dé masse P La
variance ne sera autre que
Vaire moyenne des carrés,
//' / est--dire, puisquil v a
3 /. {a+5) carréds ;

P

O

,r ﬂ‘f‘ lr
b disgees a daques
de wmagye A de maue 1

A a ¥
at+h (bx ({H-b)

8. Applications
2.1. Un sujel de baccalanréat.

Le sujet donné au baccalauréat 4 Paris en 1975 me parait iniéressant
potir {lustrer Ia simplicité du point de vue expérimental, vu algorithmi-
que, par rapport au concept d'événements dans un espace probabilisé. Ce
probléme a fait ['chjet de commentaires dans le Bulletin de 'A.P.M_E.P.
n® 302 {février 1976}. La Régionale de Paris qualifie le probleme III
d'astucienx et A, Torirat dit gue sa motivation probabiliste déborde le
cadre précis du programme. (Pest & ce propos que je voudrais intervenir,
car par ailieury je n’ai évidemmient rien 4 redire wur les critiques concer-
nant Ia longseur du sujet compiet. Mon propos est de montrer que fe pro-
bléme I est enfantin traité en schéma d'urnes, alors qu'i] demande de la
finesse probabitiste si I"on veut suivre une démarche reposant sur les $vé-
nements. Veic "énoncé de ce probitme, gu'il convient d"accompagner de
Vindication ; Dans la partie 11 de ce sujet, non reproduite ici, on &udiait
Pespace des suites w,, satisfaisant 4 la relation de récurrence

¥YREN |, pu, .~ u, g+ (I-pu, = 0.

b\ _ab
"(;:;‘a)) @+b

Notamment, il s"agissait d’obtenir dans cette partie I 'expression de ),
sous Phypothése que uy = | et &, = 0 (o entier positif donneé),
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. Un jeu oppose deux joueurs A et A’, auxquels on artribue
respectivement, au début du jen, un *‘avoir’’ de a jetons ¢t un
“avoir’ de 2a jetons {2 eatier donné, supérieur ou égal 3 1)
La rencontre comporte des parties successives et indépendantes,
aumérotées 1, 2, 3 ..

La prababilit¢ pour gue le joueur A gagne une partie est suppo-
sée indépendante du rang de cette partie, et égale & p{0<p<i).
Aprés chague partie e joueur perdant donne un jeton au
gagnant. Le jew s'arréte lorsqu'un josteur est “‘ruiné”’, c’est-a-
dire ne dispose plus de jetons, et le joueur *‘ruiné’” perd le
match.

1. 2}k désignani un entier naturel, on considére la variable
aléatoire Xy égale a l"avoir du joueur A aprés la partie de
rang k st k#0)et gvant la partie de rang k +1 {si cellecia
Yieu). On 1 ainsi Xy=a et 0= X, <3a.

Quelles song fes valeurs “*possibles™ de X, 7de X, 7 de Xag ?
de XZk_y i ?

b} 8i Xy =0le joucur A est ruiné ; si Xy = 3a le joueur A’ est
ruiné ; dans chacun de ¢es cas le match ne se poursuit pas
au~-dela de la ke partie.

5i Xy est différent de 0 et de 3a, I'on admet (") que Ia
probabilité de ruine ulidrieure du joueur A ne dépend pas
de k mais sculement de la valeur n de X,

Om désigne par ry Ia probabilité de ruine de A, connaissant B .
On aainsi rp=1 et r3;=0.

En considérant les deux valenrs que peui prendree X o sachant
que X, =n, montrer (**)gue ry={l—p)r,_ [+prp,q, €L CONS
iater que la suite n—ry, vérifie la relation de récurrence {1) du 11,
Exprnimer alors, & Paide de 1. 2. b}, leterme vy, en fonction de n

eide a (lorsquep=—%~}auenfonctionde n, & eldex= 1;"

(lorsque p= »%—).

<} On démgng par ry la probabilité de ruine du jousur A,
connaissance son avo;r m.
Montrer qu’on obtient r, en remplacant, dans 'expression

der,, n par m et p par 1-p(c’est-a-dire x par %].

{*} Le candidat ne cherchera pas & définir espace de grobabilied relatif 4 o6 jeu,
el s¢ bornera & fairc le caisonrement qui iui est suggére,
{**} Le candidat pourra admeltre go césultal.
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Ecrire cette expression de 1, {pour p= -—2}&- ot pour p¥ -:_i-).
Vérifier ia relation ra+r, =1 ().

2. En notant que r et r sont les prababilizés de ruine de A et de

A’ au début du match, on voit que le jeu est favorable au joueur
Al l‘a":fﬁ,» c'est-A-dire, d'aprds 14 relation (2} précédents, si
2r <},

Que vaut 1, lorsque p= %— ?

On prend Do —%m Exprimer la différence D, = 2r, — | en fonction

de x etde a.
Pour quefles valewrs de x at-on B, <07 (cf. fe 1. 1.}

p étant fixé, supérienr a —é», commiant choisir 4 pour que le jeu

goit favorable aw joueur A 7

Application memérigue ; p=0,51 ; utiliser e I. 2. pour donner la
plus petite valeur convenable de Pentier a .

Remarquens les difficuités indiguées par les anteurs du sujet eux-
mémes, dans les deux petites notes de bas de page. Bt quet peut bien &tre
le raisonnement invoqué dans la premidre de ces deux notes ? A mon avis,
ce n'esi rien dantre quiune référence impliciie aux schémas ¢ urnes, réfé-
rence que je vals maintenant expliciter {ou du moins essayer, si le lecteur
veut bigni me suivrej.

L.a question de fa ruine du joueur A est Ia suivante, sous forme de
schiéma d’urne :

“Peut-on remplacer le jen tel que énoncé be définit par wn tiragse
dans wre urne contenant deax sories de boutes | les boulkes § indignant qne
A g3t ruing et les boules 1 indiguant que A n’est pas ruiné 7',

Evidemnment, 1& réponse est non. Ce schéma n'est pas satisfaisant
parce gue ["avoir n (0« 7«33} de A n'est pas pris en compte.

Améliorons Ia question.

“Peut-on remplacer le jeu el que Pénoncé le définit par an tirage
dans P'une de (3o + 1) umes (U, U, ..., Us,} contenant chacune deux
sortes de b;)ules les boules 0 et 1 {(comme précédemment 0 signifie que A
est ruind) 7°°

Aingi posée, lagnestion est raisornable, car Vindépendance invogués
dans I"énoncé permet d'accepter que seul avoir de A, & non ie numéro
du coup dy jeu, enire en ligne de compte. Mais des conditions apparais-
sent, qui sont Ies suivantes :
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1° i, ne contient gque des

boules 0.

2° U3, ne contient que des

boules 1. | U, 4 ] Uy
3* Pour towt n, O0<n<3a,

un tirage dans U, peut &ire l

remplacé par un coup de jeu

suivi d'un tirage dans U,_, o 1
i A perd dans U, i
ol om0

It s'agit donc trés exaciement < probiléme de double tirage dont
nous avons parlé ¢n 6.2. L'urne U, n’est autre que Purne “marginale™
U’ qui peut 8tre substituée 4 1, _; et Uy, ;. Larelation

Fn =@y + Pryscis
ol i désigne ia proportion de boules 0 dans U, est denc immédiate
aprés I’étude générale, proposée au § 6. N'est-ce pas un tout petit peu
plug simple gue d'envisager U(I0;1)K, KEN) ¥

1.2 reste du probléme n'offre paz de difficulté de yésolution. l va
simplement la surprise de trouver effectivernent la relation

rptrig=1.
Ainsi notre jeu aboutira *'toujours™ X 1a ruine d'un des deux

joucurs. Les ‘‘&vénements de probabilité nulle” pourront donc surgir ici
2 propos des parties possibles & ce jeu, mais aprés coup et non a prior.

8.1. Simulation sur machines

En soi, 2 notion de “‘suite aléatoire’ est contradictoire avec le
schiéma de tirage dans upe urne. Un excelient article de €. Dellacherie
montre qu'en définitive on ne peut parter que de suites illimitées piny ou
moins aléajoires. En effet, la possibilité de tirages simultands s’oppose &
voute idée d’algorithme de la forme w, = f{1, . 3. Cependant de tels algo-
rithmes peuvent &tre susceptibles de résister 3 la découverte précisément
de eur caractére d'algorithmes ; il peut ainsi arriver que, du point de vae
de la prédicrion de résuitats par un observateur humain, ils puissent 8re
aussi “‘aléatoires” (ou presque} qu'un iirage dans une ume. L2 “bon’
critére 2 envisager cst d'imaginer une situgtion de test, du type séries i
compiéter ; I'observateur humain est censé ignorer f. L'algorithme lui
fournii des résultats. On dira que Valgorithme résisre tant que 1'observa-
tenr ne réussit pas 3 prévoir le résultal & venir, misux gu'un résultat de
tirage dans une urne. Pour atiénuer le caractére en apparence subjectif de
ceci, on peut supposer gue "'observateur dlspose de Pgrsenal stananue et
pwbahthsee. Notre observaterr humain n’est done pas veus ou moi, mais

*. Ainsi, “‘on'’ pourra commencat 3 avoir une petite idée en vovant :

1111111111881 103038111014,
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ou
1010 010168610103 0F01018010T1 ...
ou
01011606011 10600111F0G0000...
En revanche, ¢e ne sera pas le cas devant ¢
0601110003161 11110090000110...

M&me en coniinuant longtemps 3 ‘tirer”” des numéres G ou 1, “on™ anra
du mal & mettre en avant un algorithme équivalent 3 celui qui est utilisé
ici. Cet algorithme est le suivant, en désignant par [x] la partie entidre de x
¥n o (2] , avec | 4= 0,13579 )
By ) =997 X uy — 1997 X a2,

Une suite v, ainsi obtenue est nhommée pseudo-aléaipire. Ici, notre
suiie sera forcément périodique, sa période ne pouvant pas aveir une lon-
gueur de plus de 10006 {puisque w2, a exactement § chiffres significatifs).
Donc “on’’ ne pourra manguer de la “démasguer’’ aprés 10000 tirages an
plas.

En partant de 1, ~0,5284163 on obtiendrait une suite dont la période
2 une longueur veisine de 500 400, e “on’’, disposant des tests connus,
ne parviendrait pas 4 la *‘démasqguer™ avant un nombre considérable de
tirages. Bn effet, en extravant de 1, ses cing premiers chiffres significa-
tifs, onabtient des résultats qui simulent trés bien un tivage aléatoire avec
équiprobabilité dans DO 6, 1] (décimaux & § chiffres de 10,11}, De ce fait,
on peut en déduire de multiples simulations de tirages aldéatoires varids,
Par exemple :

1° v, =[ou,], avee 1 <g <2, simule une urne de Bernoulli avec p(0) = 1/a
et p(ly=(a—1/a.

2° yp=3—[au,], avec l<ag<Z, simule upe ume dJde¢ Bernoulli avec
PO =C(a—1)/q et p(l}=1/a,

Ainsi, on peut simuler une urne de Bernoulli arbitraire et, avec une
machine programmable, il est facile également d'organiser des simula-
tions de tirages de Markov. En prenant 4=46 au Hew de 1 <a< 2 dans le
premier cas ci-cdessus, on “jouera au ¢é’*. Bref, les possibilités d’organi-
ser des expériences multiples avec facilité et rapidité sont trds abondantes.
I n'est pas exagéré de dire gue nous disposons dans ¢¢ domaine de possi-
bilités expérimentales comparabies au dessin de figures on géométrie,

9. Conclusion : Un paraliele avec 1’enseignement
des concepts numériques et celui de 1a géométrie
élémentaire

Dans les deux domaines déterministes de base, que sont ie caleul
arithmeétique ¢ la géoméirie démentaire, on peut séparer deux temps
d’appropriation par un individe. Le premier temps pourrait étre nommé
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eehii dé la mise ¢ Pépreuve © une notion (par exemple la somme, i pro-
duit, le paratlélisme, ...} est utifisée dans des sitvations of une procédure
ne la mettant pas ¢n ceuvre est également possible. Ainsi, on peut sobsti-
tuer & une addition simple vo comptage, sur les doigts par exemple. Ou
bien I’on pent substituer une mesure de longueur A un report par parallé-
listme. Le dewxiéme temps est celui de Murilisation en confiance. Par exem-
ple, effectuation de 1347 + 694 ou mesure de la distance Terre-Lune grice
& des reperages angulaires.

Cerntainoment, des décalages existent entre diverses notions de ces
deux domaines. Ainsi la multiplication peut-elle 8tre mise A "épreuve par
I*addition. Mais il faut avolr initialisé le processus, amorcéd 1a possibilité
d'appropriation.

Dans un domaine trés neuf pour les éléves, prévoir de fagon substan-
tielle cette initialisation n'est stirement pas superflu. C’est un peu ce qu'il
faut voir dans cet article sur les débuts d'un apprentissage probabiliste.
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