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Identités hyperboliques et fibonacciennes
associées
par E. EHRHART, Strasbourg

On sait gque par la substitution
cos X = chx sin X = ishx,
od fm« "1, des identités frigonométriques fournissent des identités

biyperboliques ¢t inversement. Cela s'expligus par les formules classiques
cosX =chiX #t sinX=ishiX . Ainsi sont assocides les identités

cot? X +5in*X =1 sin2X = 2sin Xeos X
chix—shix=1 sh2x = 2shuchx

On va voir que, de méme, une simple substitution assecié automati-
quement & une classe d’identités entre fonctions hyperboligues des identi-
tés entre fonctions “*fibonseciennes’. Rappeions ¢’abord 1a définition de
ces dernidres,

Les fonctions fibonacciennes

Dansinswite 1 ;1;2:3:5; 48 ... chaque terme & partir du troisi¢éme
est |2 somme des deux précédents. Cetie trés classique suite F, de Fibo-
nacci, consue depuis huit sitcles, est donc définie par la récurrence

FN=F!!—]+FK-2 M F}szxl..

De maniére analogue, la suite L, de Lucas, qu'ii a introduite il v a
cont ans, ¢st définie par

anLn-I +Ln—-2 » I"l *1'1‘223‘
Voici les premiers termes de ces quites d'entiers @

n 1L{2(3]4) 5] 6| 7] 8] &} 10} 1 12

F, st (11233 5| B13 21|34 55] %9 144
L1347 [18]29 47176 123|199 ] 322

Les fonctions fibanacciennes F, et L, ont tant da propriéés remar-
quables qu'une révie américaine **The Fibonacei Quarterly’™ leur a 8té
consacrée. Depuis 1963 dix-sept gros volumes ont déjd paru |
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Les expressions générales de ¥y, ef de L, sont données par les notoi-
tes formules de Binet

am o~ b
B, = = 1, = g +
' p—- 5 = & b

ot g = 1_.'.‘.'.2..,\’(_5 et b = J_Zﬁ.lg__ soni les racines de Péquaiion

X ~-X-1=0.

Association avec les fonctions hyperboliques

Enposant o = log g, ontrouve d = &Fetbh = ~e™% ,cargh = —1
donne b = —a-!, Alors
F, _ &7 - (—lye-™" L, _ & + (~1ye~en
2 245 2 2 )
En posant an = X, il vient
3Fn _ & -(-1le™¥ Ly _ &5+ (-plex

2z 2 2 2

Désignons par {uy ], le nombre égal 2 u, pour n bmpair, & 4; pour
n pair. Les relations précédentes s'éetivent alors

'\]’,,._23_}3{! = {d}x’ﬁhx]n —[-ég = {ﬁhx,chr];g -

Plus généralement, k &ant un entier positif, on a
(1) Fap = :% Ichkx,shkxle, Lg, = 20shkx.chixlen
et les Formules éguivalentes
() chix = {,—['Jg}’km Lindin shix = ‘%‘[Lkm 5. N P,

En posant cun = ¥, on trouve d¢ méme
G} Frypmm %{ch(xw),shwnm Ly o= 205h62 4+ P+ s om

@ crstx+y}=a%tm,,m,ruwaﬂm Sh(-x'i‘}’)=-é-ﬁ—m+m-\f§Fn+mln+m

formules encore valables si on y remplace partout le signe {+ )} par (— )

Par les substitutions (1} et (3) &'une part o (2) et (4 d’autre pari,
tine identité fibonoceienne donne une ou plusienrs identités hyperboliques
o1 inversemeni, pourvy que n'y interviennent gue des arguments ou des
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indices de Ia forme kx+ &'y ou knx k'm. Les indices peuveny d'ailleurs
dtre ndgarifs ou muls. Par les formules de récurrence

Fu_2 = Ey~Fpy ef bn—2=Ly—Ly.;,
on trouve en effet
Fo=0,F_, = (~D"*IF, Lg=2,L., = (~1)"L,.

Si I'on part d'ane identité fibonaccienne, on doit en toute rigueur
vérifier par d’autres voles identité hyperbolique associde, puisqu’on
passe alors du particulier av général. Mais une telle identité &tant vraie
pour x=on et y=am, aver une grande probabilité elie Pest encore

pour x et ¥ quelconques, car o = log 1+/3 est un nombre transeendant,

Les identités hyperboliques étant plus connues, on se contentera
d'#tablir quelques identités fibonacciennes.

Recherche d’identités fibonacciennes

Exemple 1. chix — shix = |,
L.a substitution (2) donne
" 5F: L
: wvepasiie == _— = l 1]
pour 7 impair y y
ir: I;i - ggi_ w i
pour » pair : 7y 7 .
Donc pour tout n
(5) LE -~ SF% = H{—1)".
Exemple 2. shZrx = 2shwchx.
N M3Fz _ 5 Ly f5F,
A impair : e 2 5 3
npair ; ﬁﬁ:z"?ﬂ.%,

Dronc, pour tout n,
(‘6) an = L{; Fﬂ *

Exemple 3. sh5x = 4shx(ch2x — +/Ychx + __;_) {ch2x + VSchy + %-) .

nimpair ; ﬁ=45’f(&_d5@ + 3} [ Lan 4 s ¥oFs | 3
p) 2 \73 37 722 2 2
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2 T2 2

En remplacant # pair par 2n et n impair par 2n ~ 1, on trouve done
deux identités distinctes, valables pour tout # :

Lige-5 = Ly i(Lapg—z — 3Far 1 + 3ULap2 + 5Fz2, 5 + 3}
Fion = Faplloay — mh + 3Ly, + “-51'2;! + 3.
Notons que Midentité trigonoméirique associbe est

sin SX =4 sin X (cos 2X /3 eosX-z-—g-) (c0s ZX + /% con X+%) .

n pair : "/5;5" ==4";';F" (—Iﬂﬂw«ﬂ L;** +9~){L2" +J§~L—2—’i +..3.,.).

»

Exemple 4. (chX + shX)* = chkX + shkX .
Pour tout 7 et pour tout & > {:
- (LE + -JSF,,)" - Lim + V3Fy

2z 2

Application : Pour exprimer L, et Fy,, en fonction de L, et de F,, il suffit
de séparer, dans la puissance du premier membre de (7) développée, les
termes avec ou sans e facteur /5.

En voici une application. On sait que Fy, est divisible par F,. Mon-

trons que Pentier %’—"—"— esi ume jonction de L, de ja forme
L.

PLg}+ (— 1Y QL) 00 PLX) et (X)) sont des polynomes de parité con-

traire & celle de k. La relatiog (7) montre que Fy, est de 1a forme
ZeflLE4, ou i prend les valeurs impaires inférieures ou égales 4 4.

Par suite -f-;#l est de 1a forme Ec,FO LE—1, Or daprés (5)

¥2 = 12 - sy
5

On a déja vu (8) que %" = L,. Nous avons montré que pour
H

k = 34,36 Pentier %’i‘!‘— vaut respecrivement »
n

L2~ (1), L (L2 2= 1), LE —3(~ 1241,
L LS~ 4(- "LE+3] .
{in verra plus lein que
Ly = Fppg + Fp_y.
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Exemple 5.

® —é-+ch2x+ch4r+ch6x+...+ch2kx=m—+m.

Zshx
L F,
1+Ly, + + e+ Logy = --m—)—“",—LF—M' J
n L4n+l-45n 2kn [ L,, "y .

Si, dans Pidentité trigonoméirique associée 3 (8), on change X ¢n
X + -g- , on trouve une formule dont ’hyperbolique associée est

3 ¢h2x + chdx —chéx + ... + {— 1Ykch2krx S .

dont Passeciée fibonaccienne est

b= Log+Lag—Lgat oo+ (= Doy = (—1)*{_____*"&*“”' L]
F.!': Lﬂ n
Exemple 6. shix+ ¥ = shachy + chashy.

¢hix+¥) = chxehy + shashy.
Pour tous i et m :
i) Wyom = Fplpy + L ¥y

gy = byl + SFFp

En particulier, pour #1=1 ou m= - ], 'identité (9) donne respective-
ment

Lp+F L,—F
Fopy = __a_i__a Frp_y = _Lz_g,
Donc F, et L, sont tonjours de méme parité,
Exemple 7. chix+y) + chix—¥) = 2chxchy
n et mimpairs Lpom + Ky = 3EF,,
7 ot o7 pairs Thpam Y Lp_m = LL,
s impgir, mimpair : F,  _ +F, __ =Fl_

s pair, mimpair  : F,, .+ F, _=1F.
shii{x+ ¥ + shix~3) = 2 shxchy

n et mrimpairs B m + By = LF,
# et 1 pairs tFm * Fpom = Foly
nimpair, mpair L, + Ly.m =LL,

npair,mimpair L, * L, n= SEF,.
Donc, pour tous » et m,
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La+m + LH‘“M ['SFH m" mjm
F:H-m + Fﬂ—m = {LnFm' FanIm‘
En particulier, pour m = 1, on trouve
L+I+LH—I=SFH‘ F+1+Fﬂ"[=Lﬁ.

n "
On voit de méme qoe
Lfl-t-m - Lﬁ—m = [Lnl"m' ‘5F F ]m
Foem = Fpom = [Fglpy LyFply, .

Une application trigonométrique. On sait (1) que pour & b,c pairs

LaLbi‘c = L‘e+b+e + Lb«rc-»a + Lf-i-ﬂ——-b + Lﬂ+b ry
SEFFe = Foopae + Fopoe ¥ Fyoog + Fogy

Done, par transposition hyperboligue
4chxchychz = ch(x+2»+2)+chiy+ 2~ x}+ enfg+ X~ pr+-chix+ p—~23
4shxshyshz = shix+y +D+shix =y +shiy~z—x) +shiz—~x— 3
d’oit, par transposition trigonométrigue
deosxcosyonsz meos(x+ ¥+ +eos(y +z— D +eos(z +x—y) +coslx + y—z)
~ 4sinxsinpsing =sinfx + ¥+ D +sinlx—y— D +saly—-z—-x) +sin(z—x—y)
Peut étre le lectewr voudra-1-i! découvrir lui-méme d’autres identiiés
par I"association t‘rigonamétriquwhyperbolique—ﬁbﬁnaccimne.

(I} H. Fernz, Products of Fibonacch and Lucas numbers, the Fibonacel Quarterly, Vol 7,
p. 1-13 (1969,
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