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1
ETUDES

Les entiers d’Euler
par Eugéne EHRHART, Strasbourg

Les entiers en question sont meins connus gue les nombres d'Ealer
ou les nombres cubérienst™. Ei pourtant, sous une ceriaing forme, ces
entiers gui le Tascinaient, on les trouve déja chez les Anciens,

Nous allons d’abord en mositrer Porigine e en donner I'expression
générale. Nous en &ablirons ensuite quelgues propriétés remarguables,
e partie inédites. Puis nous en donnerons quelques applications en théo-
rie des nombres e en combinatoire.

A vette occasion nous introduirons la notation commode de nombre
périndigne et 1a notion utile de polynome arithmétigue,

I - Expression générale des entiers 4’ Euler
Cousidérons lc produit infini
¥} = (-1 - 1-x) ... . '
qu’Buler a rencontré 4 propos du probléme de la parsition des entiers. Il a

par exemple montré gue fe nombre pl(r) des partitions de n en somnes

d’entiers distincts ou non est engendré par la fonction _fl,;)"" c’est-a-dire
w

que

1 _
;&f)— 1+n§0p(n)xﬂ

En développant #(x} en série entitre, on s’attend a priori A trouver
des coefficients de plus en plus grands. On-est d'amant phas surpris de ne

{*) Conférence faite 3 Ia Régionale de Strasbours en avril 1979, )
{**) Les nombres d'Euler E, ¢t les nombres enléricns A&} sont défnis par

1 xH x+k-1
2o B XY e ¢ K
Chx as=0 "at ' Iﬂkqn&a }( I )
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constater que des coefficients 1 ou - §, isolés dans des lacunes de coeffi-
cients ouls, lacynes dont Pampleyr croft dans '¢nsemble et tend vers
"infini, De facon plus précise

H TR =1~ xH—xB 4 XD+ 20— 3Py T ek T+

Les cogfficents sont, par couples de termes, alternativement — 1 et
+ 1, Pour voir comment se comportent les exposants, dressons-en une
liste initizle ;

Tablean 1 des entiers &’Euler 2,
n 1 2 3 4 5§ 6 7 & 9 10 H 2 B W4 13 4
a 12 5 7 12 15 22 2 35 40 51057 M 77 92 b

s Q1O sQ@ 7 @O u® LT

Les g, semblent swivre une loi compliquée, puisque leur vitesse de
croissance est oscillante. 11 est naturel de former la suite des différences
Ap =y 1 ~an. On constate que ses termes de rang impair sont les entiers
et ges termes de rang pair sont les nombres impairs &n partant de 3,

Nous alions donner une expression simple de terme général e,x% de
Ia série (1) gréce & deux définitions et 4 un théoréme,

DEFINITIONS®, Un nombre périodique w, = [y, Uy,...,uz} est égal au
#; du crochet el gue n=1{, modulo k. On représente donc trés aaturelle-
ment une suite de période X par ses & premiers termes ; ainsi u, = |a,b]
signific que u, =a si n est impair et u,=b 5i 2 est pair, ot g, =[4, — 1,00
désigne le p-idme terme de 1z suite 4, -1, 0,4, —1,0, .

Un poiynome arithmétigue P{n) n’est défind que pour n entier positif
¢t ne prend que des valeurs eatidres ; il différe d’un polynome erdingire en
¢e que certains de ses coefficients sont des nombres périodiques.
Exemplke : 3n% — [4,1}n + 15,2,7].

Nous admetirons ke théoréme de sommation suivant, facile a ftablir.

THEOREME 1 0, 8} u = la,b] & v, = [abn , dors
;’; . =+ Bn+la- b0l
! 2

ju b

Zv_;

i=1

{g+bom*+Ra2bln+la—b 0]
4

On voit sans peine que



Bulletin de 'APMEP n°323 - Avril 1980

On peut done calculer
qy = 1+ (Ot +De 00
Er appliguant le théoréme | et en tenant compte pour kes crochets de Ja
différence de parité de n—1 et de #, on trouve :
g =1+ L Ho=DH0I] 1 M- 1P+ 420 D116 -1
n -_ T — _— N
2 2 2 4
»od en simplifiant ¢ :

THEQREME 2, Le n-idme entier o'Euvler est e trinome ér:‘tkmérr‘que
@  ay = 3nt+[4.215+ 1,0

8
COROLLAIRE, Le terme générgl de la série x{x) est

Lo s wam v 11,00
(—1,-1,1,13x

: Nows définissons les entiers d'Euler a, par le tableau [, indéfiniment

prolongé & Paide des deux progressions arithmétiques imbriguées, et la
formule {2) en découle, Par conire nous avons admis ia formule (1). Du
vivant (’Euker clle restait conjecturale, Ce n’est gu'au sitcle suivant gue
diverses démonstrations en ont &1¢ données, notamment par Legendre(2,
Cauchy, Jacobi et Sylvester,

Axx sujet de cette relation, il vous intéressera peut-8ire d’entendre
Euler lui-m2me, Dans un mémoire intitnlé « DECOUVERTE D'UUNE
LOI TOUT EXTRAORDINAIRE DES NOMBRES PAR RAPPORT A
1.4 SOMME DE LEURS DIVISEURS »'¥, §l dit

“Fai multinlié actuellerment un grand nombre de facieurs ensemible, et
J'ai trouvé cette progressiond{.. .}, Om n'a qu’d entreprendre ceffe multiphi-
cation ef & fa continuer aussi loin qu’on jugera @ propes, ponr se ronvgin-
cre de lg vérité de cetie série {...). J'ai longtemps cherchéd en vain une
démonstration rigoureuse {...) et joi proposé lo méme demande 4
quelques-uns de mes artiis dont je connals la force dans ces sortes de ques-
tion ; mals tous sonf tombés gvee moi d’geeord sur fa virité de ceite con-
version, sans avoir pu déierrer aucune source de démonstration. Ce sera
done une véritd connue, mais pas encere démonirée’,

Euler a écrit ce texte en frangais, comme cehui des citations qui vont
suivre,

H - Propriétés des entiers d’Euler

Posons d’abord une guestion toute simple. Quelle est a parité du
n-ieme entier d'Euler 7 En examinant e fableau 1, il semble que les parités
se reproduisent avec la période 3. Or
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= @p+ 6n-+ [28,26] .

e 301+ B8P 4+ 4,21(n + 8) +[1,0]
- 8

Commme B + [28,26] est pair pouar tout #, il s'ensuit ;
THEOREME 3. Lz pwité de a, est cefle du nombre périodigque
11,9,1,1,0,1,0.01.
De méme 2, = [1,-1,—1,1,8,0] modulo 3, car
3n+{11,10}
2

n 8
F

s = Oy + 3

Voici maintenant une question plus importante, Trouver une pro-
priété caractéristique des 4,. Pour gue N soit un nombre d'Eufer, il faut
que I'équation d'inconnue n

N = 3t +[4,2} 4+ 1,00
8 t
W+ A2+ 0] —BN=0O,
ait une racine positive entidre, I1 Faut done que son discriminant réduit
How LIP30 +24N = (4,11~ 3,01 + 24N = [1,1}+ 24N = 1+ 24N
soit un carré parfait. Réciproguement soit
24N + | = &*

ot &, ndoessairement non muliiple de 3, est de la forme 3a+Zou 3n+1.,
L’égalité (2}, qui peut s écrire

2dg,+1 = 99+ 34 3+ [4,1] = 3n+§2,1)0,
montre zlors que N est Ie n-iém¢ entier d'Euler.

ol

THEQREME 4, Un entier N est.d'Euler si et seulement si 24N + 1 est un
carré parfait k. Son rang est alors [-3“-”-1 (partic entiére de -’5'-),

Les g, ont encore une autre propriété caractéristigue. Distinguons
dans {2) n impair on pair :

Dn=2k—1 =g, = 3%:_“ = 1,512,722, ...
2)”*2’( By = sg"z'i“t“k = 2: ?! 15’ ve

1 Les entiers

ik% sont les nombres pentagonaux,

! connus depuis 'Antiquité. Iis comptent les poiats
2 marquants des pentagones fermés gi-contre. 145

entiers %ﬂ ont zussi une reéprésentaiion arith-
mogéométrique simple © s corplant les points mor-
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quants des pentagones puverts. Nous les appellerons donc nombres pen-
n;go:zmcx de seconde espéce. Remarguons qu’on les obtient aussi par
-k

#2= " pour k=~1,—2,~3,.,
THEOREME 5, Les entiers d’Euler sont identiques aux nombres pentg-

gonaux :;-’%?-"5 .

Les g, vérifient-ils une relation de xzét:urrenoc ? Oui, car 2, est un
polynome arithméuque On sait en effet(t) que tout polynome arithméti-
que u, de caractérisiiques (d,g,p) (on précisera de suite cette notion} véri-
fie Ia relation de récurrence linaire

{1~ 8 (L~ +1} =
les accolades signifiant que dans e polyneme développé on remplace
toute puissance wi par iy, ..;

Four a, de €2) le degrd d=2, l¢ grade g =1 {C’est-a-dire que L est la
plus haute puissance & coefficient périndique) et la pseudo-période p=2
(plus petit commun multiple des périodes des epefficients). Dlonc

{(l-a{l-a = l-g-2+28+ -5 =
et par suite :
THEOREME §. Les entiors d’Euler vérifient la relation de récurrence
findaire
Gy — lp| = 2059 F 2040 F Agg = Qy.s = 0.

Quelle est 1a fonation génératrice de 2, 7 On saitt)) gue teur poly-
nome arithmétique w, de relation de récurrence iF{u}} = 0 est engendré

par une fraction rationnelle % » ot le degré de flx} est inféricur & cefui
de Fx), Donc a, est engendre par une fracton

L. RN PRI W L N +
400 <5 x R o/ 7% LIk R,
o le polynome jix) est du 4* degré au plus. On en déduit facilement
S =1~ % 4+ 3x + x4,
D'olr ;
THEOREME 7. Les entiers &' Euler sont engendrés par ia fraction ration-
nelie
m =14 L g
(=9~ azo 4 -
Remargne @ Nous avens montré gue I'entier d'Euler a, esi le nombre de
solutions entiéres non aégatives de 'équation
X+ 2yt bz4+3=3n.
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II1 - Applications

1) Partitions d'entiers. Nous allens démontrer Iz proposition sui-
vante

THEQOREME 3. Sofent p et { respectiverment fes nombres de partitions
d’ur entier en un nombre pair ou impair d’entiers indgawx. Alors p=i,
sauf pour les entiers d'Buler. Pour un tel entier de rang n,
. p=i+t]-1,~1,1.1}, la variable du crochet périodique étant n .

COROLLAIRE. Le nombre de partitions d"un entier en parts indgales est
pair, sauf pour les entiprs d’Euler.

Le coefficient on dans ia série entitre .
(-x¥I-aBH(l~x ... = 1 + ¢ + ¥ + ... + ol 4+ .,
est le mBme que celui de N dang le polynome
G) (=1 =331 =290 {1 =32} = [+opr+op?+ ...+ ol + 3N+ 1Pgx)
Or, cn effectuant je produit (3) sans réduire fes termes semblables, on
obtiient avec le coefficdent (+ 1) tout xN dont 1'exposant se présente
comme partition de N en un nombre pair de tenmes inégaux et avec e
coefficient { — 1} tout xN dont {"exposant est obtenu comme partition de N
en un nombre impair d'entiers distincts. Done oy =p~ I, qui d"aprés (1)
vaut ¢, = [~1,~1,1,1} ou 0, suivant que N est entier d'Euler ou pon.
Remargues :

1) Quoique le théordme 8§ résulte sans peine de Pidentité (1), il semble
que Legendre ait éé le premier 4 Pénonceri2),

2) A présent les grandes lacunes de Ia série (1) s’expliquent : elles tra-
dulsent simplement le fait qu’en général les partitions d'un entier en un
nombre pair ou impair de termes inégaux s*équilibrent.

2 Fonction ofny d’Euler. On désigne habitucllement par o{n) la
somme des diviseurs de Ventier n . Ainsi off} =1+ 2+44+§=18, Voici
les premidres valeurs de ofa) :

n P 1]2[3[4]5] 6]7] 8| 9{10; 11 [12{13]14[15]1§
o) L 1t3ial7lel2zlatustiasluslaziasi1al2e) 2431

Les nombres premiers cont évidemment caraciérisés par o{py=p+1.
Pour des nombres premiers inégaux py, Py, ..., Pr 6 foncrion o(r) est muk
fiplicative, ¢est-d-dire

APsPa...p} = o(py) oW} ... o) .
On le voit aisément en effectuant le produit {(d + p {1 +5,.)..(1 +54

du second membre. Plus généralement

opy Dy P ) = olpy) o(ps ) ... o)) .
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A propos du tableau des a(n), Euler observe : “‘L’irrépuiarité de ia
suite des nombres premiers s’y trouve entremélée (...). I sembie méme
qu’'il y ait ici beaucoup plus de bizarrerie’’. La suite des g, présente en
effet une infinité d’oscillations irrégulidres. Et pourtant il y a découvert
une loi :

THEOREME %. Lz fonction o(n) vérifie la relation récursive
(4) on) = osln~a)ton—ap—~oln—-a)-an-a+ ...,
_ thsik=0
oK) = {0sik<o
Les a; sont les entiers d’Euler et les signes sont alternés par couples de
termes.
Exemple : a(?) = o(6)+o(5)—o(2)—a(0) = 124+6-3-7 = 8.
Voici I'ingéniense démonstration du maftre.
Prenons la dérivée logarithmique des deux membres de (1) et
multiplions-la par (—x) :
Y- _X 2 L 3¢ x2S+
—x Ti-2 I-2 l— x4+ 1.,
Développons les fractions du premier membre en série entiére :
Y=x+ x4+ ¥+ 4+ ¥+ ¥+ x7+ ¥+ ..
2x? + 2t + 2x$ + 2+ L.
X3 + 3x* + ...
4xt + 4 + ..,
S + .

par convention

9|z

ou
Y = o{l)x + o(2k + o(3p® + o(d)xt + ...
Larelation 0 = YD — N s'écrit done
0 = o(Dx + o(2)x2 + o3 + o4t + o (5)x* + o(6)x* + a(T)x7 + ...
—a(1x® — o(2p — o (3t — a(4)x3 — o(5)x% — o (B)x7 + ...

— a{l? — o2t — o(A* — o(d)x¥ — a(S)xT + ...
+o(1)x +o(2)x"+ ...

-x -2 + + W+

En annulant le coefficient de x7 au second membre on trouve la rela-
tion (4). On le voit facilement en regardant comment s'obtient par exem-
ple le coefficient de x7,
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Signalons une proposition d’Buler qusi ressemble étrangement 3 la
précédente. Elle concerne le nombre de pattitions de n, en somme
d'entiers égaux ou non, dont voict les premiéres valeurs :

n | 1j2[sl4is| 6} 7] 8 ol1w]uln2] 13! 14| 15} 18}
pw R 1lz2islslziulssiaz]a0] azlse] 7] 100 135} iv6] 231 ]

THEOREME, 10. Le nombre pin} de partitions de n , répétitions admi-
ses, vérifie la relation récursive
p(n) = pln—ay) + pln—ay) — pln—-a) — pln—a) + ...,
. _ |si k=0
par convention p{k) = G 5i k<0

Les a; sont les entiers d’Euler ot les signes sont alternds par couples de
fermes.,

Cette formule résulte immédiateraent du fait déjé mentionné que

Py est engendré par .
x{x)

MN'est-ce pas fabuleux que deux &tres aussi disparates gue oy, la
somme des diviseurs de #, ot py, le nombre de ses partitions, suivent la
méme loi récursive, 3 un détail prés ¢

dge=n ., pp=127?
Ramanujan a montréd gue p(5k—1=0, modulo 5, Nous avons
trouvé yn résultat analogue pour ofa) :

THEQREME 31, Tout «(3% ~ 1) est multiple de 3.

Abrégeons la notation “°A = B, module 3" en "écrivant A= 1B, Désgi-
gnons par p ou ¢ un nombre premier N autre que 3, suivant gue Nwm — 1
ou N= ], La décomposition en facieurs premiers de n=3k—-1 est dela
forme

no=3k-1 = @PP. B @ = PO

De s — | gt Qu} résylte Pae — 1 &8 done oy + o+ ..o inpair.

I y a donc au moins un o, 50it o, impair el par suite

Ay = 14p+pi+ 4w 1~ i1+, 4+ (-1 = 0.
Or on sait gue

o(n) = apFIo(pl") ... o) X oG5 Y@ .. ogl%)

Par suite o(n) =0, car dans ce produit le facteur o(p*)=0 |
Remarques ;

1) On volt de méme que o(r} est multiple de 3, si et seulement si ia

décomposition de n en facteurs premiers présente au moins une puissance
de Ia forme (3k—133&" +1 gu (3K + 1)K~ 1,
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2) Laouville 1 montré que o(n) est pair, sauf si n est un carré ou le
double d'un carré.

3) Des fonctions génératrices de p, et de o, nous avons déduit la
curiense formule

Op = @ Py, ¥V taPp g, ™ 01 Ppug, — TaPpog, + -

Pour finir, citons et commenions un texte &’Euler, qui montre, aver
une charmante fraichegr, d’une part sou enthousiasme pour son €ton-
nante formule (4) et d’autre part le mystére qui entourait encore pour lui
ses ent:ers

“On sera d’outant plus surpris de cette delle propriéeé, qu'on ne voit
acune ligison enire iy composition de ma formule et g nmure des divi-
Sewrs sur log somme desguels roule la praposition. La progression des
nombres 1,2, 3, 7. 12, 15, ... ne parait pas sewlement avoir nul rappory ay
sujet dent # s*agit, mais, comme {a loi de ces nombres est interrompue et
qu’ils sont méiés de deux pragressions différeries, & savoir 1, 8, 12, 22,
35, 55, . et 2, 7,15, 26,40, 57, .., il somble presgue gi'une telle irrégula-
rité ne squrgit trouver lieu dans 'Analyse”’.

Ainsi Euley s'élonne que @y prenue ses valews dans deux progres-
sions différentes, plus précisément dans deux trinomes du second degré.
Or, contrairement 3 ce qu’il pense, on rencontre fréquemment en analyse
des suites d’entiers qui prennent leurs valeurs dans plusieurs polyaomes ;
ce sont les polynomes arithmétiques, qui ont tous une fraction rationnelle
génératrice et vérifient une relation de récurrence lindaire. I est piguant
de constater que de 1elles suites se présentent en particulier dans une ¢ues-
tion dont justement Euler s’est oceupd : la partition d’un entier en parts.
de valeurs donndes. En voicl un exemple coneret © de combien de maniéres
peut-on partager un ensemble de 7 objets identigues en lots de 12, 13 et
17 piéces ¥ Cela revient 4 trouver le nombre j, de soluiions non négatives
de ’équation diophantienne

{5 12 + 13y + 172 = n .

{es partitions soni régies par an théoréme trés général, dont la pre-
mi€re partie est due 4 Euler :

THEOREME 12, Le nombre j, de selutions non négatives de {'éguation
diophantienne & coefficieris entiers positifs

r
L oorxy=n
i=1

est engendré par la fraction

! - ]
T ESi Ry sy ase .

La fonction jin} est un palynome arithmétique qui a pour degrér— 1,
pour grade m— [, m étant le nombre maximum de «; ayant un diviseur
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commun autre que 1, et pour psewdo-pédriode le plus petit commun muiti-
ples des af3,

Alnsi, pour exgmple (5), /, est va polynome grithmé&tique de carac-
téristiques {2,0,2652). Plus précisément on saitl) gue f, vérifie une wela-
tion de fa forme

22X 13%1TYn = 0¥ + €12+ 13+ 1n+u,
ONl U, st un nombre de période 12 x 13 x £7=2652.

Vous pensez sans doute que les 2652 composantes de u, sont longues
a calculer et Pexpression de j, longue 4 éerire. Iin'en est rien, Le caleul de
i, pread exactement 5 secondes, car il se fait par ordinateur {avec le pro-
gramme de résplution d'un sysiéme d'é&quations linéaires, dont dispose
tout centre de calcul) et Jj, ¥écrit

- it +42n+ H0{A, — B,)
A 4304

fili}
A, =[5, 21,28 17, —2,17, 25, 21, 5%, 30, 42, 42, A0}
B, =[-2, 7,6, 17, -2,0,24, 17, 33, 17, 24, O}
ont respectivement 13 et 12 composantes ; les doubles barres désignent
T'entier le plus proche. L'entier §, a pour valeur approchée, 4 une unitéd
2rds au plus,

gn(n+42}

534 I

P.S. ~— Un beau résultal concernant les entiers a; d'Buler a éi¢ trouvé
récensment(*) :

THEQREME 13. Le nombre p,, de partitions non restrictives de r ef le
nombre g, de ses pariitions en parts distinetes vérifient la relation récursive

In = Pn—Pn-2a,— Prn—2a, v Pn-2a, Pr w20, — -+

Les signes sont alternés par couples de termes et, par convention,
isik =240
Pe= 1 gsik <0

%y D.R. Hickerson, Recursiontype formulas for partitions into distinet parts, The
Fitonacct Quarkerly, Vol, 11, p. 307311, 1973,

{}} E. EHRHAKRY, Polvaomes anthwétiques o Méthade dey polyddres en combinateire,
Birkhaiiser, Bale, 1977,

{2} A M. LEGENDRE. Théorie des nombros, 1830
{3) L. BULER. Opera Omnia, série 1, vol, 2, p. 241-233,
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