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ETUDES

Queiques probiémes d’extremum
par Jean de BIASI, Université Paul Sabatier, Touiouse

A, B, C, éant trois points fixes distinets et dans les trois premiers cas
M un point guelcongue, dans Ie quatrigme M un point de [BCH N un
point de [CA], P un point dc [AB], nous &tudions quelgues problémes
d'extremum relatifs 4 certaines cxpressions faisant intervenir ces diffé-
rents points.

Probléme 1.

Eiude du minimum de la somme (M) =MA +MB+MC

{Probléme proposé par FERMAT }.

Notons g un point, éventuel, en lequel ¢(M) est minimum.

* 8i A, B, C sont alignds, u existe et est unique ; ¢’est celui des
points A, B, C qui est situé entre les 2 autres.

» Supposons alors que A, B, C forment un véritable triangle. 8i M
r’appartient pas au plan ABC et 31 m1 e¢st sa projection sur ce plan, on a
(M) > (m) et par suite, stz 2Xiste, g appartient au plan ABC, Nous
sepposons donc désormais M dans ce plan.

A

8i M est un point situé dans

e demi plan défini par BC ex

ne contenant pas A et si M7

¢8t le symdéirique de M par

rapport 4 BC, on a :

M A<MA, M'B=MB,
M'C=MC et donc ;

(M) <p(M).

Ainsisi x existe i est situé par rappori a chacun des cotés du trian-
gle ABC du méme obié que e (roisiéme sommiet ef par suite u est adoas-
suirement intérigir au triongle ABC.
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Si M varie de fagon que MB + MC reste constant, M décrit une ellipse
{E) de foyers B et C et sur cetie eilipse oM} est minimum lorsquc MA
Pest, c’est-a-dire lorsque M est Ja “projection’™ de A sur E, ¢'est-a-dire

si A é{ E)lorsque M est tel que la normale en M a (E} passe par A (et
dans ce cas MA est bissecirice de (MB,MC)

si AE{E) lorsque M est en A,

En remarguant que si un poing ? M st tel que MA MBMC sont res-

pectwment MﬂrWe (MB MC}, (MC,MA), {MA MB), les trois
angles BMC CMA, AMB sont égaux {e{ miesurent donc 120°), on en con-
clut que le minimum de p(M} ne peut Etre, évmtuel]ement. réalisé qu'’en
s in point M tel que BMC = CMA = AMB = |20 (i}
* Un sommet du triangle ABC {ii)

8i aucun des angles du iriangle ABC ne dépasse 120°, i existe un
point g réalisant (i} (construction ¢lassique par les arcs capables) et pour
ce point on a, notant BC=a, CA=5, AB=c, MA=x, MB=y, MC=z:

B = 4 2 2x7 cos 120°
=X+ 2+ xr= {3+ g. yi 32

4
d’ot : baz+ %
¢t de méme :

cay + X
YT
d’ot ; BiezEx+y+z

avec égalité uniguement si x =0,
Clest-adire si %%?m 120°,

. Par raison de symétrie, il en découle que dans ce cas (aucun angle ne
dépassant 120°) o(M) est minimum en ce point x . 5i I'on des angles
mesure 120°, le point & est au sommet correspondant.

Etudions maintenans le cas oft I'un des angles dépasse 1207

A
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Supposons par exemple qyfg_la mesure de A'soi supérieure 4 120 et
soit D le point de BC tel que BAD mesure 120°.

+ Si M est intérieur au iriangle ABD, MC coupe e segment AD en N
et Yon a {en utilisant le résultat précédent)
MA+MB+MNz=AB+ AN
d’ot MA+MB+MN+NCzAB+ AN+ NC AR+ AC
soit piMyz wlA)
avec &galité seulement st M=A.

Si M est intérieur au triangle ADC, one MBzAB (car BAD est
obtos) e, comme MA+MC=AC, onaencore oMize(A) aveo
égalité sevlement st M= A,

Par suvite, pour tout point M intéricur au triangle ABC, on
a p(M)z=e{A) avec fgalité seulement si M=A.

Le minimum de (M) est donc obteny pour M= A. N en résuite la
proposition :
Proposition : Soient A,B.C trois points distincts, M un point quelconque
et p{Mi} 1a somme MA +MB + MC. Lorsque A,B,C soni alignés, (V) est
minimum guand M ceincide aveg cdui des 3 points A B,C qui est situé
entre les 2 autres.

Lorsque A,B,C forment vn triangle :

-— Si tous les angles de ce triangle ont une mesure inférenre & 120°,
cxjig__t_nn point_u iatérieur & ce triangle tel que
B =(C A =GA B e (M) est minimum pour M=,
{u est appelé point de TORICELLI du triangle.)

- 8i {"un des apgles a une mesure supéricure gu ¢gate a 120°, o(M)
est minimam an somimet de cet angle,

Remargue : Ce probléme de minimisation de MA+MB+MC est
simulianément résolu avec le suivant :

Trauwver le triangle équilatéral POR circorserit @ ABC dont Paire esi
maximale {démonstration dug & FASHBENDER (1846).

En effei, si 'on se fixe un el
srimagle POQR et si M e5t un point
auelcongue intéricer A ABC (o
donc A PQR), Vaire de PQR est
égale 4 la somme des aires de MQR,
MRE, MPO et par suvite Ia sommne
Mp + Mg+ Mr  des distances de M
aux trois cOiés de PQR o5t égale dla
hauteur du triangle POR ¢t donc
indépendante de M. Comme de plus
Mp<MA , Mg<MB, Mr<MC,
ceci permet de montrer gue toute
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somme M;p,+M,q;+M,r; est inféricure ou égale i toute
somme MyA +M,B+M,C . Par suite, s’il existe un point M en lesquels
ces sommes sont égales, ce point fournit la solution des 2 problémes et le
point de TORICELLI est justement celui-1a.

[

Probléme 2.
Etude du minimum de la somme  (M)=MA2+MB2+MCC?

» G &ant 'isobarycentre (ou centre de gravité) des 3 points A,B,C, la
relation de LEIBNIZ donne :
M) =GA2+ GB?+ GCE+ IMG?
et par suite ¥{(M) est minimum lorsque M est en G.

{5i I'on note a, &, c, les longueurs respectives des cités BC, CA, AB,

ce minimum vaut -%— (& + 8+ ). A
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Proposition ¢ Etant donnés 3 points distincts AB,C, o somme
MA? +MB*+ MC?  est minimum lorsque M est au centre de gravité du
trianple ABC.

Autre démonstration (Ne supposant connu que le premier c4s pacti-
culier de la formule de Leibniz dit formule de la médiane, mais wilisant
By passage 3 la Hmite pent-8tre inidressant).

= Solent o, 8, v .les milienx ge [BC], [CAJ, [AB].
F{M) = ,.%_ (MB? + M2+ MO+ MAT+ MAY+ MBY)

= u@fib;—»_m*‘z + Maod + MBT+ My?

» Soient oy Sy vy Ies milicux de By, yva, af (oA, §,EBF,
v, €0y, Comme By = -‘;— ) P o= -gm , 8 = -;; » un calcul analogue
au précédent donge :

M) = LxPrd ﬁi%:‘;‘f.. + Mo+ MB® + My

* %im gy {33; ¥ Ieﬁ miﬁeﬂx d¢ 81"}'1, Y1y mlﬁl ear
Ops By Yo les milieuwx de 8o 4¥n-1. Ya-1%-ts - 1Ba-1 .

A ce stade, on a.:

R IE;}+M0:§+MB§+M1,§

Passons 3 la limite, & tendant vers + oo ! rr; est le mitien de A,
vy celiyi de gy, oy celui de ayy ..., o, celiide &, -2 o, 1 . Quel que
soit #f,apestdoncentre Aet o et si £ est la longueur de Aa, celle de
Ay est . p )

— 4+ = kB (-1Y
2 4 Zspsn -2

Comme L (-1l

2Ep=n

tend vers § iorsgue n fend vers

i

+ &, Ao, tend,dans ces conditions, vers 3 €1 par suite a, tend vers

le point G de Aer défini par AG= %E&.

Muis o8, = ffﬁ 8 ayfl, = znbﬂ tendent tous les deux

vers zéro quand n tend vers + oo , par suite 3, et v, ont la méme limite
G que o {ce qui redémontre (1) au passage I'existence du centre de gravicé
&’un iriangle).

Comme 1 + +

A
4

i~
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1'expression de $(M) prend 4 la limite la forme
v = CREEC 4 amc
3ol le résulzat.

Probleme 3.

M étand iniérieur au triangle ABC, P, R &ant les projections de M
sur BC, CA, AB, ¢tadier le maximum du produit (M} =MP.MQ.MR.

Selution : Posons BC=a, CA=b, AB=c, MP=x, MQ =y, MR =z,

5, = aire MBC,
gire MCA,
aire MAR,
gire ABC.

Ona:

M)=xyz=8 21525
w(M}=xyz he

&
LR

et x(Mj) est dotic maximun avec 5,55y ;

or, & +35p 1 5y=8=constante.

Si 'on suppose alors gue M varie de fawn fque gy reste constante {ce
qui équivaut 3 x consiant), 155 sera maximum lorsgue 5,5, fe sera,
¢’est-a-dire lorsque 3,=S3. Par ralson de symérrie, le produit 5,.5,.5; sera

donc maximuam pour 5 =5=5 (= «— ).

La pusition correspondante de M est le point commun aux trois droi-
tes cdéduites de chacun des cOtés dans les homothéties de rapport -—g— et

centrées en chacun des sommets opposés. Ce point est le centre de gravité
3 du iriangle ARC.

Autre sohution

oY Si M varie de fagon
que yz soit constant, M
se déplace sur un arc
d'hyperbole (H) avant
AB et AC pour asympto-
o5,

B Sur cet arc d"hyper-
& bole, x¥z sera maximum
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lorsgque x lesera, ¢’est-A-dize lorsque M sera, sur (H}, au point o la tan-
gente est paralléie 3 BC. Mais dans cette position une propriété diamétrale
classique de Phyperbole monére que AM passe par le milien de BC, ¢’est-
i-dire gue AM est la médiane relative 4 BC, Par raison de symétrie, le
maximum absolu serz done atteint lorsque M sera l¢ point de concours
des 3 médianes.

Proposition : Le produit des distances d'un peint M, intérieur 4 un trian-
gle, aux trois ctés de ce trigngle, ast maximum lorsque M st au centre de
gravité de ce triangle.

Probléme 4.

M,N.,P étant trois points sitnés respectivensent sur les segments [BC),
[CA), IADB] étudier te minimum du périmétee du triangle MNP,

» Premier cas ;- les trois angles du trigngle ABC sont aigtes.

Si M, et M, sont les symétriques d'un point M de [BC) respective-
ment parrapport ACA et AB,ona NM;=NM a PM,=PM etpar
suite Je périmétre du triangle MNP est égal 4 1a longueur de la ligne
brisée M NPM, . Ce pérmétre, pour M fixé sur [BC], est done mimi-
mum lorsque N &t P coincident respectivement aves Ny et Py, intersections
de M,M,; avec CA et AB (les hypothéses impliquent bisn Gue Ny et Py
appartiennent respectivement & {CA) ei [AB)). Pour mirimiser ce périme-
tre de fagon absolue, il suffit de choisir M de fagcon & minimiser la lon-
gueur MM, Or comrze

AM =AM, =AM, e que (AM,AM))=2(ABAO)=2A",
M, M, est une corde du cercle de centre As de rayon AM, vue du centre de
e cercle sous Pangle 2A inférieur & up angle plar. Cetie corde est donc de
longuesr minimmem lorsque le rayon du cercle est minimamm, o est-&-dire
lorsque M est situé en ¢ , pied de la havteur issue de A, E'unicité de ce
minimur fait que, par raison de svmétrie, les pasitions correspondantes
de N ef P sont les pteds v e % des hauteurs issoes de B et C.
™
Lorsque Uun des angles du triangle (par exemple A) est droit, deux
des points M,N,P se confondent au sommet de Pangle droit (ici N et Pen
A}, le troisi®me est Ie pied de 1a hauteur issue de 1'angle droit et le périmeé-
tre minimum est deux fois la jongueur de cette hauteur.
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Remarqgue @ Si "on note by hy, A, les longuenrs des 2591;3 hauieurs, Ia
valeur du périmétre minimom qui esi 2AMginA | clest-Adire
. . . . P N
Zh80AC, vaut par raison de symétrie aussi 2hpsinB et 2A,5inC.
Ces expressions sont donc égales et comme ahy= bhy=ch.=28 (8
aire du triangle ABC), on en déduit la relation classique :
a b e

—

sitA sinB sinC
* Deuxitme cas © L'un des angles du triangle, por exemple A, est
obtus.

L2 raisonnement précédent ne s’applique plus car N, et P, n’appar-
tiennent plus aux segments [CA] et [AB].

Erudions fe cas oG M appartient a [pC], I raisonnement <tant analo-
gue si M appartient & [xB].

La perpendiculaire menée par A 4 AB coupe BC en K appartenam 3
{=Cl.
SiMestentre g et K, NP coupe AK en N' et l'ona :

périméire MNP » pénimétre MN'P,

Or, d’aprés la premitre partie, le périmétre de MNP est minimum
pour Mzaget N =P= A,

SiMest entre K¢t C, on a, notant m la projection de M sur AB :

périmétre MNP 2 2MP 2 2Mm 2 2AK > 2A,

Par suite, le périmétre est minimume powr M= ¢ N=P=A ectce
minimum est deux fois la longueur de Au.

{N.B. : cette étude du cas d’un angle obitus nous a été communiquée
pat LAFON,de RODEZ.)

Proposition : Etant donnés un triangle ABC fixe ¢t trois points variables
M&[BCl, NE[CA], P£[AB], le périmétre du triangic MNP est mini-
mum

— i les 3 angles du trizngle ABC sont aigus, lorsque les points
M, NLP sont respectivement I¢s pieds des 3 hauteurs.

— i F'un des angles, par exemple A, est obtus, lorsque N et P sonren
A et M an pied de ia hauteur issue de A,
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