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ETUDES

Une représentation géométrique
de Pensemble des matrices réelles 2 X 2
par F. PECAUT, Centre Universitaire d’ Avignon

Préambule

Chacun sait ce Qu'est une matrice réelle d’ordre 2 ; associde & une
transformation du plan cudlidien 4 denx dimensions ou 4 un systéme
iinéaire de denx &quations & deux inconnues, c’est un obist mathématigue
familier. Mais "ensemble de ces objets reste abstrait. Le désic de *voir™”
cet ensemble motive {a présente dude ; on peut espérer en tirer un dovble
bénéfice : une meilleure compréhension, et la possibitité d’atiliser Foueil
de Pintuition. Dans un récent ¢! tréds intéressant article de H.B. GRIF-
FITHS [4], intitulé “*The topography of 2 % 2 real matrices”, ces mémes®
idées sont appligquées 4 Pétude du comportement des soluiions du systéme
linéeire

X = ax + by, X o= dx /ot
¥y=ox + dy, y = dy/dt
quand les paraméires a,bcd varient.

ki, comme dans [3], une matrice 2 X Z est considérée comme an point
de Pespace 4 quatre dimensions R* ; pour voir RY, je ne propose rien de
plus original que Ia méthode du “*découpage en tranches’” ; le tout est de
bien choisir ke systéme de coordonndes dans jequel une tranche est
V'ensemble des poinis dont 'utie des coordonndes est constante,

-

* Je n'ai ey connzissance de "asticle de GRIFFITHS (gui m's #&¢ signald par J.1.
OVAERTY qu'sprés ks rédaction du mien.
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Soit B un espace vectoriel rée] de dimension 2, L{E) P'espace vectoriel
des applications linéaires de E dans E. Soit f un élément de L(E) ;s f
n’est pas uac homothétie, on sait qu’il existe €, 1 o 2 droites vectorielles
stablez par f:si F est une homothétie, toute droite vectorielle de E est
stable par f . Il est naturel de classer les dliéments de LiE) stdvant fe nom-
bre de droites vectorielles stables.

Une base (2,.¢;) de E étant fixée, on repére un &lément f de L{E} par
sa mairice M dans cette base :

fx X
M = 1 i

Xz Xg

On identifie L{E) & B par M = (x,x,x5x ; dans ko suite, on mettra en
évidence deux régions de RY, respectivement caractérisées par Ie signe
d’une forme guadratique ¢ des quatre variables x,, X, Xy X, 7 dans Pune
de ces régions, M 1 deux directions privilégiées ; dans Pautre, M n’en s
pas. Le fait fondamental est que cette forme quadratigue ¢ est dégdnd-
rée, avec la signature + + — , c'est-d-dire qu'il existe un autre systéme
de coordonnées (¥, ¥5, My ¥ teb gile gixy, X5 X3 1 = 4 + )8 - 3§,
L’ensemble des vecteurs isoiropes de g -est le cylindre de R* d’équation
¥i + 3 — ¥ = 0 {cylindre, puisqu’une des coordonnées, y,, ne figure
pas dans D’équation). Ce ¢ylindre sépare les deux rédgions, il représente
I'ensemble des matrices pour lesquelles il n’y a gu’une direction privilé-
gide et celles pour lesquelles toute direction est privifégiée (homothéties).
La sectior du ¢ylindre per un hyperplan ¥, = constante est le cOne de
révolution 3 + 2 — % = 0 qu’on peut représenter dans B3 euclidien ; ce
céne sera dit dans toute ia suile cone isofrape.

L'espace veciorie]l des matrices 2% 2 apparait alors comme un défilé
d’images, chacune prise au temps £ = ¥, {on verra que la coordonnée ¥,
est la moiti¢ de la trace de in matrice). Cetie représentation classe de
maniére pertinente les propriéiés géomdtriques ot topologigues de ces
matrices.

Pour les notions supposées connues du lecteur, je propose les réfé.
rences suivantes : dans DIXMIER [3]

- valcurs propres, vecteurs propres, au chapitre XXX
— formes quadratiques, au chapitre XXXV
— nitions &lémentaires de topologie de BT, au chapitre XLVi.

On pourra aussi consulier LELONG-ARNAUDIES {51,

¥
- *

Le plan de Parvicle est le suivant @ au paragraphe 1, on rappelle ce gui
concerne la diagonalisation des matrices dans le cas particulier des matri-
ces 2% 2 ; dans les paragraphes 2 et 3, on déert Pespace affine 2 trois
dimensions des matrices de trace donnée suivant 1a valeur de cefte trace ;
au paragraphe 4, on met en évidence différents groupes de matrices et
leurs propriétés topologiques.
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1 — Réduction des matrices 2X 2

La recherche de droites vectorielles invariantes par f équivant 4 la
recherche d'un vectewr non nal & = xey + ye; tel a’ilexide h C R
satisfaisant A
(1 JO = xe . n¥o.

1 est commode d*écrive cette éguation sous la forme (f—AbDu = @ ou
est ["application identique ; 1) signifie que f~Al n'est pas injective ; on
sait que cette condition ’exprime par

] PA0) = det{f~A) = 0.

A toute ragine k de Pf correspond au mains un vectear ¥ 52 0 selution de
Fy = i . Avec nos nptations

Xy—A X,
PAN) = det (x: x:_h) = AT Gt XM X~ Xk

u = (%) estsolution du syseéme
(x;—Nx + xpp = 0
X + &y =0
o1t A est une racing du polynome P ; ce polynome n'est autre que le poly-
nome caraciéristique de f, invariant par rapport aux changements de
repére : ses coefficients soni par suite invariants. On reconnait

trace M = x; + x¢ et det M = xpxv, — x9v,

e nombre de directions privilégides associfes 3 la matrice M dépend du
nombre de solutions de I'équation

{3 A = X +XJh + Xy — Xp¥z = 0
donc du signe du discrimminant. AN{M} de ce irinpme
4 LMY = (G + X~ 4 x0 + 433

Premier caz > H(M) > 8

(3) a deux racines distinctes hy et Ay, & savoir les valeurs propres de M.
Désignons par 4, et ¥, deux vecteurs propres associés respectivement aux
valeurs propres h; et hz On sait que {¢y, w) est une base de B, et que la
matrice de f dans cetie base est la matrice diagonale

[hy 0

L ¥
Les droites veciorielles Dy ei D), engendrées par wg et 1y sont les seules
drottes stables par S,
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Exemples
— gffinités : 'une des valeurs propres est 1, Pautre & # 0.
Si f est une affinité d’axe u,, de direction wu,, de rapport &, sa matrice
dans la base (i, 1) est
1 0
0 k :

En particulier, si & = — |, une telle matrice est celle d*une symdtrie obli-
que.

w projecteurs de rang 1 : kes valeurs propres soni § ¢t 0; dans une base de
vecteurs propres, un proiecteur de rang 1 a pour matrice

I 0
0 0
Remarque

H est utile pour la suite d expliciter tountes les matrices de valeurs pro-
pres ket kg, Ay # Ay, admertant fo méme direction privilégide 13, Pautre
direction privilégiée [3, éant arbitraire. Soit / € L(E), de valeurs propres
Ry et A, distinctes, et s0it (4,29 une base de vectewrs propres de f; soit
g < L(B) égalemeni de valewrs propres x, et Ay, de vecteurs propres &,
associé A A, et vassocié a h; ; on peut supposer que les composantes de v
dans la base (uy,u,) sont o« € Ret | -

Vo= oy u; -+ ity
En remplagant dans g(v) = Agv, on trouve
gl = olhg—hgtyy + Ay ty
Donc la matrice de g dans 1a base {1,y est
* —X
) ( v ey
0 Az
_Soit maintenant une matrice de changement de base, d’éléments a.8,0.d
(ad — be # B) ; ensembie des matrices de valeurs propres Ay ¢t &, admet-

tant la méme direction privilégiée associée & A, est Pensemble des matrices
semblables 4 {5}, donc I'ensemble des matrices (x,x,,X5, X0 telles que

a ¢ f}&j Cﬂ(}q"“}\l})( d ““C) (x’ Xj
1 Y
ad— be '(b d)LO Ay -b ar \xy X,
Sans faire le caleul dlidentification des deux membres, on constate que
Xy, X5 Xy X, 50nt des fonctions affines de o .

%

Pewxidme cas : AIM) = §

Le polynome caractéristique Pyaune racine double h = &—%——&; o
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bien f est Phomothétie de rapport A et toutes les droites de E sont alors
astables par 7, ou bien il y a une droite stable par £ ¢t une seule, Dans ce
dernier cas, soit w; % O tel que flu,) = Auy, e 1, soumis A la seule condi-
tton que (¥, 4,) soil une base de ¥ ; alors 1a mairice de f dans 1a base
(uy, uty) est :

Y a
{6} ( ) . a# 0,

G i
Quel que soit w3, P élément de la deuxidme ligne, deuxidme coloting, est X,
puisque la trace de la matrice est 2h = X, + X ; on ne peut pas
“réduire’ davantage cette matrice ; tout ¢e qu’on peut faire est de choisir
4y de manitre que o = 1 .

Exemples

— mattices wilpotentes : , = 0. Une matrice M d’ordre 2 est dite nilpo-
temte si M? = ¢ ; une mairice nilpotente est de rrace nulle et de déermi-
nant nul sans étre nulle.

— transvections ; » = 1. Une matrice {6} est le produit de I'tomothétie de
rapport h et de la matrice de déterminant 1

¢! (é ‘j‘\

/

L'application f représentéde par {a matrice (7) dans la base (4, 1) donne
pour image du vettenr 4 = Xu; + pu,; le vecreur

Ju} = xuy + ylowy + ugd = u + ey, ,

¢'est dive que pour tout Sément ude E, Aw) - u € D, o0 D, est "uni-
que direction privilégiée de la matrice {7}.

De ielles applications porient le nom de transvections de dreite D, ;

B £(1 la fipure 1 montre comment la

2 transvection {7} opére sur R? identi-
fid & espace affine A deux dimen-

. sions de base {3, 4,), muni de ori-

(u} gine O : le point # subit une transla-

tion de vecteur paralidle 4 Dy,

d’amplitude proportionnelle & son

- ordonnée dans le systéme d'axes

(7 4 751 {Onry, Oaty) .
fig.i

Remarque

On montre comme précédemment gue les coefficients des matrices
des transvections de droite donnde sont fonctions affines d*un paramétre.

u
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L'intérét essentiet des transvections est qu'clles engendrent le sons-
groupe de GL(E) constitué des matrices de déterminant 1 ; ce spus-groupe
s'appelle le groupe spécial lindaire (ou unimodulaire) ; il est noté SLIE}. A
propoes des transvections ¢t du groupe special linéaire, on pourra consul-
ter ARTIN [1] chap. 1V ou CHAMBADAL et OVAERT [2] chap. 3, § 2.

Troisiéme cas : AfM) < 0

Le polynome caractéristique n’a pas de racine réelle, i n'y a agcung
droite stable par f.

2 — Description de Pensemble des matrices 2 X2 :

propriétés affines
Soit M la matrice (xl xs} . Posons :
X3 X

qm),:%ﬁ(m,—_--im(uaceM)“mdetM=!£%*}—z—Iﬂg+xﬁa

& est une forme quadratique 4 quatre variables, qu’on peui décomposer
en Carres ;

= X + _
GlayXpXpxg) = &”ﬁﬁﬂ" + 23 zxiz o 23‘3}:

Prenons les nouvelles coordonnées (V¥ définies par

XztXs X214
) =T

Xy~ X 1+ X
Yz 2 Yo = X 2

gM) = 5 AM) = 5% + ¥ — 2

Dans ce qui suit, on représente M = (¥, 357,29 par le point de
coordonnées (¥, ). ¥4 par rapport & trois axes orthonermés Oyy, Oy, Oy
et par sa trace T = 2y, dans la quatridéme dimension. C'est-a-dire qu'on
considére Pespace vectoriel R* des matrices 2 2 comme la réunion des
hyperplans y, = cte , chacun de ces hyperplans étant identifié 4 R?* muni
des axes Oy, Oy, Oys. Les matrices de trace T sont toutes représentées
sur ce que nous nommons dans la suite le graphique T, section de R par

Ihyperplan ¥, = -} ; Pensemble des graphiques T 2 trois dimensions

pour T variant de ~ o= 4 + oo est I'ensemble des matrices réslles 22
classées d’aprés leur trace.
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Sur chaque graphique T, |es matrices possédan: deux directions pri-
vilégides, et celies qui n’en possédent pas, appartiennent 4 deux régions
sépardes par la surface C d'équation

Arh-A=0

Cette surface est un cine désigné dans la suite comme “*le cne isotrape’’.
L& cdne isotrope est de révolution autour de Qyy, de demi-angle au som-
met 45°, Son sommet est Porigine du graphigue T qu’on identifie au point
0.0,0, yg = %) de R*, c’est-a-dire 2 la matrice oT/ 2 . !,g
L’ensemble des cdnes isotropes est invariant par transiation de vecteur
paralléle 3 Qy,, Le signe de A{M) éiant celni de g(M}, Vintéricur du oiine
isotrope représente dans chague graphigue T lensemble des matricey
n'ayani pas de vecieurs propees.

Reprenons les considérations du paragraphe 1 pour interpréter géo-
mériquement ies ensembles particuliers de matrices rencontrés. N'ayang
rien 4 dire de Pintérieur du cine isotrope, examinons successivemetit le
chne isotrope Jui-méme et Pextérienr du cdne isotrope. On pourra suivre
sur la figure 2 {page 636).

MM} = G, clest-d-dire M appariieni au cone isotrope

Sur chague graphique T, le sommet du cine isofrope représente
1'homoihétie de rapport T/2 ; le ¢Bne isotrope épeint€ représente ensem-
ble des applications lindaires ayant une seule direction privilégiée, dont le
déterminant est ;

Y S 5 =T
detM = o ~ = o) = &

Sur e graphique T, il v’y 4 pas danires matrices de détermirant I; que

celles représentdes sur le cone. De plus, Pensembie des matrices ayant la

méme valeur propre double A = —} et la méme direction privilégiée ¢st

représenté sur une génératrice du clne isotrope du graphique T ; en effef,
d’aprés une remargue faite, les coefficients d'une telle mairice sont fonc-
tions affines d"un paramétie.

Exemples

— Graphique T = ¢ le sommet du cOne isotrope représente la matrice
nulie, le céne épointé représente Fensembie des marrices nifpotentes.

— Geaphique T = 2 : le sommet du cine isoirope figure Papplication
identique, le cone épointé esi Pensemble des transvections,

AfM} > O, Cest-d-dire M extérieur au cine isotrope

Sur tous les graphiques T, 'extérienr du cOne iSotrope représente
I'ensembls des matrices diagonalisables. L’ensemble des matrices ayvant
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pour valeurs propres h, €t Az fait partie du graphique T = Xy + A3 ; le
déterminant de ces matrices est hjha. L'expression du déterminant dans les
coordonnées y,, ¥ Vi ¥4 est

det M = (2 M _ LA = 3+ )% - 04 + 0D

Un bref calcul montre que
yy =Mt R

detM = k]hz

2}" = kl + hz

Aok - 4 = (P

L’ensemble des matrices de valeurs propres X, et A; se trouve donc sur le
graphique T, et dans ce graphique est représentérpar la surface HyQ,A5)
d’é&quation

o=

C’est un hyperboloide 4 une nappe, de révolution autour de ’axe Oyy ;

Jﬁl;—"ﬂ. Cet hyperboloide est I’ensemble

A 0

0 Az
On sait qu'une telle surface est engendrée par deux families de droites ;
d’aprés une remarque faite plus haut, ’interprétation géométrique de
chacune de ces familles est aisée : une génératrice de 'une des familles

porte I’ensemble des matrices admettant une direction donnée comme
direction privilégiée associée A 1’'une des valeurs propres.

le rayon du cercle de gorge est
des matrices semblables &

Exemples

— affinitds : I’ensemble des affinités de rapport & se trouve sur le graphi-
que T = 1+k et dans ce graphique sur H(1,k) ; dans ce graphique, il
n'y a pas d’autres matrices de déterminant & que celles qui sont représen-
tées sur H(1,k). En particulier, les symétrics obliques appartiennent au
graphique T = 0, et dans ce graphique, & I'hyperboloide 4 une nappe
d’équation ’
A+A-R=1

— projecteurs de rang 1 1 ils se trouvent sur le graphique T = 1 |, et dans
ce graphique sur ’hyperboloide & une nappe d’équation

A+¥-n-7
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3 — Description geéométrique des matrices 2X2 :
propriétés métriques

Nous allons maintenant examiner ce qui ressort de la structure eucli-
dienne de Pespace vectoriet B : si E est muni d*un prodnit scalaire
{,v) = wv, on sgit que S € I{E} est dite symétrigue si
Audv = uf(v) , ot orthogonale si  fis (¥} = u.v , Quels que soient &
et v €léments de E. Suppozons désormais que la base {e,.e; de E choisie
pour représenter fes &léments de 1{E)} est orthonormée, On sait que fest
symétrique (respectivement orthogonale) si sz matrice M Vest.

a) Etude des matrices symétriques

Pans le systéme de coordonndes (VuPa¥e o . la propriété de symé-
triz de M s’exprime par  y; = 0 . Donc, quel que soit le graphique T, on
trouve les matrices symétrigues dans le plan Oy, vy, et par suite  exté-
rieur {au sens Farge) du cdne isotrope : les valewrs propres d’une matrice
symétrique sont réetles. Pour T » 0, les matrices symétrigues positives

{hy = 0, h; = 0} sont dans le plan Oyy, e telles que 3§ + B3 < ;_: ,

grest-d~lire sont représentées par les points d’un disque fermé ; les matri-
ces symétrigues strictement positives sont les points du disque quvert cor-
réspondasit.,

b) Eiude des mainces orthogonales
Ce sont les rotations vectorielles, de déterminant 1 :

¢ 1 -] = &
s ) . c.os ¢ sin & , Clest-d-dire $1=0, yy=sing
X2 Xy sin ¢ cos ¢ Ye=0, yo=cosd
et les symétries orthogonales par rapport & une droite, de déterminant —1 :
X, x\ | feos ¢ sm¢] | Cest-adire |2 sing, y3=0
X3 X, sing 08 ) Y=¢08¢, v, =0

Rotations vectoriclles et symétries orthogonates sont dans deux plans vec-
toricls supplémentaires orthogonaux dans RE, Les symétries orthogonales
sont repréacntées dans le seul graphique T = par un cercle de centre
Yorigine et de rayon }, dans fe plan Opyyp comme i fallait s’y attendre,
pulsque ¢g sont des applications symétrigues par rapport an produit sca-
laire. Les rotations vectorielles n'apparaissent quw’é raison de deux par
graphique, ¢f encore seulement dans les graphiques ~2 < T <€ 2 ;ce
sont fes deux points de Paxe Oy 0,0, -sin ¢} et (08580 8} ou
cos ¢ = % . L’ensemble des rotations vectorielles et le carcla de cenire
I"origine et de rayon ! du plan Ovyy, .
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4 - Proprié¢tés topologiques

On vient de voir que le groupe orthogonal G(E) a denx composanies
connexes, chiacune fermée dans L(E), bornde, et donc compacte. Mous
allons malntenans &udier fg connexité du groupe bBnésire GL{E) e du
groupe spécial Bnéaire SLE).

1%/ Etude du groupe linéaire

Dans chague graphique T, 'ensemble des matrices non inversibles
(on dit aussi singufiéres) est I'ensemnble H(T) des points (1,75 ¥y) tels que

ArA-%=F

Quel que soit T = 0, H(T} est un hyperboloide de révolution 4 une nappe
dont fe cfine asympiote est ke cOne isotrope (comme tous les hyperboloides
qu'on a reaconirés jusqu’a présent) ; A Pintérieur, les matrices de détermi-
nant strictement positif, a Pextérieur, les matrices de déferminant stricie-
ment négatif ; pour T = §, Pensemble des matrices non inversibles coin-
cide avec le cOne isotrope, ensemble des matrices nilpotentes. Quand T
varie de — e & + oo, H{T) rétrécit jusqu’a devenir le cone C et regrossit

ensuite symétriquement ; le rayon du cercle de gorge est en effet | :-g» |.La

réuiion fnf des intéricurs des H{T) représente I"ensemble des matrices de
déterminant strictement positif, la réunion Ex¢ des extérieurs des H(T}
représente I’ensemble des matrices de déterminant sirictement négatif. Le
groupe lnéaire GL(E), coscmble des automorphismes de E, est R privé
de t'ensemble des mairices singulitres g H(TY .

Le groupe lindaire GL(E} st ouvert dans L(E) et ¢’est Ia réumion de
deux ouveris disjoints, a savoir !

Int: A+r-yx-32>0

Ext: 4+ - A-M<0
On va démontrer que Inf et Ext sont deux ouverts connexes de R ; alors
Inf et Fxi sont les deux composantes connexes de GL{E) ; *&lément nevire
1 de GL(E) appartient & Iz, donc Inf est |a composante eonnexe de 'iden-
tité dans GL{E), souvent notée GLY(E}. Lu counexité de Ext s¢ déduit de
celte de Inf ; on effet, 51 S est une syméirie par rapport 2 vne droite,
I'applcation M — SM de L(E) dans lui-méme est un homéomorphisme
{application bijective et bicontinue) dans lequel Exf est Pimage de Inf 5l
done s est connexe, Exf est connexe,

Plus précisément, nous atlons montrer que Ini est connexe par ares,
c"est-d-dire que pour tout couple de matrices de déterminant stricternent
positif, il existe un chemin continu joignant ces deux matrices, dont cha-

639




Bulletin de 'APMEP n°325 - Septembre 1980

que point appartient & Int. 1l existe quantité de tefs chemins | notre propos
est d’en xhiber un, qui se présente naturcilement dans la représentation
du paragraphe 2.

Saient done M et M deux déments de far :
M= Ol = 5, Aed-H~H>0

M= Ol =50, yieri-yi-vi>o

Dxans e graphique T, faisons tourner M autour de Oy, jusgy’s ce guesa
deuxiéme coordonnée 50it nulle : e point M vient en N quiest commie M &
Pintérienr de H(T).

N=(2,0,5,¥) avec z=>x+yM, donc HA+yj-24>0
Soit K l'ensemble des matrices singuliéres (rpyprvayy tellesque y, = 0.
Par rapport aux axes Oy, Oy, O, Péquation de Kest 3+ 3§~ ¥ =0
c’est un ofne de révolution d'axe Qy,, dont I'extérienr représente I'ensem-
ble des matrices de déterminant strictement positif et de deuxiéme coor-

doninée nulle. ¥ est donc représenté & "extéricur de K. Soit + le chemin
de M én N.

On peut faire le méme travail avec M’ gu’on fait tourner dans fe gra-
phigue T* autour de Op; de manidre 4 1'amener en N’ de deuxiéme coor-
donnée nulle.

N' = (z{,05;.5y) avec 2’f=y{+y3}, donc yi+y§-2'{>0

N’ ¢st lul aussi représenté 4 Vextériewr de K. Soit 4’ le chemin de
M en N*, )
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Par rotation autour de Oy, {fig. 3) on peut amener N et N’ dans s plan
Oy, et d’un méme ¢bié de Oy, ; soit 5 le chemin suivi par N pour parve-
niren P ;

P =(z,,0,0,29 avec 2= W+ » done Z-zZ>0
Soit &° ke chemin suivl par N’ poor parvesiren P’ 2

P"=(z{,0,0,23 avec z'§=yp%+y'7 ,domc z7i-2'91>0
il reste A joindre P et P’ par un segment, ce gui est possible en restant 4

Pextérieur de K, puisque {a partie ((v,30) 7 | ¥l = |31 . 20 > Qlde Oyu,
st convexe.

Remarque

(n pewt interpréter comme suit la connexité des deux parties Inf et

Ext ; rappeions guon a fixé une fois pour toutes la base {ep,ey de B 4
X X

¢haque matrice inversible ( ' 5) on peut alors faire
Xy -

correspondre une autre base de E, 4 savoir  (xyey +.x5e;, X2+ x€3)

I’ensemble des mairices inversibles s"tdentific donc 3 Pensemble des bases

de B. Dans cette interprétation, fnf représente 'ensemble des bases de

méme sens que {¢,,e5), Exv représente ’'ensemble des bases de sens con-

traire & (g4,

La démonstration précédente montre que pour tout couple de bases
de E de méme seng, on peut modifier continuement la premidre pour
I"amener sur Ia seconde de facon qu’a chague stade de la transformation
on dispose d’une base de méme sens que les deux bases donndes.

2%/ Etude du groupe spécial linéaire

L'ensemble SL£E) des matrices de déterminamt i n’csi autre que e
noyau de "homomorphisme de groupes

M —— det M

C'est dong un sous-groupe distingué de GL(E).

Soit M = {v,.¥,,v.»y appartenant & SL{F), ’est-a~dire

ArA-A-=1.

Soivant que |T| < 2 ouque || > 2, les éléments de SL(E) de trace
T sont ceux 4 un hyperboloide de révolution autour de Oy, & deux nappes
ou A une nappe {voir figure 4, page 642) ; pour T = 2 on a le cone pointé
des transvections et son sommet 1 ; Pensemble représentant SL{E) admet

Phyperplan y¢ = ¢ comme hyperplan de symétrie, ¢’est-3-dire que sur le
graphique T, Pimage de SL{E) est 1a méme que sur Ie graphique -1,
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Prouvons maintenant que SLIE) est connexe par arcs ; soient comme
précédemment M ¢t M’ deux points guelcongues de SL{E} :

Mz(yi-.}‘!!)ﬁs}"} ﬁ+ﬂ“ﬁ"}%=l

M' = (¥{, ¥i. 3, ) yi+yi-ri-yi=1
Par rotation autour de Oy, dans e graphinque T = 2y, ¢t dans le graphi-
que T' = 2y] respectivanent :

Mvienten N = {2, 0, ¥a, 7 . HN+yi-d=1
M’ viemen N* = €z, 0, 5, ¥ , ¥yi+yi-zi=|

L'ensemble des éléments de SL{E) dont la deuxiéme coordonnde est nulle
st K,, d’équation refativement aux axes Oy, ypre

HB+yi-K=1

K; est un hyperboloide 2 une nappe de révolmtion autour de Oy ; Net N’
sont représentés dans ces axes Oy )y, sur K, {fig. 53

& Y3

Comme K, est connexe, il
est facile de trouver uan
chemin joignant Net N";
ofi paut par exemple sui-
vre un paralléle A partir
de N jusgu'a ce qon s¢
trouve dans le méridien
de N7 5 il suffit ansuile de
suivre la branche
d’hyperbole  méridienne
pour parvenir en N°.

Remarque
On peut utiliser la connexité de SL{E) pour démontrer la connexité

x
de GLY(E) | en ¢ffet, une matrice M = (‘:‘ x’} de déter-
Z 4

minant & > 0 peut &tre jointe 4 une matrice N de déterminani 1 par le che-
min de matrices

te NGO avee  N(D) = (';‘ x’) (] 0 ) ;

4+ X, 0 e"flﬁgk

on vérifie N@ = M et N(I) = (‘:‘z “Z} (; i_,}

est de déterminant 1.
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5§ — Conclusion

La représentation proposée de L{E) par le déroulement d’un film
dont chaque image représente 'ensemble des matrices de méme trace a au
moins les trais avantages suivants :

— le cone isotrope est un éément stable du cinéma ci-dessuy, il 2 Ja méme
représentation dans chaque image.,

— les applications linéaires sont sgréablement trides par image ; par
exemple, il ¥ 8 une homothétie par image, au plus deux rotations par
image ; par contre, toutes les affinités de rapport & sont blogudes sur une
seule image ol on reconnaft géométriquement celies de méme axe d'vae
pari, celles de méme direction d’autre part.

— enfin, deox points de la représentation zont voisins dans RY si les
applications qu’ils représentent sont voisines dans 1{E) (au sens habitust
du mot veisin daps R et L{E) respectivement) ; ceci entraine que toutes
les propriétés topologiques quion “*voit” dans R* sont vraies dans L{H).

Le sujet est loin d’&tre épuisé ; on peut représenter les quaire compo-
gantes connexes do groupe des automorphismes de E qui conserveant Ia
forme quadratique X - 32, dont deux sont sur SL{E} . on peut cher-
cher ce que représentent les paralléles e les méridiens de "hyperboloide 4
une nappe ensemble de toutes Tes matrices semblables & nne matrice don-
née, etc, ; ce qud précéde suffit A montrer 'intention.

Je remercie vivement J.L., OVAERT de 'intérét qu’il a manifesté
pour ce divertissement géoméirique ; ses suggesticas m’ont permis d’amé-
lizrer 1a forme et d'&arpgir e fond ; je lui dois notatment [*idée d’exami-
ner Ia connexité du groupe spéciai linéaire.
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