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ÉTUDES 


Une représentation géométrique 
de l'ensemble des matrices réelles 2 x 2 
par F. PECA UT, Centre Universitaire d'A vignon 

Préambule 
Chacun sait ce qu'est une matrice réelle d'ordre 2 : associée à une 

transformation du plan euclidien à deux dimensions ou à un système 
linéaire de deux équations à deux inconnues, c'est un objet mathèmatique 
familier. Mais l'ensemble de ces objets reste abstrait. Le désir de "voir" 
cet ensemble motive la présente étude; on peut espérer en tirer un double 
bénéfice: une meilleure compréhension, et la possibilité d'utiliser l'outil 
de l'intuition. Dans un récent et très intéressant article de H.B. GRIF­
FITHS [4], intitulé "Thetopography of 2x 2 real matrices", ces mêmes' 
idées sont appliquées à l'étude du comportement des solutions du système 
linéaire 

x=ax+by, x=dx/dt 
y=cx+dy, y=dyldt 

quand les paramètres a,b,c,d varient. 
Ici, comme dans [4], une matrice 2 x 2 est considérée comme un point 

de l'espace à quatre dimensions a' ; pour voir R', je ne propose rien de 
plus original que la méthode du "découpage en tranches" ; le tout est de 
bien choisir le système de coordonnées dans lequel une tranche est 
l'ensemble des points dont l'une des coordonnées est constante . 

•.- . 
• Je n'ai eu connaissance de l'article de GRIFF1THS {qui m'a été signalé par J.L 
OVAERT) qu'après la rédaction du mien. 
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• • 

Soit E un espace vectoriel réel de dimension 2, L(E) l'espace vectoriel 
des applications linéaires de E dans E. Soit f un élément de L(E) ; si f 
n'est pas une homothétie, on sait qu'il existe 0, 1 ou 2 droites vectorielles 
stables par f; si f est une homothétie, toute droite vectorielle de E est 
stable par f. Il est naturel de classer les éléments de L(E) suivant le nom­
bre de droites vectorielles stables. 

Une base (e~ei) de E étant fixée, on repère un élément f de L(E) par 
sa matrice M dans cette base: 

M= 
x,)/X1 , 

\xz x( 
On identifie L(E) à R' par M = (x"x"x"x.) ; dans la suite, on mettra en 
évidence deux régions de R', respectivement caractérisées par le signe 
d'une forme quadratique q des quatre variables x,, x" X" x.: dans l'une 
de ces régîons, M a deux directions privilégiées; dans l'autre, M n'en a 
pas. Le fait fondamental est que cette forme quadratique q est dégéné­
rée, avec la signature + + - ,c'est-à-dire qu'il existe un autre système 
de coordonnées (Y" y" y" y,) tel que q(x~ x" x" x.) = Yi + Yi - yI . 
L'ensemble des vecteurs isotropes de qest le cylindre de R' d'équation
yi + Yi - Yi = 0 (cylindre, puisqu'une des coordonnées, y" ne figure 
pas dans l'équation). Ce cylindre sépare les deux régions, il représente 
l'ensemble des matrices pour lesquelles il n'y a qu'une direction privilé­
giée et celles pour lesquelles toute direction est privilégîée (homothéties). 
La section du cylindre par un hyperplan Y. = constante est le cône de 
révolution Y1 + Yi Yi 0 qu'on peut représenter dans R' euclidien; ce 
cône sera dit dans toute la suite cône isotrope. 

L'espace vectoriel des matrices 2 X 2 apparail alors comme un défilé 
d'images, chacune prise au temps t = Y. (on verra que la coordonnée Y. 
est la moitié de la trace de la matrice). CeUe représentation classe de 
manière pertinente les propriétés géométriques et topologiques de ces 
matrices. 

Pour les notions supposées connues du lecteur, je propose [es réfé­
rences suivantes: dans DlXMIER [3] 
- valeurs propres, vecteurs propres, au chapitre XXXIII 
- formes quadratiques, au chapitre XXXV 
- notions élèmentaires de topologie de Rn, au chapitre XLVI. 

On pourra aussi consulter LELONG-ARNAUDIES 15J . 
• 


Le plan de ['article est le suivant: au paragraphe l, on rappelle ce qui 
concerne la diagonalisation des matrices dans le cas particulier des matri­
ces 2 x 2 ; dans les paragraphes 2 et 3, on décrit l'espace affine à trois 
dimensions des matrices de trace donnée suivant la valeur de cette trace ; 
au paragraphe 4, on met en évidence différents groupes de matrices et 
leurs propriétés topologiques. 
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1 - Réduction des matrices 2 x 2 

La recherche de droites vectorielles invariantes par ! équivaut à la 
recherche d'un vecteur non nul u = xe, + ye, tel qu'il existe 1- E R 
satisfaisant à 

(1) !(uj = 1-u , u * 0 . 
Il est commode d'écrire cette équation sous la forme (f-1-l)u = 0 où 1 
est l'application identique; (1) signifie que ! - 1-1 n'est pas injective; on 
sait que cette condition s'exprime par 

(2) Pfo) .. det(f-1-I) = 0 . 

A toute racine X de Pf correspond au moins un vecteur u * 0 solution de 
!(u) = 1-u . Avec nos notations 

Pfo) .. det (Xl-X Xl)", 1-' (x,+XJ1- + x,x, - x,x, 
Xz X.-À. 

u = (x,y) est solution du système 

(X,-1-)X + x,y = 0 

x,x + (x,- 1-)y = 0
1 

où 1- est une racine du polynome Pt; ce polynome n'est autre que le poly­
nome caractéristique de !, invariant par rappol1 aux changements de 
repère: ses coefficients sont par suite invariants. On reconnaît 

trace M x, + x, et det M = x,x, - x,x, 
Le nombre de directions privilégiées associées à la matrice M dépend du 
nombre de solutions de l'équation 

(3) X' - (x, + xJ1- + x,x, - x,x, = 0 

donc du signe du discriminant. ~(M) de ce trinome 

(4) ~(M) = (X, +xJ' - 4 x,x. + 4 x,x, 

Premier cas : ~(M) > 0 

(3) a deux racines distinctes 1., et 1-" à savoir les valeurs propres de M. 
Désignons par u. et u, deux vecteurs propres associés respectivement aux 
valeurs propres h, et 1-,. On sait que (u" ui! est une base de E, et que la 
matrice de ! dans cette base est la IDutrice diagonale 

(hl 0)
\ 0 h2 

Les droites vectorielles D, et D, eagendrées par u. et u, sont les seules 
droites stables par !. 
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Exemples 

- affinités: l'une des valeurs propres est l, l'autre k '" O. 

Si f est une affinité d'axe u" de direction u., de rapport k, sa matrice 

dans la base (u"uz) est 

En particulier, si k 
que. 

= l

(~ 
, une telle 

~) 
matrice est celle d'une symétrie obli­

- projecteurs de rang 1 : les valeurs propres sont 1et 0 ; dans une base de 
vecteurs propres, un projecteur de rang 1 a pour matrice 

(~ ~) 

Remarque 

Il est utile pour la suite d'expliciter toutes les matrices de valeurs pro­
pres À, et À" À, *' À" admettant la même direction privilégiée D" l'autre 
direction privilégiée 0, étant arbitraire. Soitf E L(E), de valeurs propres 
À, et À, distinctes, et soit (u"uz) une base de vecteurs propres de f; soit 
g E L(E) également de valeurs propres À, et À., de vecteurs propres u, 
associé à À, et v associé à À, ; on peut supposer que les composantes de v 
dans la base (u"uz) sont IX E R et 1 : 

v :::::: lX U1 + U2 

En remplaçant dans g(v) À,v, On trouve 

g(uz} = a(À,-À,)u, + À, u, 

Donc la matrice de g dans la base (u"uz) est 

(5) 	 (À, <X(À,-À,)\ 
,0 À, J 

Soit maintenant une matrice de changement de base, d'êlétnents a,b,c,d 
(ad - he '" 0) ; l'ensemble des matrices de valeurs propres À, et À, admet­
tant la même direction privilégiée associée à À, est l'ensemble des matrices 
semblables à (5), donc l'ensemble des matrices (x"x .. x",x.J telles que: 

-C)=(X, 
a x, 

Sans faire le calcul d'identification des deux membres, on constate que 
x" x .. x'" x. sont des fonctions affines de IX. 

Deuxième cas : C::.(M) 0 

Le polynome caractéristique Pla une racine double À = x, ; x,; ou 
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bien / est l'homothétie de rapport À et toutes les droites de E sont alors 
stables par /, ou bien il y a une droite stable par / et une seule. Dans ce 
dernier cas, soit u, '" 0 tel que /(ut> = ÀU" et u, soumis à la seule condi­
tion que (u"u,) soit une base de E ; alors la matrice de / dans la base 
(u"u,) est 

(6) 

Quel que soit u.,l'élément de la deuxième ligne, deuxième colonne, est À, 
puisque la trace de la matrice est 2À = x, + x. ; on ne peut pas 
"réduire" davantage cette matrice; tout ce qu'on peut faire est de choisir 
u, de manière que '" = 1 . 

Exemples 

- matrices nilpotentes: À = O. Une matrice M d'ordre 2 est dite nilpo­
tente si M' = 0 ; une matrice nilpotente est de trace nulle et de dètetmi­
nant nul sans être nulle. 
- transvections: À = 1. Une matrice (6) est le produit de l'homothétie de 
rapport À et de la matrice de dèterminant 1 

( 1 ",)
(7) 

\0 l, 

L'application/représentée par la matrice (7) dans la base (u"u,) donne 
pour image du vecteur u = xu, + yu, le vecteur 

/(u) = xu, + y(au, + u,) = u + ",yu, , 
c'est dire que pour tout élément u de E, /(u) - u E D, où D, est l'uni­
que direction privilégiée de la matrice (7). 

De telles applications portent le nom de transvections de droite D, ; 

D f(D la figure 1 montre comment la 
transvection (7) opère sur R' identi­
fié à l'espace affine à deux dimen­

~-.,-ff(u) 
sions de base (u"u,), muni de l'ori­
gine 0 : le point LI subit une transla­
tion de vecteur parallèle à D" 
d'amplitude proportionnelle à son 
ordonnée dans le système d'axes 

o (Ou" Ou,) . 

fig. J 

Remarque 

On montre comme précédemment que les coefficients des matrices 
des transvections de droite donnée sont fonctions affines d'un paramètre. 
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L'intérêt essentiel des transvections est qu'elles engendrent le sous­
groupe de GL(E) constitué des matrices de déterminant 1 ; ce sous-groupe 
s'appelle le groupe spécial linéaire (ou unimodulaire) ; il est noté SL(E). A 
propos des transvections et du groupe spécial linéaire, on pourra consul­
ter ARTIN [1] chap. IV ou CHAMBADAL et OVAERT [2] chap. 3, § 2. 

Troisième cas: /':,(M) < 0 

Le polynome caractéristique n'a pas de racine réelle, il n'y a aucune 
droite stable par f. 

2 - Description de l'ensemble des matrices 2 X 2 : 
propriétés afrmes 

Soit M la matrice (Xl X')' . Posons : 
x, x. 

(x, +x.)'q(M) ~ 1.. /':,(M) = 1.. (trace M)' det M = 4 - x,x. + x,x,4 4 
q est une forme quadratique à quatre variables, qu'on peut décomposer 
en carrés: 

q(X X X x\ = (x,-x.)' + (X,+X,)2 (X,-X,)2
1'''''''' 2 2 

_ 
2 

Prenons les nouvelles coordonnées (y"y",y"y.,) définies par 

X,+X, X -x 
Y, = 2 y,=~ 

X,+X.X,-X.
y, = 2 Y. = 2 

q(M) = ! /':,(M) = y" + y~ - y~ 

Dans ce qui suit, on représente M = (y"y",y"y.,) par le point de 
coordonnées (y"y",y,) par rapport à trois axes orthonormés Oy" Oy" Oy, 
et par sa trace T = 2y. dans la quatrième dimension. C'est-à-dire qu'on 
considère l'espace vectoriel R" des matrices 2x 2 comme la réunion des 
hyperplans y, = ete , chacun de ces hyperplans étant identifié à R' muni 
des axes Oy" Oy" Oy,. Les matrices de trace T sont toutes représentées 
sur ce que nous nommons dans la suite le graphique T, section de R' par 

J'hyperplan y. = i ; j'ensemble des graphiques T à trois dimensions 
pour T variant de - OC> à + OC> est l'ensemble des matrices réelles lx 2 
classées d'après leur trace. 
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Sur chaque graphique T, les matrices possédant deux directions pri­
vilégiées, et celles qui n'en possMent pas, appartiennent à deux régions 
séparées par la surface C d'équation 

.1.+.1.-.1. 0 
Cette surface est un cône désigné dans la suite comme "le cône isotrope". 
Le cône isotrope est de révolution autour de OYl' de demi-angie au som­
met 45°. Son sommet est l'origine du graphique T qu'on identifie au point 

(0,0,0, y. 1) de R', c'est-à-dire à la matrice (~/2 T/~) . 

L'ensemble des cônes isotropes est invariant par translation de vecteur 
parallèle à Oy,. Le signe de L'.(M) étant celui de q(M), l'intérieur du cône 
isotrope représente dans chaque graphique T l'ensemble des matrices 
n'ayant pas de vecteurs propres. 

Reprenons les considérations du paragraphe 1 pour interpréter géo­
métriquement les ensembles particuliers de matrices rencontrés. N'ayant 
rien à dire de l'intérieur du cône isotrope, examinons successivement le 
cône isotrope lui-même et l'extérieur du cône isotrope. On pourra suivre 
sur la figure 2 (page 636). 

L'.(M) = 0, c'est-à-dire M appartient au cône isotrope 

Sur chaque graphique T, le sommet du cône isotrope représente 
) 'homothétie de rapport T 12 ; le cône isotrope épointé représente l'ensem­
ble des applications linéaires ayant une seule direction privilégiée, dont le 
déterminant est: 

detM = T' _ l.L'.(M) = T' 
4 4 4 

Sur le graphique T, il n'y a pas d'autres matrices de déterminant ~' que 

celles représentées sur le cône. De plus, l'ensemble des matrices ayant la 

même valeur propre double À = l et la même direction privilégiée est 

représenté sur une génératrice du cône isotrope du graphique T ; en effet, 
d'après une remarque faite, les coefficients d'une telle matrice sont fonc­
tions affines d'un paramètre. 

Exemples 

- Graphique T = 0 : le sommet du cône isotrope représente la matrice 
nulle, le cône épointé représente l'ensemble des matrices nilpotentes. 

- Graphique T = 2 : le sommet du cône isotrope figure l'application 
identique, le cône épointé est l'ensemble des transvections. 

Ô(M) > 0, c'est-à-dire M extérieur au cône isotrope 

Sur tous les graphiques T, l'extérieur du cône isotrope représente 
l'ensemble des matrices diagonalisables. L'ensemble des matrices ayant 
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pour valeurs propres h, et h, fait partie du graphique T = h, + h, ; le 
déterminant de ces matrices est hlh,. L'expression du déterminant dans les 
coordonnées y" y,. y" Y4 est 

det M = (trac: Ml' ! f'.(M) = .1. + .1. - <Yl + y',) 

Un bref calcul montre que 

2Y4 =hl +h, ~ 

!det M = hlh, 

L'ensemble des matrices de valeurs propres h, et h, se trouve donc sur le 
graphique T, et dans ce graphique est représentéfpar la surface H,(h"h,) 
d'équation 

C'est un hyperboloïde à une nappe, de révolution autour de l'axe Oy, ; 
Ih - h 1le rayon du cercie de gorge est 1 2 2. Cet hyperboloïde est l'ensemble 

des matrices semblables à 

On sait qu'une telle surface est engendrée par deux familles de droites ; 
d'après une remarque faite plus haut, l'interprétation géométrique de 
chacune de ces familles est aisée: une génératrice de l'une des familles 
porte l'ensemble des matrices admettant une direction donnée comme 
direction privilégiée associée à l'une des valeurs propres. 

Exemples 

- affinités: l'ensemble des affinités de rapport k se trouve sur le graphi· 
que T = 1+k et dans ce graphique sur H,(I,k); dans ce graphique, il 
n'y a pas d'autres matrices de déterminant k que celles qui sont représen­
tées sur H,(I,k). En particulier, les symétries obliques appartiennent au 
graphique T 0, et dans ce graphique, à l'hyperboloïde à une nappe 
d'équation • 

n+>i->i=1 
- projecteurs de rang J : ils se trouvent sur le graphique T = l ,et dans 
ce graphique sur l'hyperboloïde à une nappe d'équation 

1n+>i-Yi="4 
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3 - Description géométrique des matrices 2 x 2 
propriétés métriques 

Nous allons maintenant examiner ce qui resson de la structure eucli­
dienne de l'espace vectoriel E : si E est muni d'un produit scalaire 
(u, v) _ u. v, on sait que f E L(E) est dite symétrique si 
f(u). v ~ u.f(v) ,et orthogonale si f(u).f(v) ~ u. v ,quels que soient u 
et v éléments de E. Supposons désormais que la base (e"ez) de E choisie 
pour représenter les éléments de L(E) est orthonormée. On sait que f est 
symétrique (respectivement orthogonale) si sa matrice M l'est. 

a) Etude des matrices $J'métriques 
Dans le système de coordonnées (y"y"y"y.) ,la propriété de symé­

trie de M s'exprime par y, ~ 0 . Donc, quel que soit le graphique T, on 
trouve les matrices symétriques dans le plan Oy,v" et par suite à l'exté­
rieur (au sens large) du cône isotrope: les valeurs propres d'une matrice 
symétrique sont réelles. Pour T .. 0 ,les matrices symétriques positives 

(l'l .. 0, )" .. 0) sont dans le plan Oy,v, et teUes que Y1 + Ji ..: ~' , 
c'est-à-dire sont représentées par les points d'un disque fermé; les matri­
ces symétriques strictement positives sont les points du disque ouvert cor­
respondant. 

bl Etude des matrices orthogol"lllies 
Ce sont les rotations vectorielles, de déterminant 1 : 

X, X') ~fCOS </> -sin </» 'à d' 1Y, =O,y,=sin</>== c est- . 1re(X, x. sin</> cos</> ' y,=O,y.~cos</> 

et les symétries orthogonales par rapport à une droite, de déterminant - 1 : 

X') (cos </> sin </» , d' {Yi ~ sin</>, y, = 0= . t C est~à- ne 
x. sm</> cos</> y,~cos</>,y.~O

1 

Rotations vectorielles el symétries orthogonales sont dans deux plans vec­
toriels supplémentaires orthogonaux dans R'. Les symétries orthogonales 
sont représentées dans le seul graphique T = 0 par un cercle de centre 
l'origine et de rayon l, dans le plan Oy1Y, comme il fallait s'y attendre, 
puisque ce sont des applicatiOfl$ symétriques par rapport au produit sca­
laire. Les rotations vectorielles n'apparaissent qu'à raison de deux par 
graphique, et encore seulement dans les graphiques 2 '" T '" 2 ; ce 
sont les deux points de l'axe Oy, (0,0, -sin </» el (O,O,sin </>l où 

cos </> ~ ~ . L'ensemble des rotations vectorielles est le cercle de centre 
J'origine et de rayon 1 du plan Oy,v, . 
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4 - Propriétés topologiques 

On vient de voir que le groupe orthogonal O(E) a deux composantes 
connexes, chacune fermée dans L(E), bornée, et donc compacte. Nous 
allons maintenant étudier la connexité du groupe linéaire GL(E) et du 
groupe spécial linéaire SL(E). 

101 Etude du groupe linéaire 

Dans chaque graphique T, l'ensemble des matrices non inversibles 
(on dit aussi singulières) est l'ensemble H(T) des points (y~Y.. Yil tels que 

n+Yi-n=~2 

Quel que soit T * 0, H(T) est un hyperbololde de révolution à une nappe 
dont le cône asymptote est le cône isotrope (comme tous Jes hyperboloïdes 
qu'on a rencontrés jusqu'à présent) ; à J'intérieur ,les matrices de détermi­
nant strictement positif, à l'extérieur,Jes matrices de déterminant stricte­
ment négatif; pour T = 0, J'ensemble des matrices non inversibles coïn­
cide avec le cône isotrope, ensemble des matrices nilpotentes. Quand T 
varie de "" à + "", H(T) rétrécit jusqu'à devenir le cône C et regrossit 

ensuite symétriquement; le rayon du cercle de gorge est en effet 1~ 1. La 

réunion lnt des intérieurs des H(T) représente l'ensemble des matrices de 
déterminant strictement positif, la réunion Ext des extérieurs des H(T) 
représente l'ensemble des matrices de déterminant strictement négatif. Le 
groupe linéaire GL(E), ensemble des automorphismes de E, est R' privé 
de l'ensemble des matrices singulières U H(T) . 

T 
Le groupe linéaire GL(E) est ouvert dans L(E) et c'est la réunion de 

deux ouverts disjoints, à savoir: 

Int: n+n-yj-Yi>O 
Ext: n+n-n-Yi<O 

On va démontrer que lnt et Ext sont deux ouverts connexes de R' ; alors 
lnt et Ext sont les deux composantes connexes de GL(E) ; l'élément neutre 
1 de GL(E) appartient à lnt, donc Int est la composante connexe del'iden­
tité dans GL(E), souvent notée GL·(E). La connexité de Ext se déduit de 
celle de Int ; en effet, si S est une symétrie par rapport à une druite, 
l'application M - SM de L(E) dans lui-même est un homéomorphisme 
(application bijective et bicontinue) dans lequel Ext est l'image de lnt : si 
donc lnt est connexe, Ext est connexe. 

Plus précisément, nous allons montrer que lnt est connexe par arcs, 
c'est-à-dire que pour tout couple de matrices de déterminant strictement 
positif, il existe un chemin continu joignant ces deux matrices, dont cha­
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que point appartient à lnt. Il existe quantité de tels chemins; notre propos 
est d'en exhiber un, qui se présente naturellement dans la représentation 
du paragraphe 2. 

Soient donc M et M' deux éléments de lnt : 

M ; (y"y.,y,.y. = i), >i + Yi - >i - >1 > ° 
M ' - (y' , , '- T')- 1"Y2~Yl'Y4 - T ) y'~ + y'l - Y'i - y'l > ° 

Dans le graphique T, faisons tourner M autour de Oy, jusqu'à ce que sa 
deuxième coordonnée soit nulle: le point M vient en N qui est comme M à 
l'intérieur de H(T). 

N = (z"O,y"y.) avec zi =>i + Yi, donc Yi + Yi - zt > 0 

Soit K l'ensemble des matrices singulières (y"y.,y,.y.) telles que Y2; O. 
Par rapport aux axes Oy" OYI, Oy.,l'équation de K est >i + Yi >i; 0 ; 
c'est un cône de révolution d'axe OYI> dontI'extèrieur représente l'ensem­
ble des matrices de déterminant strictement positif et de deuxiéme coor­
donnée nulle. N est donc représenté li l'extérieur de K. Soit 'Y le chemin 
de M en N. 

On peut faire le même travail avec M' qu'on fait tourner dans le gra­
phique T'autour de OYI de manière à l'amener en N' de deuxième coor­
donnée nulle. 

N' = (z',O,)',,)") avec z'j =Y'i+y'L donc y'~+y'~-z'i > ° 
N'est lui aussi représenté à l'extérieur de K. Soit 'Y' le chemin de 
M/enN~. 

p 

fig,3 
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Par rotation autour de Oy, (ng. 3) on peut amener N et N' dans le plan 
Oy,y, et d'un même côté de Oy, ; soit ô le chemin suivi pac N pour pacve­
nirenP: 

P = (z" 0, 0, z.> avec z~ = n+n ,donc 

Soit ô' le chemin suivi par N' pour parvenir en P' : 

P' = (z;,O,O,zn aveC z'i = y'~+y'i ,donc z'l-z'i > 0 

Il reste à joindre P et P' par un segment, ce qui est possible en restant à 
l'extérieurdeK,puisquelapartie l(y"y,>/ ly,1 > ly,1 ,y, > OjdeOy,y, 
est convexe. 

Remarque 

On peut interpréter comme suit la connexité des deux parties Inl et 
Ext ; rappelons qu'on a fixé une fois pour toutes la base (e"ei) de E ; à 

chaque matrice inversible (X' X') on peut alors faire 
Xl X. 

correspondre une autre base de E, à savoir (x,e, +x"e" x,e, +x.,ei) ; 
l'ensemble des matrices inversibles s'identilIe donc à l'ensemble des bases 
de E. Dans cette interprétation, Int représente l'ensemble des bases de 
même sens que (e"ei), Exl représente l'ensemble des bases de sens con­
traire à (e"ei). 

La démonstration précédente montre que pour tout couple de bases 
de E de même sens, on peut modiner continuement la première pour 
J'amener sur la seconde de façOn qu'à chaque stade de la transformation 
on dispose d'une base de même sens que les deux bases données. 

2° / Etude du groupe spécial linéaire 

L'ensemble SL(E) des matrices de déterminant 1 n'est autre que le 
noyau de l'homomorphisme de groupes 

M det M 

C'est donc un sous-groupe distingué de GL(E). 

Soit M = (y,..v"y,..v'> appartenant à SL(E), c'est-à-dire 

yi+n-Yi-n= 1. 

Suivant que 1T 1 < 2 ou que 1TI> 2 , les éléments de SL(E) de trace 
T sont ceux d'un hyperbololde de révolution autour de Oy, à deux nappes 
ou à une nappe (voir ngure 4, page 642) ; pour T = 2 on a le cône pointé 
des transvections et son sommet 1 ; l'ensemble représentant SL(E) admet 
l'hyperplan Y. = °comme hyperplan de symétrie, c'est-à-dire que sur le 
graphique T, l'image de SL(E) est la même que sur le graphique - T . 
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Prouvons maintenant que SL(E) est connexe par arcs; soient comme 
précédemment M et M' deux points quelconques de SL(E) : 

M = (y,. y,. y" yi) Ji + Yi - Yi - .ri = 1 

Y'i + y'~ - Y'i - y'i = 1 

Par rotation autour de Oy, dans le graphique T = 2y. et dans le graphi­
que T' = 2y: respectivement: 

M vient en N = (z" 0, y" yi) , Ji + Yi - zi = 1 

M' vient en N' = (zi, o. Yi. YD , y'~ + y'l- z'i = 
L'ensemble des éléments de SL(E) dont la deuxième coordonnée est nulle 
est KI> d'équation relativement aux axes Oy,y,y, 

y!+Yi-Yi= 1 
K, est un hyperboloïde à une nappe de révolution autour de Oy, ; Net N' 
sont représentés dans ces axes Oy,y,y, sur K, (fig. 5). 

Comme K, est connexe, il 
est facile de trouver un 
chemin joignant Net N' ; 
on peut par exemple sui­
vre un parallèle à partir 
de N jusqu'à ce qu'on se 
trouve dans le méridien 
de N' ; il suffit ensuite de 
suivre la branche 
d 'hyperbole méridienne 
pour parvenir en N'. 

Remarque 

On peut utiliser la connexité de SL(E) pour dèmontrer la connexité 

de GU(E) ; en effet. une matrice M = (X' X,) de déler-
Xz x" 

minant k > 0 peut être jointe à une malrice N de déterminant 1 par le che­
min de matrices 

t ~ N(t) 

on vérifie 

N(t)avec 

N(O) = M et N(1) 

(X'
x, 

= 

X,) (~x.rI X3 ) (~X, X. 

~-tIOgk) 

~-l) 
est de déterminant 1. 
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5 - Conclusion 


La représentation proposée de L(E) par le déroulement d'un film 
dont chaque image représente l'ensemble des matrices de même trace a au 
moins les trois avantages suivants: 
- le cône isotrope est un élément stable du cinéma ci-dessus, il a la même 
représentation dans chaque image. 

- les applications linéaires sont agréablement triées par image ; par 
exemple, il y a une homothétie par image, au plus deux rotations par 
image; par contre, toutes les affinités de rapport k sont bloquées sur une 
seule image où on reconnaît géométriquement celles de même axe d'une 
part, celles de même direction d'autre part. 

- enfin, deux points de la représentation sont voisins dans R' si les 
applications qu'ils représentent sont voisines dans L(E) (au sens habituel 
du mot voisiTl dans R' et L(E) respectivement) ; ceci entraîne que toutes 
les propriétés topologiques qu'on "voit" dans R' sont vraies dans L(E). 

Le sujet est loin d'être épuisé; on peut représenter les quatre compo­
santes connexes du groupe des automOrPhismes de E qui conservent la 
forme quadratique Xl - y' , dont deux sont sur SL(E} ; on peut cher­
cher ce que représentent les parallèles et les méridiens de l'hyperboloïde à 
une nappe ensemble de toutes les matrices semblables à une matrice don­
née, etc. ; ce qui précède suffit à montrer l'intention. 

Je remercie vivement J.L. OVAERT de l'intérêt qu'il a manifesté 
pour ce divertissement géométrique; ses suggestions m'ont permis d'amé­
liorer la forme et d'élargir le fond; je lui dois notamment l'idée d'exami­
ner la connexité du groupe spécial linéaire. 
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