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A propos des relations de Durrande
dans le tétraédre
par Jean-Charles HECQUET, Pau

Pans les “Exercices de Gdométrie’” par F.G.M. (Libraities Mame et
de Gigord), 6 Edition (1928) on trouve les indications suivastes ¢

Jean-Baptiste Durrande, professenr de Physique au Coltége Royal de
Cahors, né en 1797, mort en 1825, & peine igé de 28 ans, a publié en 1823
dans Ies Annales de Gergonne le théordme suivani ;

Théoréme.

Dans un tétraddee guelconque, la distance o des centres des sphéres
inscrite (rayon 5} et circonscrite {rayon R) est donnée par ia formule :

=R~ -4

Cette formule, connue sous le nom de Relation de Durrande, parait
trés séduisante, parce qu'elie a Pair de généraliser d'une fagon rés simple
une relstion analogue pour le triangle, appeiée relation d’Euler, et qui,
elle, est parfaitement exacte ;

&# =R~ PP

Maiheurewsement la relation de Durrende ne s'appligue pas ou
tétraddre gueicongue, Nous altons le montrer sur un exemple particolier
en prenamt un (étragdre T = ABCD dont les carrés des ardies ¢ = BC,
b =CA,c= AB, a" = DA, b" = DB, ¢ = DC ont les valeurs sui-
vanies :

@=19 P=13 E=7 a?*=21 bs2=08 1=

Ce tétraddre existe réellement, ¢"est-3-dire que dans chacun des {rian-
gles qui forment ses 4 faces, on vérifiera facifement qu'un o8té quelcon-
gue est compris enire la différence et la somme des 2 autres cdiés,

11 w'est ni régulier, ni équifacial, ni orthocentrique, ni isodynamique,
¢’est-a-dire qu'il n’appartient 3 aucune des catégories principales qui sont
les seules & &tre signialées dans les ouvrages de Géoméirie élémentaire.

Mais, bien slr, les valeurs numériques de @2, b2, 3, a2 b'%, ¢7?
n’ont pas &é écrites au hasard. Elles ont &4 choisies soigneusement de
fagon & obtenir pour les aires des faces des valeurs proportionnelles a des
nombres rationnels. On a, ¢n effet, si Pon appelle respectivement 8, S,
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Sos Su. les surfaces des triangles DBC, DCA, DAB, ABC, et si l'on appli-
que la formule classique faisani connaitre la surface d'un triangle en
fonction de ses 3 ¢btés ¢

2% 19 14 11 4
doi sa+s,,+sf+sd=-3-§i‘§
©Or on sait que e rayon 7 de la sphére insceite dans T est donné par ia
formule :
ri8; + S+ 8+ Sp =3V (Vdéam le volume de T)

Reste A calculer V., Dans le cus paniiculier pumérigue gue nous avons
choid, il ¥ 2 une formule rapide que connaissent sans doute les ““Initids’ :

16V? = pfivé (By+ya+af+ée+if+by)avec =1, 8=2 , y=13 ,§=4

De toute fagon la formule normale @
148V? = T +a DBh B4 T T g3 @B N B 0 (3070 Y PP

vonduit, aver des caleuls numériques un peu plus longs, an méme résul-
tat @

2Vt = 108 d'on 354 = 18

Pour [e rayon R de ia sphére chroconscrite, nois utiliserons la formule
conpue :

(24RV)? = 22D %’ — Ldlg't
ve qui donne 90R*=973 d’ou I'on déduit ;
25Rir=139 soit  SRr=-/T3%.

Enfin, pour Ia distance d entre le centrs O de la sphére circonscrite et
le centre I de Ia sphtre inscrite, nous avons le choix entre la formule :

(ES, Y (R¥~d%) = La®S,8. + La'?8,8,
basée sur Pévaluation de le puissance de 1 (coordonndes baryeentriques
Se, 85, S-, 5S4 par rapport 4 la sphére circonscrite (d'éguation
Lagt + Lo’ %% = 0) et la formule simplifiée valable pour le tétraddre par-
ticulier gui nous occupe !

HR*-P} K, = 2K, By~ Safyd
avec
Ci=a+B+y+8 3 Li=fy+ya+al+da+df+dy ;
Zy= 88y ¥ byo + ol + oy
E’une ou i'antre conduit ac résultat suivant @
TR ) = 44
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Or, si la relation dée Durrande était valable pour gn tétraédre guel-
vonque, elle Ie serait en particulier pour le t&traddre que nous avons
¢hoisi.

Dans ceite relation gui peut s'écrire :

RI~2—37 = 2Rr
oS auriens un premier membre rationnel ¢t un second membre qui ue
Pest pas. L égalité est done impossible.

Ayant ainsi, sur un exemple particodier, mis en échec fa fameuss
Relation de Durrande, nous avons cherché 4 saveir comment 1.B. Durrande
Pavait établie.

A ce propos, H est curienx de constater que dans les grands Traités de
Géométrie qui &aient classiques il ¥ a une soixastaine d’années
{Hadamard, Grévy, Guichard, et méme Rouché et de Comberousse dont
Iz Note IV est un timide essai de Géométrie du Téiraddre), il n'est fait
mention nolie part de la Relation de Durrande., Et dans les “*Exercices de
Géometrie™ {12 cités plus haut, Pauteur anonyme F.G.M. ne {ait que citer
la refation sans en donner avcune démonsiration.

Ceite-ci se {rouve dans les Annales de Gergonne 4 la page 56 du Tome
X1V, Elle repose sur {"affirmation suivante :

“*Lin céne de révolution qui a son sommel sur une sphére recoupe
ceffe sphire suivant un cercle’,

O, cetiy affirmation esf erronée. Elte n’est vraie gue si 1'gxe du cbne
est un diamétre de lz sphére, ce qui resteeint singulidérement le domaine
d’application e la Relation de Durrande.

Finalement, celle-ci n’est applicable gu’aux tétraddres qui sont & la
fois orthocentrigues ¢t isodynamiques, <’est-4-dire dans lesquels on a @

g=b=¢ & g =ph = aves axde’ ., soit 42’ -0
Dans ces conditfons, on a :
163, = 163, = 1658 = Pda't—a) = £X
en posant ¥ =3{da’?—a¥
et 16S42=3a*, soit 48,= % . A8 =0a%/3

et HS,+8p+5,+89 = alx+a)/T.

Ensuite : 144V = gdg'?—g% = G‘(x’;—‘

{1} L'ouvrage de F.G.M. esi exeslient, car il contient une foule de renseignements géoméiri-
s, bistoriques of hibliographigues intéressants. Pantre past, on 'y iwwouve gude plus de
2 on 3} théorémes faux, ¢ Qui £st trds pen sur wn total de 1300 pages,
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Dioi £ TE=0)
12{x+ &)
3g's
Et RE = 22
X~ d?
Do Wr= 7 o rede - S
XA4g 1 26x+a}
D’autre part (E8HHRI- g = ISJAFS,+ a8, ,
; 2_ . .. %X(x+3a)
g0it Ri-gt “—"m12(x+a}

11 vient donc R?*~g? = 2Rr+37%, s0it & = {(R~rfF-47

Remargue : Dans le méme articie des Annales de Gergonne, J.B.
Durrande, croyant pouvoir généraliser la deuxidme formule d*Euter :

a7 = (R+r B — ryd
gui s’applique aux cercles ex-inscrits dans un trizngie, donne aussi la
relation
dg? = (R+rt = 4r2
qui, selon I, s"appliguerait aussi A Ja distance d,= Ol entre le centre O
de I3 sphére circonscrite et le centre 1, de la sphére ex-inscrite de rayon r,.
Nuaturellement, cette formule est fausse pour un tétraédre quelcon-
que, et pour les raisons indiquées précédemment.
Dans "exeraple nminériqgue que nous avons ¢hoisi, les expressions
telles que
dt - R® + 3rjt
sont rationneiies, tandis que Re,, Rry, Rr,, Rryne le sont pas. On g, en
effet,
Ry, =TJTI , 16Rre=7VT30 , 2IRr, =JTT , 24Rry=TJT0
Dang le cas du tétraddre spécisl ol ona t ga=b=ceta’'=b"=¢",
cette formule est également fausse pour les sphéves ex-inscrites centrées en
14, Ig. Ic . Par contre, pour la sphére cetitrée ¢n Iy ot powr cplle-ik seule-
ment, on a bien ;
dF = (R+7g? = drf
En zffet :

4y +Sp+ S-S = alx—aNfF dou rf = LELD

L
Et 2Rrg= 2. poun:
x4

gpd o Wh2i-ax-d) _ axix—3a)
WReg—3rd o) 120 — )
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D'avtre part, en fvaluant la puissance de Ip par rapport 8 la circum-
sphére, on a :

38, 8P (dF - R%) = 38 (e 254~ a*Sp)
sait

dp-RI = av(12a’—dax)  od{x*—dgx+30h) _ ax{x—3a)
12(x— @) 12(x - oy 12(x— &}

Do :
dp~R? = Reg=Irf , soit finalement dF ={R~+rgf—4rf
L'erreur *“accidentelle” commise par J.B. Durrande sur les condi-
tions d’application de ses 2 relations n'empéche pas de le considérer
comme un grand géométre, car il a éabli d’autres formules inddites 4 son
époque et qui ne prétent 4 aucune critigue.

H est seulement regrettable que cette erreur n'ait pas éé signalée dés
la parution de Particle en 1823,

Note succinete sur Jean-Baptiste DURRANDE

Né 3 Marmande en 1797 et mort 2 Marseille en février 1825 4 1"4ge de
28 ans, J.B. Durrande fut professeur de physique au Colidge Roval de
Lahors, Ayant appris les mathématigues sans autre secours que cefui des
fivres (selon Gergonne), il érivit de nombreux ef intéressants articles,
dont certzins remarquables pour 1"époque, dans les *‘Annales de
Gergonne™, impottante publication guil comprend 21 volumes des années
1810 4 1831,

Citons en particylier les volumes syivants ;

Tome ¥ {1814-15) qui semble avoir publié¢ les premiers travaux du jeune
ghométre, alors gu'il n*&ait 8gé que de 17 ans. I avait résolu les proble-
mes suivanis ;

page 295 - Construire 3 cercies C,, C, Cytels que C, touche Cyet C,
en 2 points donnés et que C, et C, soient tangents entre eux et tan-
gents 4 une droite donnée.

page 307 : 813 cercles tangents 2 4 2 ef centrés en A, B, C, ont powr
rayons 4, b, ¢, le cercle qui passe par les 3 poinis de contact a pour

rayosa |
SV abe
at+h+e
et celui qui passe par A, B, C a pour rayon &
R = &idleta)a+h)

[/ +C
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Si 4 sphéres sont telles gue chacune est tangente aux 3 autres, jes 6
points de contact appartiennent 4 une méme sphére,
page 304 : Sl les ardtes a, &, ¢, @', b/, ¢’, d*un tétraddre T vérifient
les relations :

a+a’ = b+b’ = ct¢’
les 4 cercles inscrits dans les faces de T appartiennent § une méme
sphire tangenic aux 6 ardes de T,

Fome ¥1 {1815-16)
page 45 ¢ J.B. Durrande démonire la réciprogque dn théoréme de
Pitot : “Dans tout quadrilatére circonserit, la somune de 2 cbités
opposés est égale & Ia somme des 2 gutres chtés’,
pages 4% et 52 1 1] étend ce théoréme et sa réciproque an guadrilatére
gauche et au quadrilatére sphérique.

Tome XJ (1821-22)
page 168 : Il démonire gue de tous les systémes de diamétres conju-
gués d'une ellipse, les axes ont la somme minima et les diamétres
égaux la somme maxima,
page 321 ; 1l indigee une propriété ciémentaire relative aux cercles
connus actuellement sous le nom de cercles d"'Hamilton.

Fome X1V (I523-24)
pages 46-48 : B donne une sclution géométrigue du Probléme de
Castillon : **Inscrire dans un cercle donné un thangle dont les cdtés
passent par ¥ points donnés®’.
page 56 : 1 énonce un théoréme devenu classique (Théoréme de
Durrgnde} ; ‘‘En désignant par O Is centre de la sphere circonscrite
a un (éraédre, 1 celui de la sphére inscrite, 15 celui d'wne sphire
ex-inscrite, en appelant R, r, r; les rayons de ces 3 sphéres, ¢t en
posant ; Ol =d et Qs =~d; ,ona:

F=(R-F-drt et dF=R+r)-drf

Ce théoréme devait, dans la pensée de Pauteur, généraliser celui
d’Euler relatif au triangie, mais matheursusement il ne s’appligue
pas au kétradédre quelcongue,
Dpages 309 g 313 ; “*Si un cercle ex-inscrit de centre I, touche les
chtés d'un triangle ABC en a,b,c. les droites joignant I, aux
milieux des obtds du triangle ABC passent respectivement par les
mitieux de Ag, Bb, Co.

Fome XV (1824-25)

page 133 1 Article sur Jes nombreuses propriétés dont jouit le qua-
drilatére inserit.
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pages 132 8 145 ; LB. Durrande éeadie le quadrilatére 3 Ia fois ins-
criptible et circonscriptible, H donne plusieurs théorémes iniéres-
sants ainsi que la Eormule fondamentale ;

P=R¥4+r2-r 4RI+ P soll (B RHPF=2HP+RY
entre le rayon du cercle circonscrit, le rayon r du cercle inscrit et la

distance d des centres des 2 cercles. Cette formule fut appelée par la
swite Relation de Durrande.
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