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1
ETUDES

QC
A propos de Pirrationalité de X _1.,,
n=1 nd

par C. BATUT et M. MENDES FRANCE, UE.R. de
Muathématiques, Bordeaux

2. £(3) est irvationnel r Apéry a étabii en 1978,

Mous nous proposons ict de discuter le point de départ de sz démons-
tration, ceci dans un premier temps. Puiz, dans un second temps, nons
préparons le terrain pour pouvoir exposer dans ui oisidme temps la
prenve compléte de Pirrationalité de

g
= § L
£(3) not

due au hoillandais F. Beukers, Cette preuve est simple ot relativement
courte, ef le lecteur impatient peul, s’il Ie désire, lire tout de suite le para-
graphe 7,

2. Riguewr : une nécesshtd en morthématigues ?

Nous savons tous que les mathématiques ne sont pas un jen, Nous
sommes tous convainens gquelles décrivent ou cherchent & déerire une cer-
taine réalité qui nous est extérieure et qui lear est extéricure. En cela, les
mathématiques différent profondément du jeu des échecs. (Certains pré-
tendront que le jev des échecs se veut modéle du champ de bataille. Rien
n’est plus faux, plus factice, plus absurde, .} les mathématiques sont
autre chose que régles, théorémes, définitions, démonstrations, axiomes
e interdits.
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Du moment que les mathématiques cherchent i décrire guelgue
chose qui leur/nous est extérienr, il doit &re parfois possible €1 permis
d’oublier tes régles, de transpresser les interdits, d’ignorer la voig hiérar-
chique et d'appréhender directement, comme dans la démarche poétique,
I'objet &udié. Quitte ensuite a régulariser le fait acquis, auprés de Padmi-
nistration et de 'autorité mathématique. Cette phase de récupération est
importante (la théorie des disiributions de L, Schwartz appartient & cette
phase), mais elle ne constitue pas 4 elle seule La Mathématique, On serait
presque tenté d'affirmer que ¢’est quand on triche qu’on fait progresser
les mathématiques, pas guand on légifére,

La phase légaliste est bien connue, trop pewt-8tre. Aussi pensons-
nous intéressant d’insister plus sur la phase poétique st de U'illustrer par
denx découvertes, I'une vieille d'environ deux cenits ans ¢t Pantre, toute
récente, 1978. Nos héres : L. Enler et R. Apéry. Nous commencerons par
Pafné,

3. Ure sérle divergente o 'Enler 2], 161, |11}
Euler considére la séne divergente

o
L {(-1nt
n=0
dont il calcole Ia somme

o
B {=1Yrl=0%063.
n=0
A premiére vue, cela semble absurde et dénué de sens, Pouartani,

comime nous allons le voir, ¢’est raisonnable, Considérons en effet {a série
entiére
o8
= L (-1Pnixt
n=9

qui diverge en tout poimt x# 0, 1 faut interpréter 1'égalité comme signi-
fiant gue la fonction fest indéfiniment dérivable et que pour tout entier

nzl
SO = (-
{pensez an développement de Taylor & origine :

gl |
foy = E . W0y
0 n!

n=
Or la fonction

o — U
glxy = f hd du (el
o l+au
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est indéfiniment dérivable (pour tout x2>0) et 24 ¢ dévivée est
e s

e xy = {~1)"p ! fm ¥ 5 du
i}

(1 + X+ 1

Les fonctions gt sont toutes définies pour x>0 et ik est assez naturel de
dire gque la r° dérivée de g 4 Porigine est

=]
g0y = (="} f uhe 4 du = {~1)"(n 1y
0

Ainsi, pour tout entier 220, f0) = g0}, done (7)Y f = g
Exn particulier jJTI} = g(f), soit

] ® —u
E {(~IYnl= f du
n=0 g 14w

L’intégrale st convergente et il p*est pas bien compligqué de caiculer
sa valeur numérigue : 0,5961... Ce calcu! a bien entendn excité 'imagina-
fion de plus d'un chercheur. C’est sans doute ce qui a motivé Stieftjes
dans sa trés originale thése [15] od il monire cette autre cusieuse égalité :

co -
[ 5 - 1
0 u
2_ 1
4_ 2

6 »
8.

Nous reviesidrons sur cette formule au paragraphe 6. Voild pour Euler.

4, Une aberrante fzalité d’ Apéry

Yoyons maintenant e cas Apéry. En juin 1978, aux Journdes Arith-
métigues de Marseille, Apéry annonca la preuwve de IMirrationalité de
o
1
L E [
$49 nlq T
pour & = 3 {I]. On savait depuis longtemps {Euler encore} gue pour tout
entier k=1
C{2k) = rpulk
ol 7, est un nombre rationnel {ié aux nombres de Bernoulli) (On pourra
consulter {3] p. 307 4 ee propos). Comme x est transcendant {voir {12]
p. §73}, il s’engudt gue F{2&) est (ranscendant donc irrationnel, Mais Jue
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dire de {(2&k+ 1) 7 La question est restée sans réponse jusqu’a la spectacu-
laire découverte d*Apéry dont on trouvera un ¢ompte rendu journalisti-
que dans [13] et un compte rendu scientifique, quoique plein d’humour,
dans [16]. Ajoutons qu’i ce jour, on ne connajt pas la nature arithméti-
que des nombres {(2k+ 1) pour k32,

Voici le point de départ de la démonstration d’Apéry. On pose :

4, 4a,..4d
A, = 1 A, = 172" k-1 k=1.
x x(x+a). (x+ap_ )
Alors ay @y...dy_,

=4 — 4 k=1
{(x+a)(x+ay)...(c+ay) ¥~ Apyy k=D

d’on, par *‘télescopage’ :
® a,...d
r @) 4y g =A =
k=1 (x+ta))x+a,y)..(x+ap)

1
X
Bien entendu, la série peut fort bien éire divergente et, si on voulait &tre

rigoureux, on exigerait gque A, tende vers 0 quand & augmente indefini-
ment. Mais Apéry ne s’encombre pas de telles restrictions, 11 choisit en

effet x = n2eta, = — k% pour tout k> 1, Cela le conduit 4 la scandaleuse
egalité ;
T (Cr-! [k—1) 1 _ L
k=1 n(n? —1%)(n? -22),, ("2 -k m

Non seulement la série écrite diverge, mais encore tous les termes i partir
du ne sont infinis 1 Apéry poursuit cependant son calcul avec allégresse et
non sans humour :

T o1_ % ¥ 1 __e-nw
n=1 n? n=1 k=I n(n?—1%)...(n?2— k%)

puis, aprés quelques manipulations d’aspect assez traditionnel et grice a
une bonne compréhension des formules impliquées, il aboutit 4 1’égalité

oo
% PR ﬁ
: = Uy
qui, a défaut de prouver immédiatement I’irrationalité de & (3), converge
mieux que n~3. (Rappelons qu'unc série de nombres rationnels, rapide-
ment convergente, a une somme_irrationnelle, voire méme transcen-
dante : pensez au nombre de Liouville : £10—" ). Il va sans dire que la
formule d’Apéry est exacte, ¢'est-a-dire qu'il en existe une preuve rigou-
reuse {(voir [18]).

L'étape suivante de la méthode d’ Apéry consiste 4 faire converger sa
série plusg rapidement encore et de pouvoir alors conclure A I'irrationalité
de ¥ (3). Cette étape est longue. Ses calculs sont souvent complexes,
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mysténieux ¢t elliptiques, &t nous ne pensons pas utile de poursuivre
Yanalyse de 34 preuve car depuis octobre 1978 i existe une seconde preuve
plis rapide et plus simple due A Beokers, Nous 'exposersns au paragra-
phe 7.

Quoi gu’il en soii, Apéry a découveri la démonstration (¢'est-a-dire,
il en a décrii toutes les étapes). Mals il n’a pas voulu démontrer {¢’est-3-
dire, il n’a pas voulu écrire en syntaxe mathématique les détails de la
démnonstraiion). Peu de temps aprés la conférence de Marseille, Henri
Cohen (alors de 'Université de Bordeaux, maintenant & Grenoble) et A,
Van der Poorien (Australien}, aves I'aide de I3, Zagier {Américain) ong
réussi & combler les trous apparents et 3 “‘Bgaliser*’ les calouls d* Apéey.
Leur tiche était difficile «f s Pexploit d'Apéry 51 tout 2 fakt &onnant,
Fexploit de Cohen, de Yan der Poorten et de Zagier n'en €3t pas moins
remarquable. (D'aprés le compte rendu de .3 Recherche {131, H. Lenstra
aurait participé a fa mise en forme. C’est une erreur.)

3. Fractions continues et nombres irrationnels

1§ est temps de fairg un peu de mathématiques. Pour prouver qu'un
nombre § est irrationnel, il suffit de mettve en évidence une suite infinie de
nonnbres rationnels p /g, tels gue p,/gq, %0 ¢t tels que

4,8 — p,— Qquand 5 -~ o0,
1l convient dong de construire de ““bonnes gpproximations rationnelles”

du pombre 8. Une méthode consiste & construire une fraction continue
gui converge vers 4.

On sait gu’en particulier, Iz fraction continye réguliére de § ;
i

{
Ay ———— a, ©N* pour tout #,

8:00“"

a'z +“‘-‘

fournit Jes “‘meilleures’” appronimations rationnelles de # en ce sens gue
la n® réduite

qn ay -{M._.
+

1
aﬁ
vérifie

(€, 0 — p,| < |gb - pi
pour tout g <g,, et tout p€ Z, Malheurcusement, on ne sait pas toujours
gonstruire Ja fraction continue régulidre de 8. Nous indiquons ci-dessous

. une méthode pour construire dans certains cas des fractions continues
non régulidres. La méthode suggdre la démonstration de Virrationalité de
¢ {3). (Sur les fractions continues, voir [1Z] & [17]).
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6. Polynfmes et fractions continues de Stieltjes
Sait p une mesure positive sur R {gu’on supposera diffuse) telle que

tes moments
& = f ¢ dg (0
R

existent pour tout 230, On sait qu’on peut construire une suite de poly-
ndémes Py, P, Py,... de degrés respectifs 0, 1, 2... tels gque

- Qsinstm
B, (0) P (1) duls) =
R non nul §i B=m,

D tels polyndines sont dits orthogonaux par rapport A la mesure g, On
peut monirer qu’enire (rois polyndmes conséeutifs il existe une refation de
récurrence de la forme

Pl = loy X048, ,3) Pplx) + v, P, (2.
Cela prouve gque P (x) est le dénominatenr de fa fraction continue
Ya

ay By + 1

f.!pr'*ﬁg L Ta— Y2

troniguée a Pordre a{n® réduite).
Considérons alors la fonction
[+~

X} =~ L ‘n
o A= xn+l

et admetions que ia série converge pour au moins un¢ valeur fimie de x.
Alors, pour tout x intérieur au domaine de convergence,

_ e Y i - duif)
Sy = By fntﬁd{&(f}“ R Xl

Par ailleurs, & la suite de polyndmes orthogonraux P, est associée la

suite de polyndmes oA _
O, = " | P auto

On monire que Q,{x)/P,(x} estla n* réduite de la fraction continue pré-
cédente et que
)
¢ € Cap_ of
Q”{X}x-?-+—i-+...+ 2”;+ b dia
Pix) x

X2 x2n madn xm+l

Ainsi, la suite de fractions rationgelles Q. (x)/P.(x} tend vers v
{sans condition pour la topologie x~ ! —adigue, sous certaines conditions
pour la convergence ponctuelle).

fHustrons ces calewls par deux choix explicites de Ja mesure p.
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Exempie £ On prend
d¢ sur {0, i}

du(ny = )
t Q0 ailleurs,
Ies polyndmes P, {x] sont alors les polyndmes de Legendre ;
S T _
P fx) = ?t_' W(x‘“ﬂ X",
ct la fonetion fest

i

S = f S s -
¢ x—i X

En particulier, la suite de nombres raticanels ~Q (- 1}/P(~-1)

converge suffisamment eapidemeni pour é&ablir I'irrationatité de Log 2

{vair {4], [7] et {B]B.

Exemple 2 ;: On choisit
s e~ dy pour {0

dp(ny =
Q pour {0
Les polvndmes orthogonaux sont les polyndmes de Laguerre :
e¥ " -
Lgx) = — ——{x"e™)
g nt dx”

La théorie conduit alors naturellement A 1a fraction continue dont il a éé
fait mention au paragraphe 3 :

@™
f e di = 1
g I+t 2 1#

b
i 2

Venons-en maintenant 4 la preuve de Utreationalité de r{3} suivant
F. Beakers, laguelle s’inspire des idées développées ci-dessus.

7. Irrationalité de (3) (d’aprés F. Beukers [3]}

Notons que 1 |
r{ = J‘ dxdy
4 0o 1-x¥

I pl HPS P
m)m--’—f J‘ loge) axdyzif (J ey
2 Jo Jp - 2 S0 S0 P-{l-x)2
2%
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(Pour calculer une intégrale de la forme f Fx) Log x|
on peut calculer ’intégrale f Jix) x¥ dx |, puis dériver par rapport & o

et faire tendre o vers ().
La démonsiration de irrationalité de { (3) repose sur e résuliat suivant :

Eemme
Sotent Ax}) ¢t 3} denx polyndmes de degré inférieur & o ¢t & coefii-
clents entiers. Si J, dénefe le plus petit commun multiple de 1,2,,..,n, 0n 5 ;

1 p
s Py Q) _ A+ B2
i A BN dedy =

I — x¥ ,

1
PX) QX e drdz = A1 B13)
ff.ol-—(! -z e E,,

oh A et B sont des entiers,
Preuve
Par lindarité, on est amené A calculer les intégrales :

;- f‘ L v ysaxdy
= Xydxdy
0 Jo 1 —xy
1 1
“':"Lff P ayededyds 1 ff Losth w4
P S Jo 1-i1-w% 1 — xy

On établit facilement les résuliats suivants
i

Sir=s: I, = 2y - (—+§+..+ }E"}
- S N § L
I = (3} (13 + 5 + et 5
. i 1 1 1
8rmg I = { + SO
™ r-5 s+1 542 r)

i

¥ . L { ! + ! ot i}

r—s l{s+1R (s+2)2 r
Qi r 2t & sont des entiers n'excédant pas n, les intégrales considérdes ont
bien la forme annoncés dans ie lemme,

Choisissons maintenani P ¢t O égaux au ne polynome de Legendre P, :

P = Q) = P9 = i! —[mmx)"
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On vérifiera que ce polyndme est & coefficients entiers :

n
Py = B cict -0k,
If s’agit alors d*évaluer PPintégrale triple
:_. f f f P PrOY 4y 4y az
[t ¢ Rk 14
En intdgrant 4 fms par parties par rapport 4 x, on obtient :
n _ "
= 1 f f f )" (1—x)" Poly) dx dy dz
(1 {1 =xpyzyr+!

ie changemcm de variable

N . S
F—-{l-xyz
conduit 3
1 11 i
Inn}“(“l)nf j, f (l—-x)”{luw)”-——-uMmmdxdydw‘
2 0 J0 Jo 1 (1 —~xyyw

Enfin, en iniégrant n fois par parties par rapport & y, I, se met sous la
forme

;ng_f‘ f’ LW - - g
(A~ +1

H est facile de montrer gue ©
O xyw(t —x}{1 —yHt —w) % (VI — l}“
1={1l-xyhv
pour tout x, ¥, w & 0, 1[.
On en dédult ;
0< |4, + B, 1®d? <¢GHE- 1™
ou A, et B, sont des entiers.
On sait d’autre part que le nombre &, satisfait pour tont n P'inégalité
d, =3
(Pour une démonsiration &émeniaire de ce résultat, voir [10D).
0On a alors
6<|A, + B, 1D < (3 3”{{?— 14

um( )

prouvant irrationalicé de {(3).
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