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Des j;reblémes et des outils pour les
résoudre

par Daviel LENMANN, U.E.R. de mathdmatiques, Université des Scien-
ces et des Technigues, Lifle

Mon intention n’est pas de faire une conférence techmigue sur ia
facon de rédiger un texte de probiéme ou d'en faire chercher la solution,
mais plutdt de discuter la facon dont le rdle gue I'on attribue aux probid-
mes peut commander toute la philosophie que 'on a des mathémeiiques
ainsi gque {8 vision qu'on en transmet aux éléves, via enseignement :
science ou scientisme ? Telle est la question. 1ne étude technique ne peut
avoir de sens qu’en fonction d’un tef choix philosophique, fait au préala-
bie, en toute connaissance de cause. Or, gussi corieux gue cela puisse
paraitre, trés rares sont les étudiants de mathématiques 4 qui Von 2
demandé de r&f1&chir sur ce que ¢’était que *‘faire des mathématiques®”,
de sorte guune fols devenus professeurs, leur enscignement repose sou-
vent sur une idéologie gu’ils n’ont pas vraiment choisie, ne Payant pas
vraiient explicitée,

J'en veux pour preuve une petite expérience faite & différentes repri-
5¢s avec des professeurs staglaires & PEREM on avee des dtudiants de mat-
rise. Je proposais parfois aux uns et aux autres de.débaltre entre cux sur
un théme douné, Parmi ces thémes, 1'un d°cux était rédigé aingd, de fagon
volontairement ambigut : ““Quel est le rle de Faxiometigue et ds forma-
lisme par comparaison avec lea autres {ypes d’activités mathématiques 7°*
1t s'est passé & chague fols le méme phénoméne ; la. majorité des partici-
pants au débat étaient bloqués dés je dépant parce qu'ils se demandaient
quels pouvaient bien Btre ““ces autres types d’activités mathématigues™
auxquels il était fait aliusion. Tani Mien que mal, ils finissaient par penser 4
des activitd&s de rangement ou classement & *école'maternelle, ou bien &
des applications des mathématiques 3 d'sutres disciplines. Mais, dés
qu'on restait & I’intécieur des mathématiques, ef 4 un niveau au Moins
£gal A celui de I'enseignement sccondaire, i y avait, duns Pesprit de la
majorité, identification A peu prés compiéte entre “mathématiques™ et
“formalisme”, Il ne s’agit pas ici de leur jeter la pierre : ils ne font que
refléter 1"état d’esprit de 'enseignement qu'’ils ont regu et dont nous som-
mes responsables, Simplement, leur réaction est signifmt.ivc de et éat
d’esprit. {Je dois d’ailleurs & la vérité d’ajouter qu’ill s’est trouvé agssi, 3
chaque fois, yne petite minorité pour défendre une conception moins
. scholastique €1 replacer le formalisme dass son contexte, maxs il était clair
que sa thése comunengait par choquer).

Bien entendu, e sujet méme de c4t exposé, consacré aux problémes et
exercices, suggére d’accorder A ceux-ci une cettaine place dans activité
mathématigtie ¢t son cnscignemient, ne scraii-ce qus pour réagir contre la
conception, unanimement dénoncée, d*un cnoseignement magistral admi-
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nistré A des éidves passifs. Tant gu’on en reste a ce niveau de généralité,
tout le monde sera d’accord {dw moins en principe, car en pratigue, avee
des programrmes qui nie 8"y prétent pas, le manque de tempg €t ia routine,
c'est une autre affaire 1). Mais dé& que Pon approfondit un petit peu le
rhle véritable des exercices et des problémes, les choses sont loin d’_&tre
augsi simples, Glaeser ¢n 2 proposé par exemple une classification ¢n six
catégories, selon I’ artitude qu'il ’agit de sasciter chez I*éldve : apprendre.
chexcher, s’ entrainer, appiiquer la théotie, bricoler, faire valoir ses aptita-
des et connaissances. Mais il faudrait aussi discuter de l'ambiguité de cer-
taines de ces atditudes, Sans méme insister sar le fait que la dernitre (zire
valoir ses aptitudes et connaissances) influence toutes les autres, tnt & est
vrai que Ia fonction éducative de Penseignement est aliénde par sa fonc-
tion sélective, que signifient par exemple des expressions comme
““apprendre” ou “‘appliquer la théone” ? La cuestion est moins académi-
aive qu'll 1'y paraie, Glacser précise dans le méme article | “*La pédagogle
de Pexposition n*spprécie guére Iinsertion d’exemples d’iflustration dans
un exposé théorique : ce serait une digression gui dérangerait 1" Architec-
ture de la Mathématique, L& pédagogue a cependant de multiples raisons
pour chercher 4 appliquer ce qu'il enseigne™ . Bt Glaeser, aprés avoir évo-
qué de fagon nuarncée parmi ces raisons “la nécessitd dala j‘ormatio_n pro-
fessionnelle*’, cite ensuite la motivation ; ““Les applications Jmnt, dit-il,
un rdie publicitaire, un rbie de propagande vis-d-vis de certains éléves ;
principalement cenx Gitd he se sentent pag intéressés par 1*étude de mathé-
matiques pour eliss.mémes’. .

Sans ergoter sur le fait gue certaines motivations et certaines applim-
-tions peuvent aussi &tre internes aux mathématiques, on peut résumer
cette thése ainsi ; *Les exempies et exercices d’application permeitent de
mieux faire comprendre et apprendre Ia théorie™. Eo fait, sous son appa-
retice anodine, ¢& licn commun suggéte Bmplicittment qu’snseigner les
mathématigues consisterait d'abord A transmettre un certain savaoir cons-
titué csgentielloment par les théories, tandis que les exercices ef problémes
correspondants (quand ils existent 1) ne séraient plus alors, dans ls majo-
rité des cas, que de simples technigues pédagogiqnes destinées & faciliter
- I"assimiiation de ce savoir. 1 est une autre conception, qui consiste & par-
- 4ir de prabiémes gue Pon peut amener les Sléves ou les édiants 4 se poser
plus ou moins naturellement, ¢t & forger avec eux "outil — en Voccur-
rence fa théorie — qui permetira de résoudre ces problémes ainsi que
d*autres du méme genre {ef qui d’ailleurs en engemdreront d*autres 3 leur
tour : c’est une guestion sur laguetle nous reviendrons plus loin). Dans e
premier cas, on privilégie un savoir formel, dont on pourrait croire que
- ¢'est presque un miracle qu’il ait des gpplications. Ces applications, d’ail-
-lears, on n’aura pas forcément le temps de les traiter, si "on veut terminer
ie programme, celui<i faisant en généra! beaugoup plus référence aux
théories formelles, voire 4 de simples définitions, qu’h leurs applications
4 des résultats profonds et 3 ia résolution de problénes. Le mot ““applica-
tion® contient & Iui sen! une connotation de hidrarchie qui renforce ce
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phénoméne {ceite hidrarchie se matérialisant rdy explicitement dans
- "enseignement supéricer par le fait gue on y confie souvent l¢ cours
théorique (dit “‘magistral™’) sux professeurs et maitres de conférences,
laissant les applications, exercices et probifmes aux assistants}. Dans le
second ©as, au contraire, on part da principe gue Pessentiel des mativéma-
tiques consiste 4 poser, chercher et résoudre des probiémes, & conjecturer
des résultats, A les démontrer ou 3 les infirmer en constrodisant des contre-
exemples. Que, pour cela, on puisse avoir besoin d’outils, tels par exem-
-ple une définition qui permet de micux formuler une guestion o5 un
.énoncé, une axiomatisation qul permet de micux analyser J¢ champ de
validité d’un raisonnement et 4'Bire en mestrs de Putiliser dans d'autres
situations que celles prévues initialement, ou de sorites”® et lemmes techni-
ques Jqui permettent d’avoir Iesprit plus libre une fois débarrassé de cer-
taines virifications fastidieuses, o’est absolument $vident ! Mais ces géfi-
nitions et ces théories, axiomatisations, constructions formelles, sorites,
ne devrgient rester que des outils ¢t non constituer une fin en soi, ou 2tre
développés A un point tei que ies vrais problémes, ravalés au rang de sim-
ples “applications’”, n'auraient m@me plus toujours le temps d*#re abor-
dés : des outils n*ont d’intérét que si I’on 8’en gert, et non si I'on se con-
tente de suggdrer qu’ils admettent des “applications’’. Ce mot, d’ailleurs,
dont nous avons pius haut signalé fe danger, est finalemesnt impropre ap
moins dans un grand snombre de ¢cas @ un outil ne-s"applique pas, it s"uti-
fise ! Bien entendu, il est arrivé souvent, historiquement, gque e dévelop-
pement d'one théorie - congue initialement pour résoudre certains
problémes — ait engendré sa propre problématique, gui a parfois sup-
planté 1"ancienne. Ceci ne nous parail pas contradictoire svec ce qui pré-
cdde, essentiel étant en effet de partir d'une problématique, of d’une
problématique ‘“naturelie™. Bvidemitent, cette notion est trés subjective,
aussi subjective que celle de “‘motivation’, et doit donc 8tre adaptée 2
chague classe, si ce n'est A chaque éiéve : alle n’en a pas moins ube signifi-
cation pédagogique trés claire |
Nous allons maintenant tenter d'fllustrer notre thése, en choisissant
des exemples i des niveaux vari¢s. Nous parlerons successivement :

— dePenseignernent des fractmns et nombres rationnels & 1"école élémen-
taire ¢t au ¢collidge,

— de la géométrie éiémentaire dans V'enseignement secondaire,

- de topologie géndrale, ainsi qire d'autres théories, telies les distribu-
tions, Ia théorie de Galois, ou Iz géométrie différentielle dans Penseigne-
ment supérieur.

Commengons dosc par Uenscignement des fractions, au cors moyen
de Pécole émentnire, L idée a paru sé&duisante, au moins aux auteurs du
programme 1970, d’essayer de donner — des fractions — une définition
3 la fois simple et rigoureuse, permetiant de bannir kes discours — jugés

* [ para¥ que le mot “'soriie®” est mal connw, O désigne per B un résulkiat dont la démons-
tration est autonatige {c'est-A-dire consiste ¢n vérifications immegdistes & partir des défini-
tions), et dont Pintérét ressort plutdt du lemme techmigue gue du théoréme fondamenatal
{exemple @ [a inéarité de la dérivation),
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ciseux — sur les paris de tarte. Actuellement, 3 /4 est officiellement, su
cours moyen, Popérsteur qui consiste & composer 1a multiplication par 3
¢t ia division par 4 {dans 1"ordre gue Pon voudra, bien enténdn) ; Pégalité
des fractions 3/4 et 6/ 8 tient 4 1"égalité des opérateurs ; quant au produit
des fractions 3/4 et § /& par exemple, on fe définit a priori comme fe com-
© paosé des 2 opératenrs correspondants | puisqgue ladivision par 1 est I"apé-
rateur identité, Pinclusion des naturels dans "ensemble des nouveaux
nombres introdaiia (qu'on tes appelle “rationnels’’, *‘fractionnaires”, ou
tout ce qu’on voudsa, peu importe pour l'instant 1), ainsi que lg propriété
qu’a le produit des fractions de prolonger le produit des naturels, se
voient sans difficulié. Remarguons tout d’abord que la simplicité de Ia
méthode n'est qu'apparente, si 'on veut que la présentation soit rigeu-
rease {c¢ qui yemble bien Stre son but} : Popérateur 3/4 nest en effet
défini, a priori, que sur les multiples de 4, tandis que 6/ 8 Pest sur iez mui-
tiples de & ; lo composé. des opératenrs 3/4 et 576 n'est — de
méme — défini a priori gae sur les multiples du PPCM 12 des dénomina-
feurs 4 ¢f 6 ; oo n'est qu'a posterioni gne ces opérateurs peuvent (et
devraient) étre prolongés i I"ensemble de tous les naturels ot méme de tous
les nombres rationnels. Bh bien, je ne souhaiterais pas avoir 3 expliguer
personnecklement ces nuances A dey éléves du cours moyen | Mais ce nlest
pas tout : Paddition des fractioss, s’intégrant mal A& ce contexie, a
&té — purement et simplement — supprimés du programme, ¢t n’est cen-
sée &tre fudiée actuellenient qu’m classe de Trodsidme. Qu’on me com-
prenne bien ! Le fait de suppnma‘ unie rubrique d’nn ProgTAmnIc n'est
pas choquant en 30i : o€ qui est choquant, c’est {a raison de la suppres-
sion. A ma connaissance, en effet, personne n’a encore défenduy la thése
que I*addition dos fractions ne servait plus A rien, ou éait bien moing utile
gue le produit, La seule raison de sa suppression du prograrame du C.M.
est son inadéquation i la méthode des opérateurs imposée a priosi, alors
gu'au contraire cette inadéguation aurait d@ &tre percue comme le
symptdme de U'inadaptation de cette méthode (cet “‘outi’’) & un bat,
c’est-3-dire 4 une probiématique qu’on aurait dd définir a priori, C'est
danc bien un exemple de déification de "outil, an détriment de 'objet
dont il est censé permeitre 1"dtude.

" Je conpais en gros, trois méthodes de présentation des fractions &f
nonibres raticnnels ;
- optle des opérateurs, évoquée ci-dessus,
Do ceite des classes d'équivaiences de couples {p, g} pour la refation
pg-=p'q
- gefle des “‘changements d’unité”,

A quelles problématigues peuvent corresponcdre chacune de ces trots

proposiions ?
~ L4 méthode des “opérateurs” semble bien adaptée au probléme sui-
vant : étant donné un entier g plus grand que O, fa division par g est une
application gui a’est définie a priori que sur les entiers multipics de g ; on
désire agrandir Pensemble des nombres pour pouvoir la défimr sur
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‘ensemble de tous les entiers. Y avoue avoir quelques doutes sur 1a possi-
bilité de faire comprendre ce probléme 2 des enfants du cours movyen, et
de leur donner envie de Je résoudre. Or, sans gette problématique prise
comme podnt de départ, 14 méthode reléve de Partifice pur et simple, car
pourguoi composer sinon des multiplications et des divisions, pourqued
pas des extractions de racine carrée avee des soustractions ou toute guire
opération que 1'an voudra ? [On pourrait, en particulier, construire les
entiers relatifs par composition d*additions et de soustractions, Fourquoi
cette construction est-clie jugée trop abstraite pour le C.M. et pas cclie des
nembres rationnels fondée sur le méme principe 7.

- La méthode des classes d’équivalence de couples d’entiers (p.¢) (g +0)
pour la relation pg” = p'g semble fournir la construction précise dont on
a besoin pour vérifier les propriéids classiques de Q ou Q" {plus ou moins résu-
mées dans Pénoncé suivant : § st un corps comenutatif, de caractéristique 0,
totalement ordonné, archimédien). L’utilité éventuelle de la méthode
reléve done de ce gu’on appelle conumunément *‘les régles du caloul aigs-
brique’®. Le probléme de préciser définitivement ces régles, méme lifnité 4
certaines d*entre elles, ne s& pose guére avant gque les nombres sois-
jacents mient été suffisanument manipulés, si Peon veut que ces régles ne
paraissent pas artificielies 2t ne soient pas parachutées. En pratique, cela
signifte qu’il ne saurait 8tre question de faire allusion A ce genre de présen.
tation avant les classes de Quatriéme ou Treisidme. Méme 4 ce niveau, les
difficultés pédagogiques de ia méthode sont considérables : citons-en
denx i titre ¢'exemple. La premidre concerne le processus mental gui con-
siste & définir un objet comme ane classe d'équivalence : beancoup d’élé-
veg de faculeé n’en sont pas capables, La seconde concerne Iz définition
de I'addition : conformément aux programmes actuels, certains dléves de
Quatritme n'ont encore jamass vi Paddition des fractions : leur parachu-
ter la régle {p,g) + (v’ @) = {pg’ + gp’, qg’} sans aucyne motiva-
tion, comtme on le fait parfols, reléve alors du délire ; quel rapport Péléve
de Quatritme peut-it y voir avec la fraction de tarte constitude par I'addi-
tion d'un tiers plus unt guart ?

— La toisidgme méthode, dite des *“changements d’unité”, correspond
précisément 3 ia manipulation des parts de tarte, des quarts d’heure, des
mi-cheming, et des miltimatres : on introduit de nouvelles untds, gui sont
des fractions de 'ancienne : on apprend A utilisér des millimétres gussi
bien gue des kilomaétres, des soixantidmes de minutes aussi bien que des
heures, ef¢... La “réduction des fractions au méme dénominateur™ n'est
évidemment vien dautre que Vexpression de deux grandeurs dans ia
méme unité, Quant 3 I"abstraction qui consiste A passer du tiers de tarte
au nombre 1 /3, elle ¢st exactement la méme que cefle — réclamdée des £1é-
ves d8s I cours préparatcire — qui consiste 4 passer d'un ensemble de 3
billes ay nombre 3, C'est dire qu’A mon avis, senle catte troisidme
méthode peus relever d’une probiématique naturelle pour des enfants du
cours movyen, {a théorie des giteaux d’anniversaire étant, ma fof, tont
aussi aobie que celle des extensions d'un ensemble de nombres ou celle
des corps totalement ordonnés, Elle est certainement beaucoup plus moti-
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vante pour des enfants de dix ans, ¢t je dirai méme gu'il faut 'avoir
d*abord assimilée pour comprendre les théories suivantes. Bien sfir, elle
présente deg difficultés, que les instituteurs connaissent mieux Jque moi,
Mais ces difficnités sont inhérentes au sujet Stahié, qui est difficile, et les
masquer par des artifices n'est pas une fagon sérieuse de les résoudre,

Discutons & présent de 1'enseignement de la géom#étrie dans le secon-
daire 3 partir de la Quatridme., Quelle st la situation actuelle ? On v déve-
loppe essentiellerment en Quatriéme et Troisiéme un échafaudage axioma-
fique “*édlémentaire’’ {c*ast-a-dire A base d’aziomes de type beuristique, et
pon ’algebre linéaire), de type affine en Quatriéme o métrique en Troi-
sidme. Puis, & partic de la Seconde, on y introduit progressivement 1'axio-
matigue des espaces affines associés  un esparce vectorie! réel de dimen-
sion X ou 3, avec produit scalaire. Ces programmes contiensent surtout
des définitions, et fort pen de ré&suliats ‘“intéressants” (entends par
“‘intéressanis’” : capables d'““accrocher’” les &lves auxquels ils s’adres-
sent parce gu’ils sont 4 la fois faciles A énoncer dans wn langage simple et
A voir sur une figure, ¢t en meme temps suffisamment curisux ou &on-
nanis pour faire comprendre aux &léves la négessité d’une
démonstration). Il semblerait que ¢ hut de 'axiomatique Eémentaire
proposée en CGuatridme et ¢n Troisidme soit de préparer 3 celle de Palgé.
bre lindaire avec produit scalaire ; quant 4 celfeci — introduite dans le
second cycle — il semblerait qu elle prépare A des calculs de géométrie
analytique (au sens de Descartes), qui seront faits plus tard, 3 Punivessité.
Tout ceci repose sur un gigantesgite malentendu, fondé sur une jgnorance
compléte de Putilité des axiomatiques en géomiéirie, de c& quest a gdo-
métrie et des motivations accessibles aux éidves,

Tout d’abord I distinction (") “affine”” en Quatridme ot '*métrique”
en Troisiéme est — A ce niveau — une absurdité aussi bien scientifique
que pédagogique : une propriéié affine (resp. métrigue) est, en effet, une
proprif&sé invariante par le groupe affine {resp. par le groupe mérique ou
conforme). Faute de définir le groupe affine par exemple {ef ce serait bien
abstrait de commencer par Ja Ia géométrie de Quatridéme), la notion de
propriéié affine n’a striciement aucun sens ; elle se traduit par des inter-
dits imposés aux ééves de fagon purement artificielle : ils ont ““le droit*”
de voir des paralidles, des milieux de segments, des rapports de longuenr
de segment A condition (Dieu 5ait pourquoi ) que ceux-ci soient portés
par des droites paralléies ; mais i} leur est interdit de voir des longueurs ,
des perpendiculaires, des eercles des angles {alors qu’ils en ont mampuié
depuis longtemps).

Ensuite, il n'est pas beaoir; d’étre parti d'une axiomatique diémentaire, “a
la Choguet””, pour arriver & celle des espaces vectoriels avec produit sca-
laire, C’¢st par des manipulations géométrigues qu'en aménera progressi-
vement les ldves A un niveau ol les axiomes de {"algébre lindaire devien-

{*) Le dermier projet officiel, dont jo vwiens d'avolr contakssnce, supprime heursismnent
vette dishnetion.

6l




Bulletin de 'APMEP n°317 - Février 1979

dront faciles ¥ admetire, ¢f non par la démonstration rigourense d*une
équivalence entre deux axiomasatiques, dont la premidre — qualifiée
d’élémentaire — st trés lourde et pénible 3 mamier. De toute fagon,
I"introduction du produit scalnire ne saurait étre le but ultime de la géo-
méirie pendant deux ans, J1 pourrait &re cependant intéressant 4 &udier
certains axiomes &léméntaires, tels axiome d’incidence (par deux points
distincts passe une droite <t une seule} ou Paxiome d’Euclide (par tout
point passe une paralidle 3 une droite donnde et une seale), dans i€ but de
comparer ia péométrie suclidienne avec dautres gbométries suffisamment
simples {telles celie de la sphire ~ la Terre en géographic —, celle du
cdne ou du cylindre), A condition bien enlendu dese moquer &perdument
d’avoir nn systéme d’axdomes complet (4 la Hilbert). Hélas, cette compa-
raison n'egt nullement sugpérée dans les programmes actuels, ni d’ailleurs
dans les projets dont i'ai connaissance. Quani & 'axiomatique des espaces
vectoriels avec produit scalaire, introdume dans le second cycle, chacun
sait qu'elle est extrémement puissants ¢t utile. Mais utile 4 quoi ? Il sem-
bile maltheureusement gue ia guestion re soit pas posée, car nul usage
sérieux n'en est ensuite recornmandé {mis & part la démeonsiration d’upe
ou deux formules trigonométriques du fype a’ = b' + ¢* - Zbc cos A).
On a méme "impression, dans la pratigue, que le but ultime sembie #tre
d*avoir — epfin ~— une définition “‘rigoureuse’ des angles grice ag pro-
Juit scataire, ce gui signifie qu’on les surait ignords avant. J'en veux pour
preuve cette prétention que I"on a parfois en Seconde de classer toutes les
formes bilinéaires symétriques définies positives gue 'on peut mettre yur
un espace de dimension 2.

Quel rappori ceite classification a-t-elle avec 'utilisation d'ua pro-
duit scalaire précis, d'origine heuristigue, pour démontrer des propriétés
de figures 7 Car enfin, ¢*est Ik que réside le principal malentendu. La géo-
métrle, ¢’ast d’abord 1'&ude de figures (dans 'espace de dimension 2}, ou
plus génératement de *‘configurations’’ (dons un espace de dimension
quelcongue). Que Paxiomatique des espaces affines avec un produit sca-
laire, ou 'étude des iransformations de ces espaces, puissent &cre des
outils trés puissants pour étudier ces figures, c'est évident ! Que Pon
puisse également se passer de démontrer {ous les résultats de le géométrie
traditionnelle, je 'accords bien volontiers, 2 condition toutefois qu'l en
reste & démontrer, €t qui soient “intéressants’ {Hu sens que j"ad prévcisé
pius haut). Maig je suis en désaccord complet avee Dievdonné quand i
préconise de remplacer fes figures par les transformations : les transfor-
mations deivent précisément servir & étudier les figures, ef la meilleure
facon (et la seule & ma connaissance 1) ds suggérer par le dessin ce qu'est
une transformation, ¢'est précisément de dessiner une figure et sa trans-
formée, Dieudonné méprise enfin les théorémes classiques de géométrie,
sous préexte gu’ils sont devenus faciles 3 démonirer, ou gue les cher-
cheurs actuels en mathématicques n'en font nul usage. 1’ai plusieurs objec-
tions majeures A ce point de vue. La premiére, c'est que I'ingérét d’un
résultat est une notion toute relstive, qu’on ne saurait juger en fonction
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du seul critére de I'état actuel de Is recherche mathématique on de la diffi-
culté de sa démonstration. I est d’abord incohérent d'introduire un bel
outil, spsceptible de rendre “trivial® Ia démonstration d'un résultat jugé
autrefois difficile, et de négliger ensuiie cetie démonstration sous le pré-
texte qu’elie est devenue triviale : comparer les deux démonstrations du
résultat celéverait d'une meilloure pédagogie et justifierait mieux la cons-
truction de "outil. Ensuite, un résultat peut étre intéressant de par sen
énoncé, indépendamment de la difficulté de sa démonstration : J’ai parlé
tout 3 I’heure de I'avantage pédagogique qu’il pouvait y avoir & allé&cher
un néophyte en lui monirant des curiosités qui se voient et s"énoncent
facilemernit, mais ne soot pas ‘“évidentes’” a priori. Enfin, la difficulté, en
mathémaiique, n'est pas toujours de démontrer un résultat, mais souvent
de le conjecturer. Je serais curieux de savoir, par exemple, dans guelle
catégorie il faut classer un théorétne comme la constance de ’arc capable

quand M parcourt un cercle (ou arc) passant par A et B, Bst-ce un
théoréme qui w'intéresse plus les chercheurs d’aujourd’hui, ou qu’ils
n'ont pas besoin de connaitre 7 Faut-il ne le démontrer que par des calenls
de géométrie analvtique, et alors dans quelle classe ¥ Au lycde ? En
faculé 7 Faut-il se faire une régle absolue de ne surtout pas faire de dessin
en V'énoncant 7 Ce qui me chogue surtout dans a thise de Dieudonné,
" telle gu'ii i*a développée dans son livre * Algébre linéaire et géoméirie &é-
mentaire’’, c'est que les problémes qu'il suggére, en remplacement de ceux
qu’il fustige, relévent presque tous — sauf oubli de ma part — de I"algé-
bre, ¢t non de la géométrie, Son livre, dans lequet il s’est fait un point
d’honneur de ne pas metire une seule figure, est une illustraiion parfaite
{si j’ose dire 1} de cette déification de 'outil au détriment des problémes,
ou — si 'on préfére — reléve d’une sorte “*d’adoration du veau d*or™
qui consiste A remplacer la géoméirie par sa représentation algébrigue.
Meme en ce qui concerne les préoccupations actuelles des cherchenrs en
mathématiques, je ne partage pas le point de vue de Dieudommé, D'unc
part, si certaing des résultats algébriques qu’il suggére ont une portée trés
générale &t des applications fécondes, tel n’est pas le cas de tous, et Pima-
gine voloniiers 'un de ses successeurs qui vitupérera dans cinquante ans
contre c¢ fairas de résuliats dignes du “musée’” | Dautre part, §°il est
normal que les chercheurs daujourdhul s’intéeessent en prioritd aux pro-
blémes ouverts ¢t non & ceux qui sont résolus, tef n'est pas nécessairement
le cas de leors &udiants gui n’ont aucune raison de commaiire a priog les
problémes résolus, dés lors gu'on ne leur en a jamais parlé | Bn outse, la
recherche actuelle de ces problémes ouverts suppose fa connaissance de
pas mal de résultats ¢lassiques, que connaissent Dieudonné et les autses
académiciens qui suivent plus ou moins son point de vue, qui leur fournis-
. sent des exemples € un support matériel implicite. Les mémes théories
actuelles enseignées & des &tudiants ne disposan pas de ces exemples en
arridgre-pensée seront pour eux bien formelles ot reléveront en général du
verbalisme pur et simple. Et puis les problémes sont aussi affaire de godt
personnel. En fonction de quel critdre, aprés avoir fait référence “aux
grands problémes que nous ont 1égués nos aieux™, décréters-t-on que los
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problémes de construction: 2 la régle ¢t au compas sont sans intérdet et
dignes da musée, tandis, gue Putilisation des nombres de Fermat en arith-
métigue est d’>un 'intértt .pnmordlal 7 On & vu, dans le numéro 3135 du Bul-
ietin de I'A P.MLE.P., le lien qui existait entre les deux !

Diendonné me semblait mistix inspiré dans son livre de “Caleul infi-
nitésimal®’ qui contient une foule de beaux résuliafs classiques d*analyse,
“*Quand on a vu, écrit-il dans Ia préface, un dtudiant de 2ame ou Iéme
année de faculté des Sclences peiner pendant dix minutes pour faire un
changement de variables ou une intégration par parties, on fie peut qu'étre
prodigieusement agacéd, surtont {comme c'est parfois le cas) si le méme
#udiant assaisonne son gnorance d'un jargon prétentieux et inutile qu®il
n'a pas su davantage assimiler®”, H sait aussi que les dtudiants ne font sou-
vent gue singer de mauvais maftres : *“Les mathématiciens, ajoute-(-l, en
effet, qui font de Pabstraction pour 'amour de "abstraction sont le plus
souvent deg médiocres’ et il expligue gue ¢’est pour résoudre les “grands
problémes que nous ont légués nos prédécesseurs’’ que 'on a é1é amend &
développer de nouvelles netions abstraites gn assez grand nombre, Ajnsi
Dieudonné confiring bien que le formalisme e1 Jer abstractions ne sont
que des outils pour résoudre des problémes, ¢t que sans les probitmes les
outils sont parfaitement vains et pédants, Voyons, en effet, ce qui se passe
dans Penseignement supérieur. Bon gré, mal gré, celni-ci sert plus on
moins de mod#le aux futurs madires et ces défauts gue nous avons consia-
tés dans les enscignements éidmentaire et sccondaire £& savoir, essentizile-
ment, le manque de probiématique, et I'excés de formalisme), ne sont
souvent que le reflet des mémes défauts, qui ont eu d’abord cours dans
I"enseipnement supérieur et sont lein d’y avoir éié toujours corrigés.
Commencons par 'exemple de la topologic générale, 1 est bien clair que
Ies mathématiciens en fon: maintenant un usage universel, ¥ compris en
arithmétique et en algébre. Mais, initialement, lorsque la théorie qu'on
enseigne maintenant sous ce nom a é1é mise ay point, on avait essentielle-
ment deux grandes catégories d’espaces topologiques en arriérc-pensée,
cerrespondant 4 deux problématiques assez distibictes :

— d’une part, en analyse les espaces fonctionnels

— d'autre part, en géométrie les variéés topologiques de dimension finie
{courbes, surfaces, eic...).

Prenons, plus particulidrement, une nolion comme celie de compa-
cité. Quel est son intérét 7
— &1 analyse, elie est destinée essentiellement & fournir des théorémes
dexistence (par exemple, le théoréme de la représentation conforme on
"existence de solutions & certaines équations intégrales) ;
- efi géométrie, elle est destinée surtoui & restreindre iz catégorie des
variétés étudiées qui serait souvent — sinon - beaucoup trop vaste pour
gu’en puisse en dire quoi gue ce soit d’un peu sénenx.
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il est clair que ces utilisations de 1a notion de compacité doivent 8ire

indissofublement lides A son enseignement, qu’elles seules la justifient ot
gu'il y aurait donc lieu de distinguer clairement trois types de résultatsda
cancernant :
- Coux qui fournissent des critéres de compacité {que ces critéres sofent
des sorites comme par exemple ie fail que toute partie fermée d’ua com-
pact est compacte, ou des théorémes plus difficiles 4 démontrer comme
celui d’Ascoli ou celut sur les families normales de Montel},

- ceux qui fournissent le moyen d'utiliser la commpacité en pratigue :

& touts fonction numdrique sur un compact est borndée et atfeint sa borne
. supérieure,

* tout espace compact est complet,

= 1onte fonction continue sur un compact est uniformément continue,

— ¢eux, enfin, qui utilisent axplicitement la compacité pour démontrer
des théordmes en analyse ou en topologie ou pius généralement en dehors
de la topologie générale.,

Sans ces cistinctions ¢t cette glassification, gue j'avoune &re le pre-
mier A n'avoir pas su toujours faire, et sans ces utiligations, Penseigne-
ment de la compacité n'est gu’un magma informe, donnant une pistre
ide de Vintérét de ia théorie, Les exemples analogues sont aombreux .
dans Penseignement supéricur. Pourguoi, par exemple, enscigner des
sorites formelles sur les espaces vectoriels topoelogiques et les disteibu-
tions, si leur #Ble d’ontil n’appareit nulle part (par exemple, disposer
d’espaces fonctionnels suffisamment grands pour que cettaines éguations
aux dérivées partielles puissent y avoir des solutions) T Pourguoi traiter de
12 théorie des extensions de corjss, si 'on he s'en sett pas pour deg problé.
mes pratigues comme par exemple les problémes de construction & la régle
et au compas ou Iz résolution par radicaux d’une équation algébrigue (i
faut et il suffit que Je groupe de Galols soit résoluble ; gu’est-ce que cela
cela veut dire 7 Pourquol ne Pest-if pas pour i’éqna:wn la plus géndrale de
degré ndésguen = 5 7). A guoi sert gn cours de géométrie dig’ergnnene .
ot I'on se contente de manipuler des sorites a1 des définitions, sans jamais
tien démontrer de profond ? Pourquod un cours de topalogze algébrique,
st I'on n’y fait que définir des foncteurs gu’on n'a * '‘plus le temps® d*utili-
ser ensuite aux vrais problémes de topologie qui en ont motivé 1'introdus-
tion 7 Il est pourtant fréquent de voir commettre ces erreurs pédagogiques
A I'université (et je dois bien reconnaiire les avoir parfois commises 1), qui
consistent & oublier les problimes, ou plutds 3 ignorer les raisons initiales
de Yintroduction d'une théorie, qui étaient, en général, de servir dans
d’autres branches des mathématigues, pour développer une problémati-
que interne A la théorie et — comme feile — totalernent coupde du passé
scolaire et universitaire des &udiants 3 qui ¢fle 5 adressc On powrrait
multiplier les exemples.
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) On aura pu constater que certains procipes pédagoegiques ont une
portée générale, de I"école dldmentiaire (5 ce n'est de [z maternelle) 2 'oni-
versité, conformément ’aillears au slogan dz PAP.M.E.P.. ce qui
prouverait — s'il en &ait besoin -—— que celpi<i, loin d'8ire démagogi-
gue, traduit en fait un besoin profond !
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