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8
EXAMENS ET CONCOURS

Le Bulletin ext deputant pies heuretx de publier Partivle du Profes-
seur Choguet que le souci marqué par celui-ci dans son aralvse rejoint le
ndtre & propos de tous les sujels d’examen oit de concours, Ajoutons que
PA.P.M.E.P. n'est pas spécialement aitachée 4 {'institution du Concowrs
géndral, Ce qui ne nous empéche pas de safuer avec plaisir le suceds (2éme
prix, le premier n'avant pas été décerné} du fils de notre Colldgue et
ancien Président Frangois Colmez ;) cordieles jéficirations au fils et qux
parents.

Le texte du probiéme est en gnnexe.

Le probléme du Concours général 1979
par Gusiave CHOQUET, Université Pariz ¥1

Six longues pages pour ce probiéme en 5 parties ! Or les cing ou six
questions des Olympiades tiennent en général en moins de deux pages ;
clles sont courtes, stimalantes, et faciles & comprendre ; elles permettent
de déceler les gualités d'imagination et de rigueur.

Faut-il vraiment gue notre Concours général prenne pour madéle kes
problEmes du bac C, presque fonjowrs longs et fastidieux et o4 ke travail
est si biert miché quils ne permettenit souvent de juger due des qualités de
soin et de résistance 4 Peonui.

A, quoi servent les gualités d’invention quand dés le début on vous
prend par la mazin et qu'on vous impose un itindraire ? Cest bien dom-
mage, surtout quand cet itinéraire n'est pas le meifleur possible.
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Et pourtant le théme de ce probiéme est bien séduisant et susceptible
de développements inféressants & tous les nidvesux ; Bac C, Conggours
général, Agrégation... et méme Recherche,

If s*agit de déterminer Pespace vectoriel E des fonctions réelles fsur
}—1, I vérifiant pour tout x la relation :

M fo=5E0 4D

Dans ce commentaire, nous noterons E | ke sous-espace de E consti-
tud par les fonctions continues, ¢t par E_ 1e sous-espace de E_ constitué
par les fonctions qui ont un pmlongement continn en —1 et lo

Le 1 est la construction d’une f € E, affine par morceaux, Pourquoi
Pauteur n’a-i-il pas &laird sa lanterne en mzervermssant TetiI?En ci‘fet

e II établit que toute f & E est déterminée pa]sa restriction f &

]-— é— .,L] {ou méme plus généralement A &, b + 1,00 b « 0), et que

f peut éire donnde arbitrairesaent sur i i]

En outre, on a f € E, si f est continne, avec :
2) ﬁﬁ) =ﬁ‘§') +f{"7 + 0)

Ce 11 est une clef, ef quand on I'a compris, le 1, 5%il Ini succéde, cesse
d’Etre Un parcours dans le brouillard,

On passe dans le I1I & ja détermination des £ € E_ ; icl encore ["auteur
refuse d'éclairer sa lanierne, et ¢’est doublement dommage : d*une part i
impose une relation g (0} = (2 x} ~ ¢ {x) dont on ne voit pas Porigine ;
d*autre part il laisse I'impression de n*avoir construil ainsi que certaines
solutions, alars quen fail il les a toutes abienues.

Et puis, pourquoi ne jamais « annoncer la couleur », ot par exemple
cominencer ce {1 en disanit ; « On se propose maintenant de déterminer

lafde&‘(} —m%, -—é—-] associées & une f € E_? » Or rien n'est ici
mysiérieux : pour toute f € E_, une récurrence facile moatre qu’on &
& Jsi- h)—f{l}+lim Ej{—w)pourtcutkeiﬂﬁ
et une relagion analogue en remplacant 1 par -1, el h par — A, La fone-
Hon s() = Eg:w ;Jf(%) est done définie et continue sur [- 2,2, et

X =5Qx) s, vxei-1. 1L
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Cette 5 peut étre un élément arbitrairede CG[—1. 1] soumis a la
seule restriction que f(0) = f(—é) + f(—-é—), ce qui s'écrit ;

sW+s-D=s2)+s(-1)

C’est ce dernier point qui est I'objet du T11.

Le IV est fort long et peu excitant ; il consiste en 1’étude détailiée de
deux éléments de E,; sa motivation semble &tre de calculer diverses
limites, .

C’est le V qui m'a paru le plus intéregsant, simplement parce qu’on
n'y guide pas trop le candidat. Il s’agit de I'étude des fonctions ¥ sur
1—1, 1] & dérivée continug, et telles que :

= x—1 x+ 1
Y =2¥(F5—) + 2¥(25—)

(par dérivation, le lien avec 1'espace E est évident). Essentiellement on y
fait étudier la fonction ¥ (et son graphe) telle que ¥ soit la fonction
affine par morceaux étudiée au 1.

Cela, enfin, conduit 4 un peu de géométrie !

Conclusion. 1’ai dit que le théme du probléme me sembiait sédui-
sant, et I'essentiel de mes critiques nait du regret que I"auteur se soit plié
aux canons actuels du Bacc. C, au lieu de donner aux candidats quelgues
heures de plaisir par sa trés belle idée de départ,

Pourquoi s’enliser dans les calculs du I'V au lieu de s’orienter vers des
questions bien naturelles ; .

— Montrer qu’aucun élément de E. (autre que x i— kx) n'a une

dérivée continue.

— Construire les éléments de E A dérivées continues jusqu’a ’ordre

P, ou indéfiniment dérivables, etc.

Pour montrer la richesse, a tous les niveaux, de I'équation (1), je ter-
minerai en posant 4 mon tour un probléme :

Probléme : Etydier les solutions de (1) {autres que x — kx) qui sont
analytiques sur | - 1, 1[ : domaine d’holomorphie, représentation expli-
cite, etc.
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Annexe
SESSION DE 1979

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

{Classes terminale C ot terminale E}
Dunge : 5 houres

———

Toutes les applications considérées. dans le probléme prennent leurs valeurs
dane 'ensemble R des nombres réels; tous les intervalles envisagés sont des
intervailes de R.

Les figures demandées, exéoutées & Péchelle indiquée, seront présentées sur
feuille intercalaire, La riguenr des démonstrations, Ia clarté de la ré&ncuon, coneti-
ent des dléments importants 4*appréciation.

I
1° Etudier 'application » :

1 1
u.[—§=-§]+ﬁ
el — 22+ 2% - {1 — 4|

et 1a représenter graphiquement (repére orthomormé, unité @ 8 em).

2° On considére Papplication :

]——‘1:%]—%[‘:{

4 4 2 8 x < ~ ;»
X ‘ .
| uwfa) s x B —~ 3
1
Démontrer que c’est ia seule application o, définie sur] -1, '3 } prolongeant

n et vérifiant a propriété -
Yeel-1,01, o = u(“"g“i-) + e(";i).
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3% Démontrer qu’il existe une unique applicetion 9, définie sur J— 1, 1],
profongeant application v précédente et vérifiant s propriété :

Vael-1,1{, (@) = w(f;’:) v w(HE)
11

2
Expliciter, pour tout dément x de JE 51 [ s la valeur wix),

L'application w est-slle continue?

Tracer a représentation graphique de w (on schévers la figure commencée
au 1.

4* Pour tout éément x de 10, 1] on pase :

Y = j: w(E) dE, Z(z) = f " wi®) dt.

-7

Sans chereher % expliciter les foneriona Y et Z, &tablir Pexistence de limites
de ces fonctions au point 1, et salculer ces timites.

11

On considdre Penvembde K conatitud des applications f, définies sur 'intervalle
1= 1, 1], qui vérifient ia propriété :

Yrel-1,1, Fi) = f(‘_"z'i) N f(“_zi)

1° Démontrer que si deux applications, dléments de I'ensemble E, ont méme
. 1 17
restriction au segment ) - 3 » 5 J! elles sont égales,

2° On considére un réel positif ou nnl «, ot un réel strictement positif B, dont
Ia somme est an plus égale & 1.

Démontrer que, si un &lément de Pensemble E s'annule en tout point de Fin.
tervalle |1 4+ o , 1~ 8], alors cet éément de £ annufe en tout point de

Yintervalle }w Tags1m ;], en déduire qu'il est exactement 1'application

2
mille sur Uintervalle j— 1, 1],
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3° On considére an réel a sppartenant i Tintervalle [—1, O],

Démentrer que toute ei;lplicaﬁon @, définie sur Uintervalle }a , & + 1], admet
un unique prolongement ¢ & Uintervalle - 1, 1[ gui est siément de enzemble E.

On suppose Papplication @ continue; est-ce suffisant pour que © le soit?

111

40 Etent domnné une application 2, définie sur le segment [, 1] et continue au
point 0, on suppose gu'une application g, élément de "ensemble E, vérifie la
propriéé :

V;ze[(h%] . &® = 20 — ).

1

Pour tout entier naturel 5, calculer la valenr g ( - % 'Q‘?)

Plus générafernent, on choisit un réel A dane Pintervalle 10, 41.

Démontrer que 12 différence g(-m i+ ‘2:%) o (%) est indépendante du

nzturel 7,

2° P’apphication ¢ étant donnée, démontrer qu'il existe une uynique application
#, dément de Tensemble E, vérifiant
1

¥ 8{0 ' §] . glx) = {2y} — fix},
et prolongesble par continuité au point — 1.
Pour tout dément v de 1 1 , Of, expliciter la valeur g{x}.

3° On considire Iapplication w obtenue en 1. 3° Vérifier qu'il cxiste unc appli-
cation t, définie sur 0, 1} et ¢anmulant au point &, telle gue Yon ait :

Vxe [01 %] , wi) = (2 ~ {x).
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4° A tout couple {r, s} d’appliestions polyndmes, s'annulant au point 0, on
associe I'élément £ de E déterminé par les propridiés :

vxe},%,o] v FR) = 128 - i),

V:ce}ﬂ, %] . F@ = {29 — s

Quels sont les seuls couples {r, 5} pour lesquels ceite application f est pro-
longesble par continuité en checun des deux points — 1 et 17

IV
On désigne par & et & les denx déments de Vensemble E déterminds respactive
ment par les propridtés : '

Yxel-1,0], Al) = — 327 -—%x;

i 1 3
Vxe:l-m~2— ’ 0] y Kim) = - 32 - 5%
: 1
vxe]o,m] YRR
Y 2
1¢ Diéterminer une application polyndme g véribant :

Yze R, 2{29 — g(z) = —3x*~%x.

2° On considére un réel g appartenant & Pintervalle [1, 2[. Pour tont natorel
non nul 7, expliciter les valeurs :

k( - 2&) et &(1 - 2&)
En particulier ¢aleuler les valenrs -
R A PO ST PR S PO A
L’application A cet-elle continue? Est-elle prolangeabls par continuité au pm’.‘m 1?
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3* On considére un réel v appartenant & Pintervalle ‘i -; v 4 ]

Pour tout naturel non nud n, sxpliciter {a valeur & f 4+ i ); en particalier

i 3

L'spplication & est-elle continue? Bst-elle prolongeable par continuité au point
— 17 sy peint 17

4% On désigne par H et K les courbes représentatives respectives des spplica-
tions A et &k dans un méme repdre orthonormé d'un plan afhne suclidien,

Vérifier qu'il existe trois paraboles I1, H,, I, telles que, poor tout naturel ¢

® le point de H d’gbsrisse 1 — :‘;5 appartient 4 11;

3
@ fc point de H d'abscisse 1 — Za¥i sppartient & II, fet, en ce point,
H et 11, sont tangentes);
® le point de K d'abacisse 1 — §??4“—“; appardent 4 I1, {et, en ce point,

K et II, sont tangentes,

Tracer sur une méme figure (unité : 8 cm) les cing courbes H, X, 11, 11,, i1,.

5% Pour tout naturel non nul », calculer les intégrales :

11—-7—L —1+L
g ¢® .
A, = , {2) ~ k& ]dE , By = t fh(E) — &5} ] dE
Ry AL

Utilizer ces résultats pour obtenir, en justifiant leur existence, les Hmites :

Yim : (A5} — k)] 48 , Lim j: {hE) — kE L dE

z-»1 £ —
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v

On considére I'ensemble ¥ constitué des applications ¢, définies sur Vintervalle
1— 1, 1 [, qui sont dénivables et qui vérifient la propriété :

veel- 1,10, @) = 2¢(f.."2;;3) + 24,(" : i).

1° Déterminer toutes les applications poiyndmes dont la restriction  Pintervalle
T— 1,1 est dément de '"ensemble F,

2° Ou vonsidére Uapplication p :
p:}- 1LO0}+R

23+ 22 + b ai:r&m%
.
_\ e aix:xmi-

Démontrer qu'il egiste un unique coupls (b, ¢} de véels, qu’on déterminera,
permettant de prolonger p & Vintervalle ] ~ 1, 1 [ en un élément de "ensemble F.
Vérifier que ce prolongement est unique; on le désigne par =.

3* Pour tout naturel z, caleuler les valeurs w (1 — 1—) at & (1 - ~3—);

an FARE
sinsi que los nombres dérivés o (1 - %) o (1 - %}

Llapplication = sst-clle prolongesbie par continuité au point 17

4° Pour tout £ldment x de I'intervatie 0, 1], expliciter 1la valenr w{x).

La courbe représentative, dans un repire orthonormé, de la restriction de =
a Pintervalle [0, 1] est 1a réunion d'arcs de paraboles. Placer ces ares par rappont

1 1
d la droite A représentant ia fonction affine % ~— il Comment les arcs

situés d’un méme cité de A peuvent-ils se déduire de 'un d'sux ?
Tracer 12 courbe représentative de Papplication o {unité : 12 em).
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