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1
ETUDES

Théme ef variations
sur la série harmonique®

par Daniel REISZ, IRFM de Dijon

Dans les affaires de convergenee et de divergence et méme plus géné-
ralement ¢n mathématigues on a souvent les correspondances snivanies :

phénoméne franc et massif «—— démonstration facile et “*grossidre”
(majoraiions ou minorations ‘‘toup de massue’’ par exempie)

phénomeéne fin, peu net+— démonstration fine, délicate

Parfois un phénoméne évident nécessite une démonstration délicate,
mais plus rares sont les situations expérimentalement peu nettes dont la
démonsteation est d'une prande simplicité. 11 en est ains{ avec la série har-
monigue et de certaines séries apparentées o1 des démonstrations éémen-
taires {toutes accessibles & des éléves de terminale) mettent en évidence des
résultats expérimentalement non évidents, voire paradoxaux. En cela,
Yérade de telles situations me paraft particoliérement motivante.

I La série harmonigue

Saft () la série harmonique

U RS 1
i+2+3+4+...+”+.~.
et
= DA + L
So= 1+ 2 + 3 F ot
Lin réguliat pour ke moins classique en classe de terminale est le fait

gue vette série diverge, Plus précisément

Em sF =+ @
n == 7

* Entre le mongent o1 cet articks fut &orit et celui ol il est publié, est paru, aux Editions CEDIC,
*Jovaux mathématigues” {tome 2) ¢ Ross HONSBERGER,., On y trouvera, parmd & auires
joyaux, quelgues compléments sur fa série harmonique.
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Les méthodes de démonstraticn soni nombreuses ef souvent trés £é.
mentaires. Rappelons les idées-clés de quelques-unes ;

paquet de Cauchy ;

. . . . 1
somine de Rietnann associée 3 Vintégration de xb—— 5

Sp > Loga

théordme de la valeur moyenne :

i
n+1

< Log(n + 1}——Logn«::%

En voici une autre irés *‘convaincante’ :

s,.m1+—-l-+3—+..+-l- avec 10° =< n < 1077
2 3 n
" 1 i 4o, 1 1
—(l+2+...+9) (G+I+ +99)+,.-
TUFIND EINPINT D S JFYNE S &
109 r—1 inr n

Les 9 fractions de la premifre parenthdse sont toutes supérisurss 4 1/10,
leg 9G de la suivanie & 17100, etc. Donc

>9~1»9° e + 22T 1 L s L
10 197 10° n
sait encore
2 .58 9
Sa >10 + 16 +a + 6 ip termes)
9%
5, > 0

Orilrésultede 10X < n < 107 que, si #iend vers |'infini, alors
p tend égatement vers infini, d’oid

fim 5 = lim 20 et fe résultat annoncé.

A > e n p> = 10

554



Bulletin de 'APMEP n°320 - Septembre 1979

Regardons mainrenant les choses de fagon expérimentale ;

i

i?l 1

5 w i,i

& e 2,83
L7 == 2,08
£19 = 2,93
2100 w 515
Stooe = 7,49

fioooe = 9;79
Stop 000 = 12,09

Ces résultats ont €é calculés avee une calculatrice programmable,
Pour atteindre syo g0, il faut la laisser fonctionner toute une nuit !

On voit ainsi une croissance qui, rés rapidement, devient excessive-
ment lente et il est vain d’espérer dépasser 20 avec une calcufatrice de
poche.

Hesayons mainienani de mieux ¢erner cetie lente divergence en &u-
diant la fameuse suitg ¢, définie par

- L4 4 . - g -
c,-—1+2+3+‘..+n togn =3~ Logn

On démaontre facilernent sa convergence :

® (¢, est une suite décroissanie.

S ‘cn*"&""};T_{Iﬂg(’f* I}_Lﬁgﬂ]

-1 4
1 E r— Log(l + r:)
D S
. = aire du rectangle ABCD — aire
du trapéze curviligne ABCE
A B
> <0
1 1+4
Il
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s pourtoutn,c, >0

Résultat évident puisque 5, apparait comme la somme de Riemann
majorante de

H
ﬁ—;]’_qgg

X
1
donc S, > Logn . ie t,= 0

La déermination d'une valeur approchée de 1a limite de {¢.) peut faire
I"objet d'un intéressant probléme d'analyse numérique et méme permetire
Pintroduction d'un processus d’accélération de convergence (veir par
sxemple [2] ou [3]). Rappelons ici, sans aucune démonstration, que

3= Hm ¢, =~ (057722
—-

il

¥ est connue sons le nom de censtante o 'Euler : ¢’est en effet Euler
Qi 2 comparé pour la premifre fois 5, et Log n au voisinage de Uinfini et
cels dans le premier traité didactigue (*analyse “Introductio in Analysin
Infinitorurs®’ (1748). On s'apercoit done gue 5, et Log n ont méme com-
portement asymptotique et que, pour # grand, Log £ €5t une approxi-
mation de 5, :

{ 5, = 3+ Logn + u,
tim ey = 0
f o — o

{On sait que &, ~ %; : voir par exemple [2])

En rézlité, pour ce Qui nous préoccupe, on peut se contenter de ’en-
cadrement trivial

Logmn <5, << § + Logn

ohieny par Putilisation des sommes de Riemann attachées aux intégrales

M A 4+l
dr o dx
i X I X

Force est alors d’zccepter [a lenteur de 1a divergesnce de la séric har-
monique alors gue cette lenteur aurait platdt induit & penser & un phéno~
méne de convergence. Profitons de nos résultats pour donner quelques
approximations numériques de s, :
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%, 000 = 7,49 (déia obtenu par calcul direct)
310 000 = 979
3100 000 = 12,08
S; 00000 | M40
Sio000000 18,70
S100 000000 = 1900

5% 006 060 oo = 2130
Remargims que les approximations obtenuves par Fa formiule

5. = ¥ 4+ Logn pour 7 grand

sont bign supérieures aux deux décimales citées ici.

I Quelques séries ‘‘extraites’” de la série harmonique

Puisque Ia série harmonigue diverge trés lentement, on est intufiive-
nent amené A penser qu'i suffit de pas grand chose pour la rendre conver-
gente, La différence entre ce genre ¢’imipression et une réalité beaucoup
plus complexe ef parfois paradoxale est encore une siteation p&dagogique
4 exploiter.

Je n’insisteral pas sur le fait trivial suivant : 1a suppression 4’un nom-
bre fini de termes dans 5, n’affectera pas le comportement de la série. Je
propose done de supprimer dans s, Ia « moitié » des termes, ce Qui a priori
est énorme ¢f va probablemest la rendre convergente.

lére procédure : « suppression d'un terme sur deux »
On est alors en présence de "une des deux suites (@) ou (b) définies par

=4 41, L L
G =3 + g b et

b,

H
I
o+
i
+
j
+
~+

De fagon évidente :

S
d, = "i- et b, > a,

et les deux suites {g) ef {B) sont donc encore divergentes. La suppression de
30 %% des termes de s, ne semble donc pas suffisante. Bt pourtant !
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2éme procédure  « suppression de la prentidre moltié des termes »

Soit {d} la suite définie par

[N S 1
a, = 53, sﬁmn+n_§_l +...+2A

En considérant 4., comme une somme de Riemann associde a

~2n+i
J d—w‘sﬁ[_‘ggm"-!
”n X H

il vient m dy = fim  Log Mt - yog2

L -]

et la suite {d) est donc convergente |

Coinme quoi le probléme n'est pas dans la quantité des termes sup-
primés, mais dans leor qualité |

Abordons maintenant un aspect a priori encore plus paradoxal en
considérant la suite (e définie par

I+l+ I +i

1
T‘-+ ‘{F’i‘ﬁ'{' +~nu 88 "l"m“+

obtertse en supprimant dans &, ous les termes 1/ ol & contient au moins
une fois le chiffre 9 dans son écriture décimale. Trés superficiellement, on
a ainsi Pimpression de supprimer 18 % des termes, Fn v regardant d’un

peu plus prés, on sent bien gu'i ¥ en aura un peuw plus (20 % , 30 %

peut-étre...J. En réalité on les supprime ““presgue tous” et 1 suite (@)
cenverge ! Avant de le démontrer, signalons gu'on trouvera dans [1} des

éclaircizsements sur ces gquestions ; on ¥ démontre en particulier que « pres-

gue tous » les nombres contiennent au moins un ¢ ou tout autre chiffre ou

mérme toute séguence de chiffres {par exemple 1937 gu’il suffit de penser

commie un chiffre dans la base “‘dix mille”).

Mais revenons-en A Ia suite (&) et démomrons sa convergence. Eeri-
vons 2, sous la forme

e+ L Lys el 1 |
g =( + +.,.+3)+(le+“.+ 88)+(100+

2 I+

BSS

¢’est-A-dire en regroupant les termes restants de la forme 1/p par pa-

quets vérifianc 10 < p < (¥
Alors

e"::ac+ai+az+”.+ih+<..
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ot tous les termes de la somme partielle 4, sont de 1a forme 1/p  avee
1" = p <10** ¢t psans chiffre 9.

On peut voir que

alx"-l__+...+L<92x_l-_mu?g,_

10 BB 10 i
= " LI
=10t t e <% X e T T
résultats qui incitent 4 une démonsiration par récutrence, prouvant gue
a, < % pour tout entier naturet &.
Pour ¢ela, supposons
gist . ,
a4, < 5 vrai pour i=1,23 ..., k-1

et divisons I'intervalle [10%, 10**1 [ (dans N) en neuf segments,

13 10* 2x 10 3 x 10 9% 10t 11
{ i L e o i — — 1 f

1 1 1 H

Tous les termes du dernier segment [9 x 10, 10 { sont supprimés

putisque leur éeriture commence par wn 9. Dans let 8 autres segments, les

termes supprimés précédemment {Jusgua 104}, se retrouvent dans chacun

d'eux, précédés du chiffre 1 dans le premier segment, du chiffre 2dans le

second segment, ete. Dans chague segment, hypothése de récurrence, le
nombre de termes restant est inférieur 3

9G4 9y 4 B

et donc le nombre de fractions restant dans ¢, est miférieur a
BO + R + 9+ ..+ 9 =g g g < g
D¥*ou le résultat. .
La suite (¢) est donc majarée par la série géométrique {e’) définie par

. 9 ol 9 giet
&€ = 113 + il -+ T +".+—10*

dont la limite est 99,
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La convergence de (¢) en résulie, mais j"ignore tout de ga limite ! (Avis
aUX amateurg)

Pour finir en beauté, exhibons un dernier résultat. Les dléves de ter-

minate savent que 'ensemble des nombres premiers est infini et la mani-

- puation du crible ¢’ Eratosthéne leur a fourni une premiére approche de

Ia loi de raréfaction des nombres premiers. On peut d’ailleurs laur signa-
Jer le fameux résoltat

IT (x} ~ X ( Bm ﬁﬁl}.‘&i’&ﬁ_—.x)

Log x 5 > @

oti IT {x'} désigne le nombre de nombres premiers inférieurs on égal a x. La
démonsiration de ce résultat est pratiquement hors de leur portée, encore
gu’il en existe une démonstration *‘élémentaire’’ {voir par exemple 1]}

Posez aux €iéves la devinette suivante ; dans an pays décidé A faire
des économies ¢ essence, les voitures sont imungiriculées de 1 A W (N grand).
Un technocrate A propose d'interdire durant un week-end g circulation
des voitures dont le numé&o d’immatriculation ne contient pas le chiffre 9.
Un technocrate B propose la méme interdiction pour celies dont le numéro
d*immatriculation est premier. Laguelle des deux mesures est la plus sévére ?
Peu d'éléves penseront que c’est la seconde.

En relation avec cela, démontrons étonnant mais classigue résuliat
suivant {dd, encore une fois, & Euler) ;

La soite {g} définie par

= Loy b1 1 4
Gr=l+ g +gtgtatoqr ot

od p, est ke péme nombre premier, ast divergente.,

La démonstration éémentaire proposée icl est due 3 Erdas, Désignons
par N éx) le nombre d’entiers i inférieurs ou égaux & x ¢t done la décom-
position en facteurs premiers ne contient que les nonibres premiers py, p,
Dys oo Do {Exemples : Ny 20) = 14, Ny (15) = 8). Alors, en désignant par
E(x) la partie entiére de x,

E{(x} — N.{x}

indique lc nombre d’entiers # inférieurs ou égaux & x et qui contiennent un
facteur premaier p > p,. Un entier n décompté par Nux) peut toujours
s'éorire sous la forme

nmn%p?xp‘fap‘;ﬂp?

ol a; = 1 ou 0 {les autres facteurs premiers restants, forcément d’expo-
sants pairs, étant regroupés en 7%,;). H existe 2% k—tuplets

{ g, oy 230 oe, @)
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etcommepar ailleurs  nd s x, soitencore # s Vx ,onzlamajo-
raiion suivante :

Nor) < 2% JF

Supposons maintenant gue la suite (p) converge ; il existerait alors &y tel

que im (- + L+ s lyed
nosw P Phad P 2
¢rest-d-dire
x¥ lim (m—lm+ 1 +...+—L]{~I~x
e S o A B 2

Commse i existe an plus x/p, entiers inférieurs ou égal & x et divisibies par
o, 0t d

¥-N (= lim (2o 4+ %X o+ 4 2&)
ky PPt

= p}fn pkﬁ'l‘l £n
sx tm (Lo b 4Ly
R @ Pre o Pl On
X
=3
Or N .
X = Np () < £ == 3 <N (x)
d’otl la double indgalité

X K,
EﬁNke(X}SZ*JY

soit, en particulier

~§~ <20 /¥

visiblement fausse pour x asgez grand.
BIBLIOGRAPHIE

{1] HARDY and WRIGHT : An Introduction to the Theory of Numbers ;
Oxford University Press (existe également en allemand}

[2] A. ENGEL : Mathématique élémentaive d'un point de vue algorith-
mique ; CEMIC,

[3] C. WASSERER ¢t D. REISZ : ““Grand Prix de Formule I*” in ** Acti-
vitds numériques”, N® spécial du Bulletin de 'IREM de Dijon.

hi]



	Etudes

	Thème et variations sur la série harmonique


