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1
ETUDES

Les applications f de R dans R

telles gue, pour tout couple (x,y)

de nombres réels, f(x +y) = f(x)+f(y)
par 1. LEGRAND, IREM de Bordeaux *

Toute application R-linéaire f de R dans R est de la forme f ' x — ax.
Alors, poar out couple {x,)) de nombres réels,
{1) S+ 3 = fx) + ).

Ainsi, f est un endomorphisme du groupe additif R et, dass e cag od
@ # 0, un amomorphisme de ce groupe,

1a question se pose de déterminer toutes les applications f de R dans
B gui vérifient la relation {1}, autrement dif, tous les eadomorphismes du
groupe addiaf K.,

1. Etude des ¢endomorphismes du groupe additif R.

1. Soit J un endomorphisme du groupe gdditif R. Alors, pour fouf
nombre réel x et polr iout nombre rationnel r,

(2) Sy = 2Ax).
En effet, pour tout nombre réel x,
Jx) = fix + 0) = fix) + RO).

Don fifhy = 0. On en déduit par récurrence gue, pour tout entier
naturel 7, :

Sixy = n fix).
D'autre part, la fonction [ est impaire, car

SO+ - =fix + {~0] = KO = D.

* 1.1, OVAERT a contribué A Particle sous forme de remarques.
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11 en résulte que, pour tout élément nde Z \ N,
Jiox) = ~R—nxy = — (—aflx)) = af(x).

La relation (2) est done vérifide lorsgue r est un entier raitonnel, i.e,
un élément de Z. Soit maintenant r un nombre rationnel, gue nous pou-
vans écrire sous la former = p/g, oup & Let g € N*. D'aprés ce qui
précéde,

QS 0 = fpn = pf.

2 = B
Donc Fil 7 X) T Fixy
En spécialisant la relation (2) au cas ol x = 1, nous obtenons le
résultat suivant :

Soit f un endomorphisme du groupe additif R. Alors, pour tout
nembre rationnel r,

Jiry = r (0}
Autrernent dit, 'applicaizon £ induit sur Q une homothétie.

2. Les endlomorphismes continus du groupe addditif R ne sont quires
gue les applications R-linéaires, ¢’esi~Gg-dire de fa forme x v+ ax.

Cle résuitat, dit a Cauchy {1], est une corséquence de ce que 'on vient
de voir, et du fait gue € est dense dans R.

Soit en effei fane fonction numérigie continue sur R «1 vérifiant la
relation {1). Soit x an nombre réel, I existe une suile () de nombres
rationnels convergeant vers x. Puisque f est continue sur R,

Joy = lim_ fe).
Mais f(r) = r.J(13. Posons g = f{1}. Alors
Jxy= lim (@) =a lim r, = ax
m— + @ N+

REMARQUE. Soit f wun endomorphisme du groupe additif . Si [ est
continue en un point x_, alors f est contimue sur R.

En effet, pour tout couple {x, /) de nombres réels,
Jfix + B = fx) + iy et flo, + A = fix) + fiA).
D’on fx + B - flx) = flx, + Ay — fix)),
ce gui impligue :
Jim x + &) - folll = lim (A, + 4 - fx )} = 0,

d’ou la contipuité de f au point x.
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3. Soit f un endomorphisme du groupe additif R. 8§ existe un
intervalle de R non rédwit ¢ un point sur lequel f est majoré ou minoré,
alaors f est R-linéqire,

Soit en effet f une fonction numerique vérifiant la refation {i). On
suppose qu'il existe un intervalle [x - Ax_ + Al, odh > 0, etun nom-
bre réel positif A tels gue, pour tout point xde cet intervalle, f(x) € A.
Alors, pour tout élément u de [— A, 41,

fwy = fix) - flx) < A = fix).
Mais, comme [ est impaire,
- fw) = fi-uy A - fix ).
I en résulée que
St € A~ fix ).

Seit § un nombre réel non nul. Puisgae @ est dense dans R, il existe
un nombre rationned 7 tel que

Hler<alll

D’aprés la relation (2),
o = S0 = oty

Comime i«f,«l -~ h , -f,w gppartientd [ ~A 4] .Dod

bt =r Al < ria - eyl < 2LEL 1A - Ax)
Finalemeni, pour tout nombre réel non nul £,
A e 2
| fO 1< & 1A -t
Nous en dédiisons gue li;ré i = 6,
!...
ce gui montre gue f est continue en 0, et donc sur R, d’aprés la remarque
précédente.
Si fest minorée sur  [x, — #.x, + A} , alors — fest majorée sur
oet intervalle, et - f vérific 1a relation (1), Par suite, — fest R-linéaire ;
on en conclut que £ est encore R-lindaire,

4. Soit f un endomorphisme du groupe adiditif R, mesurable fgu
sens de Lebesgue) sur un intervalle de R non réduit d un point. Alors f est
R-iinéaire.

D'aprés [a partie 3, il suffit de montrer que tout endomorphisme fdo
groupe additif R mesurable sur {x, ~ 2hx, + 24, bk > @, est majoré
sur fx, — Ax  + A].
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La démonstration qui suit est assez &lahorde {voir aussi {4]) ; elle
repose sur e letme suivant :

Soit f un endomorphisme du groupe odditif R, mesurable sur
Ix, — 2%, + 281, & > Q. Pour tout éiément x; de [xy — x5 + N},
Densemble

Ey = Ixix € x;~hxy + Alet Ax) = flixg) )
est mesurable, e mesE, = 4

Lensemble E, est mesurable, puisque [x — &x; + 4]  est
inclusdans  [x, — 2A.x, + 2h] , et que fest mesurable sur ce dernier
intervaile.

Soit Ey , Fensembie symétrsque de E, par rapport 4 x,. Considérons
unélélmnt Y de [x, — Ax; + A ,alors X=X+ u,00 jul <5
De plus,

Joo + W) + fory — ) = A2xy) = 2fx).
il en rdsulte que ’'un au moins des nombres x; + u et x — u
appartient & E, . En effet, dans le cas contraire,

Sy + 4) < fixy et fix, ~ u) < flxy),
d'on : S+ w) + Ay - W) < 2 flxy,

ce qui contredit 1'égalité obtenue plus haut,
Si %y + ¥ € E,, ,dl estévident que x € By U Ey, .

Si  x, ~uw&€Ey , alors x=1x + u€E , dou
x € E, VE{ .

Finalement, {x, — hxy + Al CE, U Ey,
Comme mes By = mes B, , on en conclut que
28 < mes (B, U Ey) « mes B, + mes Be, = 2mes By, .
Le iemme est aingi démontré. Voicl comment on e déduit gu'un
endomorphisme f du groupe additif R et mesurable sur
~ 3hx, + A} est majore sur  {x, — Ax, + A1 . Pour fout

entier naturel non nul n, soit F, Pensemble des éléments x de
[x, — 2hx, + Zh} tels que AX} » n. D’aprés Phypothése, F, est

mesurable. Enoutre, F,, , CF, ; donc

mes F,,, = mesF,_ .

Par conséquent : lim mes F, = mes{ o) F,).
N— % LY
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Soit y un élément de  [x, — 24x, + 2k] . Pour tout entier

* + +
o> JU., yEF, . Ainsi, pg& T‘ii Fy . Autrement dit,

=

+ oo :
nl F, = &, ce qui montre que
"=

fim mesF, = 0.
ey

11 existe donc un entier naturel non vul A, tel que mes Fp, < b

Montrons que f est majorde par A, sut Ix, ~ hx, + k] .Suppo-
sons par I'absurde gu’il n'en soit pas ainsi. Il existe alors un élément x, de
Ix, — hx, +h] telque fixg >n, . Dod E,.CF , e

n
mes By, <« mesF, < &,
alors que, d*aprés ke lemme,  mes Ee, > &

. Applications 3 divers problémes.

1. Soit g une fonction numérique continue sur R telle que, pour fout
coupie (X,y) de nombres rdels,

@) ) = 2 [g) + 20 -

Alors g est affine.
Soit en effet f la fonction définie par la relation
Jix) = gix) — g0).
Alors ¢
Jo + 3) = glc + )~ 20) = 3 [g(2x) + 2] ~ £(O)

En remplagant p, puis ¥, par 0, nous obtenons :
Sy = 3 a0 - T a0 et f) = 5 2(2) — 5 0
Mous en déduisons que :
F&) + J0) = 4 520 + 5@ - 5O = fix + ).

La fonction f est continue, ¢t elle vérife la relation {1} ; elle est done
R-linéaire. Finalement, g est affine.

2. Les foncrions numérigues f définies sur R et telles que, peur 1ot
cotple {x,y) de nombres régis,

sf(x + ¥ = [ + fiy)
Fxy) = L)

3
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sant identité ot lg fonction nulle. En particulier, Videntité est le seul
endomorphisme de ’anneau R.

Montrons d'abord que f est croissante, Comme f est un endomios-
phisme du groupe additif R, il suffit de prouver que, pour tou nombre
réel positif x,  Ax) &= 0 . Or, i existe un nowgbre réel positif » tel que
¥ = ¥ . Pans ces conditions,

J@y = ) = O = G

f.4 fonction J, &ant croissante sur B, est majorée sur tout intervalle
fermé borné de R. Daprés les résuftats de fa partie 1.3, £ est R-linéaire,
Dong @

Hx) = x f(1)
Mais Al = K1 x 1D = AL
Diod A1) =1 ou ff1) = @ . Lerésultat annoncé en découle.

3. Les fonctions numérigues g continues sur R a8 valewrs stricte-
ment positives, telles que, pour tout couple (x,y) de nombres réels,

(3) glx + 5} = gx)g(y}
ne sont guires gue les fonciions exponenticlles  xia* .

Augremeni dit, les fonctions exponentisiics sont les seuls morphismes
continus du groupe additif R dans le groupe multiplicaiif RJ,

Pasons [ = logsg . Alors f vérific la refation (1}, et f est conti-
nue sur R, Par suite, f est Relinézire, donc de Ja forme x— bx . La
refation g =expof suit gy =& =g .00 a=¢&

REMARQUE, Les fonctions numdriques g continues sur R et véri-
Sfiant Ia relation (5} ne sont autres que la fonction nulle et fes foactions
exporentieiles.

Eun effet, pour tout nombre réel x,
= o 4 X = &)
&(x) 8(2 + 2) ES(ZJI = 0.
Donc g est 4 valeurs positives. Mais si g s’annule en un point X,
alors g ¢st la fonction nulle. En effet, pour tout nombre réel x,
B0} = g%, + X — X)) = glx gl ~ x,) = 0.

4. Les fonctions numériques h continues sur R telles que, pour tout
couple (x,y) de nombres réels,

) Alxy) = hix)y + k(3
nea sont autres quie fa fonction nylie ot les fonciions fogarithmes.
37




Bulletin de 'APMEP n°319 - Juin 1979

Posons = hoexp . Alorsfvérifie la relation (1), ¢t f est conti-
nue sur R. Par suite, fest R-linéaire, don¢ de la forme  xw— &x . D'ol
A= folog ,s0it Ax) = blogx .8id = 0,k est s fonction nulle.
Sib=w0, A} =log(x} ,o0 a=e7r | :

REMARQUE. La fonction nulle est la seule fonction numdérique h
continge sur R et vérifiant ia relation (6). Les fonctions numdrigues h
confinues sur R* ef vérifiant la relation 16) ne sont autres que les fonctions
paires dont la restriction & RY vérifie (6]

En effet, si k est définie sur R, alors, pour tout nombre réel x,
R(0) = h(x) + A0},
d’oit AX) = 0 .
Si # est définie sur R, alors, pour tout nombre réel nen nul x,
h(x®) = 2h(x) = Zh(-x),
drol H—-x) = h(x).

REMARQUE FINALE. Les rdsultors du 11 sont inchangds lorsqu’on
rempiace la condition de coniinuité par 'une des siufvantes

— COMRUERS R un point ;

— majoration ou minoration sur un intervalle non réguit d un
point ;

— mesurabillté sur un intervalle non réduit & un point.

HI. Cas des endomorphismes quelcongues du groupe additif R.

Dansg ¢e gui précéde, les seuls endomorphizimes du groape additid B
que I'on 2 cbienus sont les applications R-lindaires. On peut se demander
3'i en existe d*autres. Sifest un endomorphisme dit groupe additif R sans
étre R-linéaire, nous savons que £ est discontinue en tout point de R ; en
outre, £ n'est ni majorde, ni minorée, ni mesurable sur les intervalles de R
non réduits 4 un point. On & peine & concevoir une telle fonction, d’allore
assez paradoxale, ef en fail on be peut en prouver Pexisience que grice &
P"axiome du choix.

Nous stilizserons e th&gréme suivant ;

Soit E un espere vectoriel sur un corps K., Alors tout sous-espace vec-
toriel E, de E admet un sous-espace vectoriel supplémentaire E,, c'est-g-

dire tel que
E= 51@52-

Lorsque E n’est pas de dimension finie, la démonsiration repose de
maniere essentielle sur Paxiome du choix, Voir par exemple [2] ou [3].
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Dans ces conditions, tout vecteur x de E se décompose d’une maniére
¢t d’une seule sous la forme x = x + x; , 000 ¥ € Eyetx, € E,,
L application f:x++Xy est on endomorphisme de E tel que

Ker (fy = E; et Imi{f} = E;.

Par suite, lorsque B, = {0j et que B, ¢ E, fest une application non
nulle, non injective ef felle que, pour tout couple {x, ¥ de vecteurs de E,

Ax + 3y = Xy + S

Cette remarque étant faite, considérons R comime un espace vectoriel
sur le corps @ des nombres rationnels ; cet espace vectoriel n’est pas de
dimension finie. En prenant par exemple By, = Q, nous déduisons de ce
gui précéde Pexistence d’une application non nulle F de R dans R telle
gite, pour tout couple (x,y) de nombres réels,

(1) Jix + 3} = fix) + Ay},

et qui n'est pas injective. Cette dernidre condition montre que f/ ne peut
étre de fa forme  Xwmoax , 00 # €

REMARQUE. Dans exemple précédem, J n'est pas injective. Vaici
un exemple o [ est bifeciive, sans pour gulant étre R-lingaire. (Celg
prouve Pexistence d'un automorphisme discontinu du growpe additif R).

L'ensemble E, des nombresréelsdela forme A, + M/F 00\ et
X; parcourent Q, est évidemment un seus-espace vectoriel du Q-espace
vectoriel R. II existe un sous-espace vectoriel B, supplémentaire de E,
dans R. Tout nombre réel x s*écrit d'une maniére et ¢'une seule sous la
forme X =X, + X ,00 X =X+ MZEE, e x, €K, .

SoitflIa fonction rumérique définie sur R par la relation -
foy=x+x o0 x=N+NIEE .
La fonction £ est un endomorphisme du groupe additif R. En ooire, £
est involutive. En effet, pour tout nombre réel x,
FoNX) =y + ) = MT + MaF =2 + Xy =x .
En particulier, f est bijective.

Supposons par Pabsurde que fsoit dela forme xwaax . Daprés
la définition de f,

A=V e AZ=1,
o6 qui entrafne @ = /2 et afd =1 ,etesfin 2= 1.
REMARQUE FINALE. Ce dernier résultat est dii & Hamel

{Math. Annalen 1903). Hemel wiilise une base de Q-espace vecloriel R,
hase dont Pexistence repose elte aussi sur Paxiome du cheix,
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£En fait, Paxiome du choix fort fi.e. non dénombrable} est indispen-
sable pour démontrer (existence &'endomorphismes discontinus du
groupe additif B. En effet, les ravaux de R, Sclovay (Annals of Mathe
matics I870} ont montré gue Uexistence de parties non mesuragbies de B
repose de fagcon essenticlle sur cet axiome. Nous ne pouvons préciser ici
cet aspect de la questian, car cela nécessiterait dos ddveloppements assez
importants de logique mathématigue.
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