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Introduction *

Le probléme des tiens entre nombre et mesure se pose touf au long de
I’enseignememt. Certes les premigres acquisitions sur fes nombres entiers,
les longuweurs, surfaces et volumes one Hew essentieliement dans 'ensei-
gnement élémentaire ; mais le travail sur ¢es notions se poursuit dans le
premier cycle du second degré, Nombre de antions sous-jacentes inder-
vicnnent ulterieurement dans Penseignement @ par exemple, Ja dimension
d ene Hgne, d'une surface, d'un volume, On les retrouve aussi bien lors
de I"étude des intégrales définies, simples et multiples, par exemple, gue
pour la compréhension de la notion d°““équation aux dimensions’ on
physique.

La connaissance des obstacles concepiuels gue Penfant doit franchir
pour s'appropricr des nolions en apparcnce aussi simples que les nombres
entiers, les longueurs, les surfaces et les volumes re concerne done pas
seulement les enseignants de *école élémentaire : bien des échecs ulté-
rieurs peuvent étre miegx compris, analysés ef surmontés cn sachant on
I’enfant a pu buter.

* Note Hminaire — Dans les pages qp suivent, des questions soni imséries dans [e cours dg
lexte, Elkes correspondent i des problémustiques o ordres variés. Cerlaines appelient dee
wérifications expérimentales simples ou la “publicite™ de irlles verificalions ¢#& Faites ;
d’aotres néeessitent le développenient #une recherche plus importante, 2u seas o4 elle pose-
rait des questions theorigues plus complexes.
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Par leur origine méme dans le développement cognitif de Penfant,
sombre, longusyr, surface et volume ont le double statut de guantités
physigues ou de gualités d'éléments physigues (avec ou sans
“dimension’”) ¢t de mesures mathématiques (sur les ensembies finis, R,
i, R L Issues du monde physigue @ 12 “aumérosité’” des collections
finies d’objets, pour le nombre, la “taille’* {1} des objets pour les mesures
spatiales — c¢es quantiiés ne cessent de s’y référer. De Jeur construction
méme dans le développement généiique restent des traces dans les opéra-
tions ultérieures ; le point d’arrivée n’est pas isolable des voies d’accés ;
bien des expériences interprétées comme des “‘régressions’” par rapport a
un “‘acquis’ opératoire témoignent de cet effet “‘historique’. Selon le
contenu auquel vomi stappliquer les “mémes’” structares additives ou
muftiplicatives on tout au meins kes *‘'mémes”’ opérations d’additton et de
multiplication, des différences profondes, guant aux concepts gni doivent
Btre mis en cenvee dans la résolution d'un probléme, vonl marquer le
résulial méme de ceite résolution. kes recherches de Vergnaud sur les
problémes de type muliiplicatif fouraissent nombre de résultats expéri-
mentauy 8, Bulleting 307 ¢t 313).

Le but de cet exposé n'est pas de verser d’autires résultats expérimen-
faux au dossier mais d'analyser, en fonction des recherches menées dans
Ie dotnaine du développement cognitif et de 1'épistémologie pénétique, le
contenu des différenciations. Le but étant double : metire en évidence les
obstacles conceptuels gue I'enseignement doit contribuer A faire franchir
4 Penfant, indiquer des voies de recherche ou d'exploration des consé-
quences éventuelles de ces obstacles.

I. Le nombre et les mesures spatiales : statut diffé-
rentiel des *‘unités’’, donc du calcul numérigue
selon les guantités concernées

Pans les cardinaux finis, la notion @Punité § 14 fois est évidente {t
trés précoce ; “I'? road, *“1" jouet) ot n'apparait pas dans les opérations
de dénombrement : dans la mise en correspondance terme & terme,
comme dans le décompte ‘'sériel”, le choix du miesurant me se pose pas 1 1
est |. Enrevanche, qu'il s"agisse de la longueur, de la surface, du volume,
le chisix d’un “mesueant™ (done d’une unité) a un role trés imporiant. Les
expériences de Piaget sur la construction de Pespace montrent que, pour
la longneur par exemple, le mesurant est d’abord lié au corps propre de
Uenfant (“*distance des 2 mains écartées’” par exemple), avec toutes les

1) Loexistemce de plusiours sens possibles powr va couple comme “grand-petic” émolgne
de ia compiexité de différenciation de “gualitss” simellandment peésenies dans Fobjer. On
dit “un grand crayon’ voimme pe Cgrand cercle’” ou un grand cube™" ... Nous reviendrons
plus foin sur les conséguences impliquées par ool tomargue,
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non-conservations du mesurant gue cela entraine, avant d’étre un mesu-
rant fixe. Suivant Ia mesure, suivani ke mesurant, i est ou non possible
d'aboutir & un décompte numérique entier comme : ‘“‘celte zble fait
- 4 fois ce crayon”’. U ¥ a donc un hiatus entre le concept de longueur, sur-
face, volume, concept qui s"appligue a priori A tout objet, et la possibilité
effective d'uasn caleul numérigue. Chacun sait d’ailiewrs & quel point ia liai-
son ultérieure entre les décimanx et avec les unites décimales successives
est lente et difficie & établir.

On peut sattendre en conséquence A ce que Iaddition de décimaux
soit plus facile quand ils peuvent 8tre interprétes comme correspondant
aux mémes woités de mesure gue lorsque ce nest pas le cas. Ainsi,
1,50 + 1,25 {en metres, centimétres) doit e plas facile que 1,5 + 1,25
gul hwi est équivalent. D'ailleurs, on peut faire effectuer PPaddition ci-
dessus pour des métres-centimétres, avant méme Piniroduction de déci-
maux proprement dits. ki ausst nous pensons gue cet historigue mar-
guera un certain temps fes performances uliéricures des enfants.

La nature méme des concepts de longueur, surface, volume, inro-
duit des différenciations particuliéres qui interviendront dans fa mise en
ceuvre des opérations numériques. Aprés 'analyse de ces différencia-
tions, nous analyserons les conséguences prévisibles des relations existant
enire les trois mesures spatiales el qui ont évidermment beaucoup & voir
aveg les structures numériques multiplicatives (calculs de volumes et sur-
faces, ¢'est-a-dire la notion dé¢ mesure-produit).

1.1 Longuear et distance

La longueur a un double caractére dans sa construction générique :
¢est une quantité associée & des objets “linéaires” {régles-crayons 29,
mais sur un¢ droite elte s'identitie avec la distance.

Tracer un segment de 7 ¢m, cest d7abord représenter une ceriaine
partie de ligne droite, ¢’est aussi joindre deux points distants de 7 cm (les
extréminésy. Or, & les longueurs s’ additionnent sans problémes majours,
les distances ne s’additionnent pas ..,

Ainsi, les deux problémes sutvants correspondent au ‘“méme’ pro-
bleme additif mais ne sont puas identifiables sur Ie plan conceptuel : péri-
méire d'un riangle et longuewr {otale ¢'un segment. Dans le cas du seg-
ment, la possibilité d”une mesure direcie de la distance des extrémités est
un &ément important de contrdle du lien entre la “*mise bout 4 bowt™* des

longueurs pour les ajoutsr et le calcul numérique lui-meme,

12} On ne parte de la longueur d ua saior quy 10equ’on $vogue o1l S eips s rgeur.
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(Question : observe-t-on bien une différence » 3 billes + ¢ bifigs + 5 billes
"aussi facile” que 3 ¢ + ¢ em + 5 om pour le segment, mais plus facile
gue 3 cm + € cm + 5 cm pour Iz périméire 7}

1.2 La surface

Si Popération pratigue de “"mensuration’ des longueurs rectilignes a
un caractére itératif voisin du décompee numeérigque (repofis successifs
d’un mesurant, crayon par exemple), il gst loin d’en étre de méme pour la
surface et a fortiori le volume, Un *‘mesurant” powr la surface ne peut
concrdtement dtre mis en teuvre que s'il s’agil d’une figure gui peut
“paver” fe plan et il ne pout opérer ¢oncréiement Ccomme GRe 1inité & par-
tir de laguetle se fait un décomptie que si fa surface & mesurer est elle-
mémie pavable, C'est le cas o0 le mesurani est up “fearre’’ et les
“mesures’’ des reciangles ),

Mais pour Uenfant, comme pour Padulie, un disque, bien gue non
pavable pour fe mesuranl “‘carréd’” (ni pour 1oul aukre pavage [régulier 7]
par un “‘bon”’ pavé — compact, d*intérieur non vide, connexe, sans (rou)
n'en a pas moins une surface. Done {indépendamment du fall que la
mesure soit au bout du compte entiére ou noal, on ne peut mesurer direc-
tement la surface d"aucun disque. U faut des procédures indirectes physi-
gues (passer par Ie poids par exemple}, on mathématiques {passage i ia
limite), qui sortent du simple caractére addizif et ordonné. Par conire,
pour un enfant comme pour an adulte, i1 ¥ a des rectangles pavables, et 1]
faut un effort pour en imaginer d’aulres (non pavables). Néanmaoins, lo
fait qu'on puisse physiquement faire fes pavages recouvrant une surface
a mesurer (en superposant 2 “‘plans’™), permet de s'appuyer sur le dénom-
brement pour faire des additions de surfaces, voire pour caleuler fa sur-
face d’un rectangie gquand on double la longueur ; cela ouvre ig voie aux
procédures d¢ mesure pat le produit,

(3 Le Fgit que ks figupe *'pavée™ soil wn warre porie sag s " Torme™, non sur Te Taif goe svile
unité soil lide 3 'gaité de longuesr par ia relation muliphicative s serface = (p longueury.
13 ailicurs, on retrowse ve Fal dans le langage dos mesies anciednes © arpend = 90U wiswes”
o f2 Lobse est i [a mesure carsde, (A Modse” 1ol = 6 picds = E949 my (Likleé),
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Les travaux effectués sur la conservation des surfaces ont montré gue
ie caractére de dénombrement unités de surface facilitait effectivement
les conservations quand on déplace les éléments [es uns par rapport aux
aulres ; et cecl contraste gvec les expériences de conservaiion of upe
partic an mains de la surface n'érait pas aing “‘carrelée’’,

!
! H

H

/4
///’s/, m‘s://l

{les surfaces hachurdes sont égales)
ig. 3

La conservation des surfaces par différence est d’ailleurs phus diffi-
cile que par simple déplacement.

Remmarques

}. Cette distinction enire « concept de surface » et « mesurabiité
possibie », o’esi-d-dire passage au  caleul, concerne la surlace
« spatiale » ; je ne sais pas $"H v a pour Uenfant une surface « gquantité de
matiére », analogue a ce gw’est [a capaciié {guantité) des liquides par rap-
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pori au volame (voir plus loin), Néanmoins, je vais citer une anecdote qui
donne le théme d'une expérience possible sur {a conservation de « deux »
« surfaces » distinctes ; 4 'exposition Halienne des Journdes A.P.M.E.P,
4 Limoges, les deux dispositifs suivanils élajent présentds :

Dispositif n° 1:

Lattes de bois articulées, avec un moniage permettant de passer du
carré 4 la juxiaposition des lattes {la surface des « frous » devenant égale
& zéro}

Dispositif n® 2 ;

Carré articudé, sur lequel est fixd une surface d’un dssu plastifié type
« moustiquaine » et déformable en fosange (dans certaines limdtes : i Pon
étire trop la surface, elle cesse d’8tre plane).

fig. 4
A fa guestion posée & un enfant de 8 ans of demi, de savoir si la sur-
face se conservait, la réponse a &t la swivante © « oui » pour les lattes, au
début de la déformation, puis « non » lorsqu'il v a eu passage & la limite
ésurface nulle) ; pour le second dispositif, la réponse a toujours été une
réponse de conservation, méme aprés une éponse négative concernant le
premiey dispositif.
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il e semble que dans le premier cas Iz surface (« non conservée »)
est la surface « spatiale » des losanges vides, alors que dans le deuxigme
cas la surface {« conservée ») est celle globale du tissu-matiére, En fait
¢’est parce gue le tisst n’est pas conting et que ses mailles lui donnent une
certaine Elasticit# gue le dispositif n° 2 se déforme sans conservation de la
surface (les mailles sétirenz pettement).

2. Suy le plan des pratiques sociales, Jes noms des « mesures » utili-
sées avant les réformes de la Convention iémoigneni de 1a coexistence de
deux sortes de mesures Jiées aux surfaces ; les unes sont expliciiemen des
tnesures produits, d'autres ont un caraciere que *appellerai « unidimen-
siotiel », #u sens on elles ne sont Hées & aucun produit. Exemple @

Arpent (1)
linéaires),

Arpent (2) = surface labourable en une journée par un couple de
boeeufs {appelée aussi « couple de boeufs », « journeaux »...) : mesure
non liée au produii,

Il

900 oises carrées {toise carrée : produit de mesures

Bien entendu, cela ne signific pas que le mede de mesure soit effecii-
vement le labourage-! mais que 1'usage de cette surface est lide aux échan-
ges agriceles, « taxes » ¢t awtres, Linré la fait remonier aux mesures
gréco-romaines, Pour cette mesure la forme de la surface ese daillzars
relativement secondaire, I"essentiel est la quantité de blé produii,

Le Linré cige également | existence de deux toises, 'une utilisée pour
la mesure {indaire du bois par les charpentiers et qui vaur ¢ing pieds ¢t
dem, et Pautre utilisée ponr les mesures de surface des murs par les
macons et qui vaut 6 pieds pour « faire la toise carrée » (Thaumassiére -
Coutumes du Berry).

1.3, Le volame

5i Pon peut faire pratiquement avec de bons dailages et dans le cas
de bonnes surfaces un recouvrement d'une surface en « passant dans
RY », la structure méme de Vespace pratique de nos gestes quotidiens nous
interdit 1a m#éme facilizé pour le volume. H n’y a strictesnient ancun moven
pour un volume physique (parallélépipéde de bois par exemple) de le
paver concréiement de cubes unité. ., Et méme, dés Pinstant ot l'on a
composé un cube physique avec des cubes unité, on r’en voit plus gue la
surface extérieure (45 {et encore pas toul 3 la fois).

La mesure du volume spatial ne peul pas s"appuyer sur une <« mensu-
ration » concréte au méme titre que la surface, Cela donne gu volume
spatial une complexité spécifique ¢’ ordre 4 la fois conceptuel et pratique.

(6) lci encose los texies sur les mesures gnciennes sont intéressants, Liteed (1840-65) « « toise
cube 5 = cube dont chague face ¢st une toise carrée, toise © « par exiension, guantité de
matiére dquivalenie 3 cefle qui ase renfermdée dans um corps cubique de & pieds... » {sous-
entesdu de cO1é)
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La représentation de la composition et/ou de la décomposition est néces-
saire au concept de mesure par rapport 4 une unité.

Dans I’« échelie métrique de Uintelligence », on trouve une épreuve
introduite par Zazzo : le compiage de cubes, ol il 3’agit de se représenter
tous les cubes -—— méme non visibles — d'un ensemble, Son étalonnage
monire qu’d 10 ans irés pew d’enfants réussissent compléement et que,
jusqu’a 14 ans, elle reste une éprevve difficike.

Les implications sur le plan de la didactique sont Peffort 4 faire sur la
représentation de I'espace nécessaire 2 upe bonne eonceptualisation du
volume, avant les problémes de son ealent,

- Travail systématinue sur des cubes en fil de fer, des solides trans-
parents, des solides démontables ;

- Usage des codes de représentation graphigue : pointiilés :

— Reconstitution de cubes gvee des parallélépipédes variés.
{Antention ; le caractére « développable » de fa surface du cube peut
accentuer une identification du cube et de la surface avec laguetle on est
en contact ef géner Ja représemtation proprement volumique des solides).

Dautre part, si R? est « homogéne », Uespace physique — et méme
UVespace « spatial » des représemtations — ne ’est pas. Le couple
verticale-plan herizontal joue un rdle trés spécifique. Dans la structura-
tion de I'espace, I"émergence du couple « verticale/plan horizental » a
partir des données physiques liées & Ia pesanteur est un des premiers élé-
ments de constitution du caractére « euclidien » de la représentation spa-
tiale {Piaget, « Représentation de |"espace »).

La hauteur n’est pas mise en relation avec chacune des deux dimen-
sions du plan « horizontal », mais avec leur composition : la surface de
basc eHe-méme,

La guestion « Un cylindre B est deux fois plus haut que A, quel est
son volume 7 » ne s'identifie pas 4 « 1] est deux fois plus large », car ie
« deux fois plus large » ae s"applique pas spoatanément & une scule des
dimensions de fa base, mais & une quantité pnidimensionnelle, {c’est-a-
dire une mesare dans B a priori non envisagée sous fa forme J’un produit
de mesures), mal ou pas différencide de fa surface,

Nais reviendrons plus loin sur cetée guestion A propos des relations
multidimensionnelles. Car un aultre caractére du volume intervient : nous
avons considéré des volumes physiqgues pleins et « solides », ou des volu-
mes spatiaux « vides », mais le « volume » est aussi une qualité/guantité
dissociée de la forme : pour I'ean, les grains, le sable, il y a aussi le con-
cept de « volume-capacité » qui, $’il est 1ié an volume spatial des formes,
ne lui est pas identique.

Pour ce « volume liquide », "additivité est sans rapport direct avec
la position respective des 2 volumes ajoutéds : 1litre d’eau + 1 litre d’eau
= 2 litres d7eay, el la question de Iz place de P'un par rapport 4 I'autre ne
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s¢ pose pas. Mais — revers de la médaille — e Hen entre « volume
figuide » et « volurne de la forme occupée » doit étre consiruit. Les diver-
gences entre expériences de conservation de volumes par déplacement de
parties et celles testées par le niveaus d’eay quand on immerge le volume
témoignent d*ene construction distincte dans le temps, et d’une ¢coordina-
tion tardive.

On retrouve cette différence Qans les unftés de mesures elles-mémes
puisque cobabitent : le lire avec ses centilitres, [e métre cube ¢t ses déci-
métres cubes, le décimétre cube et ses centimeétres cubes. Hs entretiennent,
chacun 5’en souvient, des relations délicates, alors méme qu’ils appartien-
nent les uns ef les antres au systéme décimal...

Dans les expériences de conservation de Piaget, la conservation des
quantités « continues » {liquides) est trés précoce {voisine de celle du
nombre entier), alors gue la conservation des volumes {de cubes arranpés
diff éremmment par exemple) est phus tardive, Les relations enire la quantité
et le « volume oceupéd », la « place prise », mettent un certain temps 4
s8'établir. Les recherches en psychologie génétique n’ont pas & Pheure
actuelle explicité le « comment » de Pétablissement de ces relations, ni les
activités de enfant qui ¥ comduisent, 1} ¥ a néanmoins un « cORnstat »
qu’existent & un ¢ertain &ge une différence entre deux concepts « volumi-
gues », et, plus tard, un « seul » volume.

Remarque

Lorsqu'on mesure le volume o’un solide par 'intermédiaire du
niveay du liquide déplacé quand on immerge le solide dans le liquide, i
faut pouvoir poser 'égalité .

volume du solide = volume total — volume du lguide.

Cela suppose que, si Pon peut mesurer le volume total (par le nivean
atteirt par le liguide, par exemple} et si Yon peut mesurer Je volume du
liquide (par le niveau atteint par 'immersion du solide}, le complément
du liguide dans Ie volume total est ui aussi mesurable, Cela n'est pas
Squivalent directement au fait que la mesure est additive ; le fait qu'une
famille d’ensembles mesurables soit stable par union et intersection
n’impligue pas qu’clle s50it stable par passage au complémentaire,

Par aillenrs, une mesure sappuyant sur le déplacement du niveau de
tiquide suppose 1a ¢conservation du volume du liquide, Pincompressibilité
du liquide et celle du solide guand on Pimmerge.

(Question : en fonciion e ce qui précede, & calcul de ol + 6 + 4
ast-tl bien du méme ordre de difficulté que e calcud de 2m + 6m + 4m, ol
la difficulté de calcul de 2 cn® + 6 cm® + 4 om?® pewt-elle varier selon la
Jorrie Initicle donnde au probléme 7 )
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II. Longueur - surface - volume : changement
d’unité et produit numérigue par un scalaire.

2.1. Changement d’unité pour les longueurs et « capacités »
(volume « liguide »).

Le passage d’une mesure en métres 4 une mesure en ¢entimeétres {(ou
métres en kilomeétres), ou d’'une mesure en litres & une mesure en centili-
tres fait partie des premiers changements d’unité, Cela se traduit sur le
plan numérique par une multiplication liée au systéme méme d’écriture
(les mesures décimales étant faites pour cela...). Les unités (numériques)
deviennent des centaines {resp. des mille), et réciproquement pour le
changement inverse d'unité, C’est sans doute le premier gccés aux déci-
maux.

{Questions : 1. A-f-on li-dessus des résultats expérimentaux en
classe sur ’accés assez précoce 4 des additions de type 1,50 + 1,20 en liai-
son avec {es changements d'unités ?

2. Tronve-t-on les mémes résultalts pour les longueurs et
l'e.s capacités sur ce probléme 7).

En.un certain sens, il n'y a pas de multiplication réellement associée A
ces changements d’unité, par leur nature méme, Et les difficultés considé-
rables rencontrées dans ’enseignement de la physique pour de « vrais »
changements d’unités viennent peut-&tre aussi du fait que, pour ces mesu-
res — correspondant 3 des concepts proches des premiéres pratiques de
I'enfant —, le concept de changement d'unité de mesures lié a la multipli-
cation ou lJa division numérique, c’est-a-dire par un scalaire, est
« gommé » par son caractére décimal.

Signalons néanmoins un point : le fait que certaines des unités déci-
males n’ont pas de réelle existence pratique ne doit pas étre sans consé-
quence : le décaméire comme le décimeétre ne sont pas de vraics mesures
pour les activités pratiques... méme si les enfants mesurent avec un
dénommeé « double décimétre » dont ils utilisent d’ailleurs essentielle-
ment les centimeétres !

Remarquons ici la polysémic du mot « métre » qui signifie aussi bien
Punité de mesure qu’un instrument de mesure (qui a suivant les cas | m,
1,50 mou 2 m !) ; ons’en sert plus souvent pour « lire » des centimétres
que pour reporter une SUCCEsSion de « mesurants » {métre és-qualités ou
instrument).

2.2. Surface et volume - Changement 4 ’unité.

Qu'il s’agisse des unités de surface — cm?, m?, are, hectare — ou de
volumes — cm?, m?... : lcs passages d'une unité 4 une autre restent essen-
tiellement théoriques. On calcule en métres et métres carrés, ou cm, cm?,
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em?, et les conversions éventuelles passent -— mal — par « I"éguation aux
dimensions », 8 = L* ou V = L3 domt nous allens parler plus loin. Le
passage direct d’ume mesure de surface & une aptre ne se fait guére (5),

Remarquong diailleurs que a description des surfaces qu’on fré-
quenie couramment se fait dans la pratique, nen par Iz mesure de la sur-
face (qui ne donne qu'une information globale), mais par la donnée d’un
produit : une table de 0,70 sur 1 m, une feuille de 21 x 29,7, une piéce de
3 m sur 4 la surface comme « forme » ne se réduit pas 3 sa mesare.
C’est guand il s’agit d’acheter du bois, du terrain, un appartemesnt, ou de
peindre une surface que la « surface - mesure » cst nécessaire,

En fait, les mesures de surface ou volumiques interviennent és-
qualités guand on les met en bijection avec une autre mesure « unidimen-
sionnelie » (des francs, des kilos, des litres_..) par un « isomorphisme de
mesures » ol intervicnnent d’autres produits par des scalaires.

A. Szeminska, dans des expériences de conservation du nombre chez
des enfants de 5 & 6 ans, trowve ung « conservation » du nombre qui pré-
céde Ja conservation des correspondances terme & terme lorsqu'on pré-
sente une codlection de jetons & échanger contre des « sous ». La quantiié
de « s0us » est conservée comme guantité giobale « d’argent » de méme
gue le nombre de jetons esi comservé comme quantité globale de
« Pachat », argent et achat étant dey mesures mises en isomorphisme par
I’échange. La distinction entre cetle « mesure numérique » globale et l¢
nombre ¢ardinal d'ensemble nous semble pour partie ¢’une nature analo-
gue 4 celle existant enire des « mesures spatiales globales » ¢t les mesures
produiis. '

La différence conceptuelle qui existe entre la « surface-forme », la
« mesure-surface » {en tant gue mesure simple calouwlable additivement
par rapport & nnie uniié), £t ba « surface-produit » peat se iraduire par des
difficnltés différentes de prablémes de calcul de surfaces.

{n peut par exempie demander de trouver fa surface d™un rectangle
de dirnensions doubles dun rectangle dont on donne Ia surface, 1l suffit
de reconnafire gue la « grande » surface-forme est recouverte par guatre
<« petites » surfaces-formes pour pouvoir calculer :

§=8§+8§+8+85=48,

Par ailleurs, ks question posée sons Ia forme @ « 1§ favt un pot de
peinture pour peindre le petit rectangie ; combien en fant-il pour le
grand ? » — mesure « simple » isomorphe avec la mesure guantité de
peinture — peut dee plus facile gue la guestion directe ; « Le petit rectan-
gle a une surface de tant de em? ; quelle est ia surface du grand ? ».

(5) Aux 16547t siécles, de vrals changements d unités fraient nécessaiess, mais toushaient 4
ta vie soctale, divecrement en llalson avee les structures 12adales ¢f ks droirs ¢ faxes oui eur
Etaient lés ; ainsi } acre = 160 perchet carrées, avee une pershe de 22 pieds carrds, iKest-&
dire 23 x 22). On » aussi 100 perches carrées = | arpent. Problémes analogues avee les
capacites.,
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Enfin, le calcu de Ia surface d’un rectangle de 2 métres sur 20 centi-
métres peut Sire encore plus difficile.

IIl. La « combinatoire » des propriétés, les mesures
spatiales et les structures multiplicatives.

Tout le monde est bien convaineu qu’ene muliiplication n'en vaut
pas une asire ¢ que les probiémes dont la selution appelle la mise en
ceuvre des structures mulliplicatives sont loin d’8tre équivalents pour
I'étéve, méme lorsqgu’on se limite aux structures multiplicatives d'entiers
w naturels »,

Ies recherches effeciuées en psychologie géunétique sur Ia « combina-
toire » — précisément sur le produit cartésien ensembliste {fini) —, et sur
Pespace, permetient de mieux cerner sur quelles bases conceptuelies
Penfant peut ou be peut pas s’appuyer quand il cherche & résoudre tel
probliéme « multiplicanl » particulier, et comument soni 1iés entre eux les
différents concepts concernant le monde physique, concepts qui caractéri-
sent sut e plan cognitif le terrain sur lequed se situent les interventions
didactiques elies-mémes, et particuliérement les résolutions de problémes
« multiplicatifs ».

3.1. Le « produit cartésien », la « combinatoire » et Je pro-
duit pumeérigue.

Dans une série d'expériences poriant sur des enfants de 3 ans et demi
a 10 ams, i’si swudié quelle répomse donnaient Jes enfants 4 ja construction
des « formes colorées » obtenues @ partdr de 3 formes el de 4 couleurs et
guelle représentation ils se faisaient du résultat. 1in des résultals directe-
ment pertinent au probléme du lien « combinaioire - structures numeéri-
ques » est fe suivant, méme quand ka construction est réussie :

— L& possibilité de savoir sans décompie combien de formes colo-
rées ont été fattes & parir de 3 formes et 4 couleurs st tardive et est préod-
dée de plusisurs étapes :

&) Dans un premier femps, Penfant n’est méme pas ceriain
que Ie problémie ait une solstion nécessaire, {En gros, moins
de 6 ans.)

b} Plus tard, il n'a pas de procédure do veérification, si de pré-
vision, et fonctionae par « essais » et « erreurs ». Le petit
nombre d’eléments est décisif sur Pexistence d'un résultat
compiet. H esi alors incapable de savoir sans les compter il
doit y avoir 3 rouges, 4 carrés... Le falr de vérifier qu'ilya 3
rouges, 3 bleus.,. ne "améne pas & la conclusion gu'dl y a
aussi ¥ jaunes 6-7 ans).
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¢} Ensuite, pour Pune des dimemsions forme ou couleur
- selon e matétie! technique urilisé — i sait qu'il doit v
avoir 3 formes pour chague couleur, ou 4 couleurs pour ¢ha-
que forme, mais il ne sait pas nécessairement qu'tl ¥ a ; et
3 formes par coufeur, et 4 couleurs par forme (asymétrie du
produit F x €). Son décompte des &éments de F x € es
alors additif : 3 + 3 + 3 ¢+ 3.

d) Clest ensuite seulement gue F X C = ¢ x F (alors que leg
a tables de muktiplication » pour les mémes sujets sont ensei-
gudées depuis plus de 2 ans,..) (919 ans).

La « combinatoire » réussie {toutes les formes colorées faites) pré-
céde Ia connaissance du produit cartésien ¢t de son cardinal comme pro-
duit de nombres,

{Quesiion : a-t-on un recueil de dorndes sur le foit gue dans les opé-
rarons sirictement pumérigues, C'est-d-dire qui ne sont pas fssues o 'un
probléme i résowdre, Pasymdétrie du produit : 3 x 4 £ 4 x 3 précdde
bien fa compunarivitg, pu sens ol on ne peul pas prédire n X p connais-
sarp X n?

Les expériences de Francine Mannoni sur les décomptes d”objets ran-
gés par Hgnes et colonnes (o4 ka dissymdtrie indtiale des edles de la forme
et de |a couleur ne se pose pas a priori) font état des difficultés des enfants
& prévoir I'égalité des regroupements par lignes et celui par colonnes : les
procédures ne sont pas équivalentes © p fois 1 + »n fois p.

X X X x x X n
X X x xX X X B
pfoisn
X X X X u
x X X X X n

nfois p

fig, 5
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Unie guestion trés importante de didactigue des mathématiques me
semble owverte concernam e probléme @ en présentant Je produif par les
opérateurs : 6 X 4 représenté par I"opérateur (X 6} appliqué i 4, aide-t-on
Penfant & en acguérir la pratique parce gu'on §'appuic ser ses représenta-
tions du produitot 6 foisd, c'est 4+ 44+ 44+ 4+ 4+ 4 ?0uybien
n'eniretient-on pas ainsi ces représentations qui sont insuffisantes pour
progresser et pour s’apphiquer aux situations ou la maltiplication est liée a
un produit de mesures €4 non & un opératenr sous une forme ou SOUS une
autre {scalaire/fonction, ¢f. G. Yergnaud). Cu autrement posé : a guel
moment est-il utile et nécessaire de s’appuyer sut les concepts que Venfant
s'est préalablement consiruifs par une voie ou une aulre, et & guel
moment devient-il nécessaire de choisir des situations preblématiques ob
il doit dépasser ces représentations ?

3.2. Calcul de surfaces (et volames) par un produil de sca-
laires aprés donnée d’une unité gui permet le pavage.

Lorsque fa surface est pavée par une unité donniée, ug calcul peut étre
effectud sans gue pour autant la mesure surface concernée soit une
mesure produit. Cest ie nombee des unités qui peut étre décompté par un
produit de scalaires (le nombre d’unités par ligne, et le nombre de lignes,
par exempie).

fig. 6

Ici la surface est 15 (sous-entendu @ carreaux).

Modulo le probléme de la représentation, la situation est analogue
pour les volumes, Line liaison se fait ainsi entre 1a mesure {« addition »
oy décompte d’unités) et Ie produit de scalaires {(nombres « sans dimen-
sion » : cardinal du produit cartgsicn d'ensermbles Finis).
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3.3. Homothetie, dimensions de longueur, surface ¢l volume
¢l multiplication par un scalaire.
En supposant Ia conservation des mesures spatiales par déplacement,

ce sont les transformations homothétiques qui relient la dimension physi-
que des mesures spatinles ot les opérations mulliplicatives,

La question est 1a saivante : §i 'on prend un carré ou un cercle (resp.
cube ou bouile) homothétigue d’un 1émoin, que deviennent, selon le rap-
port d*homothétic, le périmétre, 14 surface {resp. le volume) 2.

On a les wransformations ¢f les opérations suivanies »

cBté ou diamétre f X2 » cOté nf
périmerre P XA » 1P

surface g X (‘T X > (R %' mS
volume Vv X {n X ax H »{ X nx WY

Les produits fonctionnent ici comme des opérateurs scalaires ; le
choix du bon opérateur vst 1ié 4 Ia dimension méme des mesures concer-
nées.

fQuestion : lorsqu’on part d’un témoin carré (resp. cubel, le corré
fresp. cube) résuftal 4 'une homoithetie & coeffivient entier est pavoble par
le carré f{resp. cube) témoin, La conservation du méme opérateur
lorsqu’on passe du carré ou disgue (resp, du cube @ e boule) re témoigne-
telle pas de Uacquisition de la « dimensiosnalité » de la surface fresp. du
volumel 1)

En liaison avec la remarque faite plus haut, qu'ane unité propre de
surface ou de volume apparaissait plus « ngturellement » dans le cas
dispmorphisme avec des mesures sndimensionnelies {francs, kilos, ...},
la question précédente dait €tre différente si de iriles mesures y intervien-
nent.

Exemples
-~ On met 1 heure pour faire le tour du carré (cercle) témoin ; com-

bien pour un carré (cercle) de oote {diametre) 2 fois plus grand ?

— 11 faut 1 kilo de peinture pour peindre ¢e carré (disque} témoin ;
combien pour un carré {disque) de cdté (diaméire) 2 fois plus grand ?

— 1 litre remplit ce cube {ceite boule) ; combien contient ce cube
(boule) de cHié (diamétre) 2 fois plus grand?

Liintervention ¢ un isomorphisme de mesures apparait ajouter de la
complexité au probiéme ; mais, d’aprés un sondage plus anecdotique
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qu'expérimental, il semble gue ce type de guestion soit plus simple néan-
moins gu'une guestion « directe » sur le périmétre, la surface ou le
volume. Celle-ci utilise dans Ia langue courante des expressions verbales
comme « deux fois plus long », « quatre fois plus grande ». Or ces
expressions coordonnent une formule multiplicative : « 2 fois » et une
formule additive ; « plus », et des expériences de F. Jaulin - Mannoni ont
montré que — pour certains €léves ay moins — ces coordinations étaient
des sources de confusions considérables. Pour ces enfants, « 2 fois plus
grand que B » peut se traduire par I"adjonetlon de 2 (et non le produic).
2 B devient B + 2 avec une confusion entre la mesure (qui a une dimen-
sion} et le résultat pumérigue de ceite mesure (qQui est un scalaire sans
dimension),

Dans certaines classes, on élimine le mot « plus » en disant : la lon-
gueur du tour est deux fois Ia longueur de... ; la mesure de fa surface
{Paire} est depx fois celle de, ..

I est difficile néanmoins de faire produire spontanément des répon-
ses de oo type si Penscignement ne Pa pas induil.

Le nombre est & {a fois moyen de caicul, et — accompagné de Punité
— résultat d’une certaine mesure ; les opérations effectuées & Pon ou
Paqtre titre ne sont isomorphes que sile concept de nombre comme résul-
tat d*une mesure déterminde est bien acquis @ les concepts physigues en
ieu sond pour cela décisifs, Le langage courant peut étre un mauvais véhi-
cuie pour distinguer les deux notions. Par I= mélange de formulations
additives {qui, en principe, respectent les dimensions) et de formulations
multiplicatives {(produit par un rombre, sans dimension), il peut contri-
buer au maintien de cette confusion, lorsque la relation entre le anméri-
que €t les quantités physico-spatiales est encore mal dégagée.

Or celte distinction entre le nombre qui inteevient dans un produit
par un scalaire et les nombres résultats de mesures que I’on ajoate est dila
base de la notion d’« homogénéité des formules » (on respecte les dimen-
sions quand on effectue des additions, ou quand on écrit des égalités 63},
1] ne faut paz tirer la conclusion qu' suffit &’ uriliser un langage plus for-
malise : cela n'a jamais empéché le langage du siécle d’exister pour
Peléve. Mais it faut en ticer au clair le conteny en permettant A "enfant de
maitriser micux les notions sous-jacentes.

{6) B est bien connu des enseignants de physique — ef hélas, mal des éléves/dudiants — gue
fes caleuls dits litkéraux ons intérd & éore condupits Je plas loin posable avant de substituer
aux% gquantités leur valeur < cele permet auy dimensions ge rester explicitées — et done d'&ire
respectées au long des cakeuls. Le respect des dimensions ; dans les additions, on n‘ajguie
pas des mares of des nombres, Ou dans les moltiplications {guand on multiplic dex métres
par des métres on @ des métres « carrds &, non des mdires), parte done Inin dans ke dévelop-
pemenl des comnglssances, Don UVimporiaace de bien « assurer » los comeepty  Tids 2
I'espace, dont Fenfant peur avolr la pratique Ja plus immédiate et permanente, ¢ar en iquiel-
gue sorte, ils peuvent servir de « paradigne » pous s Auires « équations aux diviénsions »,
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3.4. Produits par un scalaire et linéarité des mesures de sur-
face et volume par rapport & chaque dimension,
3.4.1. Surface, bilindarité et dimeasion de la mesure.

A une constanie prés (correspondant au choix de Punité), il est équi-
valent de dire que 1a surface d’un rectangle (L % [ est le produit des fon-
gueurs des cBiés on qu'elie est lindaire par rapport 4 chacune des 2 dimen-
sions,

Cependant, certe eguivalence n'est pas nécessairetnent une donnée
potir Penfant - elle fait partie de la construction de la nation de surface et
de sa nesure {7},

Les expériences sur Jes couservations spatiales — et celies de Vinh
Bang 0 particulier sur fes surfaces — montrent qu’il ¥ & pour 'enfant
une difficulté inrinséque 4 coordanner deux relations, avec de plus :

— une difficuleé a distinguer des compensations additives longueur
+ 2 m, largeur — 2 m) avec les compensations multiplicatives dongueur
x 2, largeur ; 2} — e qui recoupe une remarque précédente sur la confu-
sicnenire2 x BetB + 2

— wnie difficulté 4 coordonner des relations « inverses » au sens sui-
vant {mukiplier & longoeur par 2 e1 diviser 1a largeur par 2%, ce qui donne
une constante pour ka surface {cette difficulté ne semble pas due exclusive-
ment ay caractére « inverse »}; quand les refations sont de « méme
sens » (X 2 et X 3 par exemple) la difficulte est certainement moindre,

{Question : fe calewl iréa@;sena‘ant :

L —= 2L impliqgue § ———>2§
el / —— 31 implique § ey 38

e conduit pas nécessairement & lo composifion
(2x3S

quf exprime biert le caractére madtiplicatif de la surfuce.

Y a-t-it une évolution spontande ?

Observe-t-on une phase ou les enfaonts commencent par gjouier entre
eux les résultats des deux opérations ?.)

(L—2L, f—30) impligue $

Les expériences sur le produit cartésien montrent que Pétablissement
de relations indépendantes entre factears de deax produils cariésiens
rimpligee pas d’emblée une relation multiplicative.

(7} Dans Penseignement primaize, quand on aborde ces notions, on cherche & distinguer wur-
Face et mesure de la surface [aire], volume et mesure du voltume (qud n°s pas de nom particu-
Hierd paur préciser quil v a4 Wi « objet » dont on parle et le résuliat {faombre} d'une mesure,
Pans [out ce texie, surface et volume soat mis pour surkace-mesore ¢f vohume-mesure.
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De méme il faut ici coordonner la mulliplication de L par 2 avec cellede /
par 3 selon un schéma commutatif qoi fait apparatire "opération (2 x £,
3 x ) gui opére sur Pensemble de Ia forme de S de fecon non additive
alors que 2 X L comme 3 x ! pedvent se traduire de facon addirive.

8
2 % L Ix|]
S;=2S|; Sa=3Sﬂ
3 x| 2w L
N/
351"—.~2S2
S)

3

x 2 L

fig. 7

3.4.2. Lt volume

Les difficultés, que nous venens d’évogquer, lenant au passage de la
propriété de bilinéarité au fait gue Ia mesure de ta surface est un produit
de mesures se retrouvent pour le volume-
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Comme produit 5 x & (surface X hauteur) le volume est bilinéaire
par rappott & deux dimensions : lz hauteur et & surface. Le prebléme de
composition de ces deux propridids de linéarité est donc posé.

Les travaux de Piaget (Représentation de PEspace, 1948) sar la con-
servation des volumes signalent le méme ordre de difficuliés que celles
rencontrées dans le cas des suefaces, Pour parvenir au volume produit tri-
dimensionnet, il faut ensuite coordonner les propriéiés de ia bilindarité
par rapportt A la surface et {a hanteur, svec les propriétés de cetie bilinéa-
rité de {a surface par rapport 3 la largeur ¢ 4 la tongueur. Cette coording.-
tion introduir a priori une difficulté supplémentaire.

{Question ; y a-t-if possibilité d’un passage « direct » de Ia lindarité
par rqppoert & chacune des trois dimensions qu volume comee produit des
3 mesures linégires ; ¥V = [3?

Cette probidmuatigue nous parait lide & la question de Pintervention
pedagogicue préalable pour instaurer g symétrie de réle des 3 dimensions
« contre » Pasyméirie initiale ertre d’une part la hauteur comme dimen-
sion « verticale » et les longueur et largeur comme dimensions « horizon-
fales », celte intervention permettant une meilicure représentation du
vodfume dans Pespucel,

La compaosition des deux propridtés de lnéarité pose un probléme
particulier au volume, en raison de V'impossibilité d'effeciuer un « recou-
vrement » du volume éudié par d’autres volumes (¢omme on peut le faire
pour la surface).

Si A est mulipliée par 3, par exemple, on ne peut pas représenter 3
volumes identigues superposés de la méme maniére qu’on peut visualiser
Pintégralité de fa surface obtenue en multipliant par 3 [a largeur &'un rec-
tangle. .

1I faut se représemter le volume. Le passage & la bilinéarité sera
encore pius compliqué au point de vue de la représeniation.

En ce qui concerne la linéarité par rapport i la surface, la représenta-
tion peut Stre de méme gature gue celle du pavage de fa surface, mals la
différenciation emre Ja mesire comme surface oy comme volume peut
Btre mise en cause, sefon les rapports entre les dimensions de hauteur et de
surface : st A egt trop petite par rapport 4 la surface, la question posée sur
le volume peut éire comprise comme unie guestion posée sur une surface :
il n’est alors plus question de linéarité par rapport a la surface mais de
simple additivité de celle-ci.

Un sondage conduit sur des adulies pon naifs semble confirmer un
traitement différencie] selan le rapport hauteur/diameétre. il serait intéres-
sant de voir chez les enfanis quel est le seuil 05 on passe de fa surface (un
« rond »} au volume affirmé (an « cylindre »),
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Flus génératement, isomorpbisme de mesure 1 X S {volume, avec
hautewr unitéj avec S{et I X 1 % L avec L) introduit une difficuleé parti-
culiére quant au rile de la troisiéme dimension, Cet isomorphisme, §°il
n’est pas représenté en tant gue tel pour l'enfant, risque d’abouiir &
Paddiiion de « surfaces » avec des « longueurs » o de « surfaces » entre
eltes, conduisant 4 des caleuls qui paraissent alors aberrangs, alors qu'il
peut s*agir du calcul du nombre de cubes constraits sur une surface,

Lz forme du calcul peut cacher k& nature de ce qui est réellement
« mesuré » par un décompte {2t mal mesuré parce que mal représenté).

Conchision

Nombre de travaux expérimentaux sur fe développement cognitif de
I"enfant indiguent 'existence d’obstacles conceptuels multiples dans
{acquisition des mesures de surface et de volume comme produiis de
mesures,

En ce qui concerne les quantités numériques et spatisles, nous avons
signalé ainsi ceux des obstacles qui sont en relation avec :

— I diagensionalité
‘ww Je siatut des unités de mesure (et leur Hen avee unité de longueur)
- fa constitution du prodult cartésien ensembliste.

De nombreuses questions se posent concernant les conséquences de
ces obstacles, encore davantage sur les conditions gui permettent 3
"enfant de les franchir. [ nous semble ndanmoins que "acquisition des
concepis correspondants est une condition nécessaire pout que le caleul
des mesures produits de surface ¢t de volume devienne opératoire, c'est-a-
dire applicable dans des conditions variées, En fonction des données
expérimentales parfois en apparente contradiction, I'hypothése que nous
faisons est 1a spivante : il 0’y a pas un développernent lindaire mais C’est
ia coordination de trois acquis conceptuels qui conduit 3 iz mesare produit :

— 12 « dimensionalité » de la mssyre

— le décompte du niombre des unités par un produit de scalaires
w e Hen de Punite de mesure des surfaces et volumes avee 'unité de
mesire gdes lopgusurs,

Le calcul peut alors se fzire sans que la représeniation d’un pavage en
unités soit nécessaire. Cela permet par exemple de calouler la surface de
rectangles pour des longueurs non entiéres, de calculer ia surface de trian-
gles, de disques. Ce dernier calen) nécessite "intervention de la continuité,
concept dont nous pensens qu’il se consiruit vers 9-10 ans, ¢'est-3-dire 1a
période de construction des notions spatisles sur les surfaces et volumes,
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Cet ensemble d*aoquisitions conceptuelles — ou 'enscignement a un
rdle trés important 4 iover —, est yne condition pour que les « calcals
numériques » ef Ies « résplutions de problémes » soient soutenus par une
connaissance gque Péléve s'est appropriée, et ne saient pas sculement le
résultat plus ou moins instable d’un apprentissage. Car il est bien connu
depuis longtemps que @ « concept mal acquis ne profite jamais »,

Le résumé des différentes interventions du nombre (« sans dimen-
sion ») dans les quantieds spatiales (longuenr, surface, volume) est donc le
suivant ;

{. La mesure cardinale est un préaiable,

2. Le scalaire exprime le décompte d’une « mensuration » effectuée
avec un mesurant {ou une umité},

3. L’addition d¢ secalaives correspond au caractére additif de la
mesure {dépend de Pexistence d’une unité et de la « pavabilité »),

4. L’homogénéité — qui donrne un seis 4 addition — o5t lide & la
notion de « dimmension » de lg guantité longuewt, surface ou volume con-
cernée,

5. Le produit d*une mesure par un scalaire peul correspondre & phu-
sieurs opérations ;

a) & un changement d"unité (avee les unités décimales, il
s'agit du passage des enters aux décimanx, et réciprogue-
ment) ;

b) au résultat d'an opérateyr d’homothétie pour des
mesures spabiales (lié 4 fa notion de « dimension ») ;

£ 4 Papplication de fa lindarité de la mesare surface ou
volume par rappert a chague dimension.

Dans fes deux derniers cas, I'opérateur s produll par oo scalaire » est
éiroitement ié & Padditivité des mesyres et au décompte du nombre d’uni-
tés contennes dans 1'objet mesuré.

é. Le produit de 2 scalaires intervient :

a) pour e caioul du cardinal d'un ensemble produit car-
iésien ;

b} dans la compasition de la lindarité par rapport 3 cha-
que dimension ;

¢) pour le caical d'une surface, o d’un volume, « pava-
bles » par une unité donnée, en passant par le calcut du cardi-
nal d’un produil ensembliste (« sans dimension ») (dans ce
dernier cas il peut s*agir d’un véritable produii de scalaireg,
Punité &ant fixée, ou du produit d’ung mesure par un sca-
laire},

d} pour le calenl d'une surface ou d'un volume ¢omme
mesures produils, & partir des mesures de la dimension de
base 1 la longueur {pour Ia surface}, ou & partir de deux
dimensions ; la longueonr et ka surface {pour le volume).
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Bien enfendu, les mesures spatisles penvent également intervemr ¢n
tant que telles dans des relations avec d’autres mesures, avec des produits
ligs aux isomorphismes de mesures {¢f. Vergnaud).

Bien entendo aussi, les inverses des opérations précédentes d’addi-
tion et de multiplication interviennent également et leur propre statut
dépend de celui de 'opération directe par rapport aux quantités spatiales
concernges,

Les difficultés des opérations elles-mEmes et celles rencontress dang
feur inversion vont dépendre éiroitement des COnCepis sOUs-jacents.
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