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ETUDES

L’indicateur d’Euler

par Jean de BIASE, Université Paul Sabatier, Toulouse

# étant gn natarel non aul, indicateur d*Buler de n, noté {1}, est le
nombre des naturely inféricurs ou égaux & 7 ¢ premiers aves n {par exem-
ple : ¢il) = |, {2} = |, o{10) = 4...} P. Angiés, dans le Bulletin 302
{p. 148) , détermine sa valeur en utilisani ia formule da crible et une pro- -
priété de la fonction partie entidre, Nous proposons ici deux autres
méthodes de détermination de pin), 1"une probabiliste, "autre basée sur
un théoréme dYisomorphisme dit Thdordme Chinois. Nous donnons
ensuite guelques propriéés de »(n).

Dongnées ;
nEN,
Ta = (P1s Por - 2} = ensembdle des facteurs premiers de n
m=p By LW EN,

I) Détermination probabilisie de ()
En munissant Manivers @ = [1,2,..., n] de {"Sguiprobabilité [pour
tout jEQ, P{f} = T’!-], -‘ﬂnﬂl représente 1a probabilité de tirer an hasard un

naturei de £ premier avec 7. Soit E I’événement des naturels de $ premiers
avec 7. Alors ;

E = m%}'jl_piﬁﬂ Ag = @\ Ay avec Ay = [\p; /NEN, Np; € G}
Sia = Ap; onaP(Ay) = %puisqu’ii y 2 dans Q@ & multiples de p;

inférieurs ou égaux a a (lp; 2p, 324 hp)dion PA,) = ;;_
4

Comme Ay Ay, ost Pensembie des multiples de p; et de pj;, donc
de py. Piona
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Ap, 0 A.Pj = Apzpj
et
Pl:Ap'- m Apj} - P(Apfpj)

o L
=B By T PP
{ealeal analogue & celui de P(A))

Les événements A, et A, sont done indépendants ; il en est alors de
méme pour leurs complémemalrcs {*) et par suite, de proche en proche, il
weni

P(E:: I pay= M [Py = 1 -1
) PETs Ay peéf?n[ ¢ P’}] ﬂfGﬁ’a( Pi
d'oy

A = nm‘é}@n (l “?15':) 0

1) Détermination de (7) & 'aide du Théoréme Chinois
1} Le Théoréme {hinois

Rappelons que, si 7 est un naturel gueleonque non nul, Pensemble
Z/n7 des classes résiduelles modulo #, muni de Paddition ot de la muli:-
plication induites par celies de Z, ¢st un anneau commuiatif unitaire,

Soient alors
* i, # deux naturels con puls premiers entre eux,

v ¥ ¥, ¥, les applications canoniques de Z respectivement dans
7/, I/nZ, T/mnZ.

¢ ¥ |*application canonique de Z dans 'anneay produit Z/m¥ x 2/ni
(ensemble des couples de classes résiduelies respeciivement modulo m et
- modulo n muni des lois induites par celles de Z/m el de Z/nZ) ¢est-d-
dire application définie par

0 [x €2 ¥ = (¥nt0, ¥, 0} ]

RN (e *m

2/imn Z ) Z/imZT x Zin &

() SiP(E, A Eg) = P(E)) X P(Ey), o0 a P(E, N Eyp = PIEUEy
= 1 —P{E; U By = 1 — [HE} + PE) — PE, N Ef = [1 ~ P (Eifi ~ F(EY]
= P (€ x P(ED
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Définissons une application f de Z/mnZ dans Z/mZ » Z/ni en
posant :

(¥y) (}‘ € &/mnl = fiy) = (%{x), %(x)) avec x € ‘r,;,l(y})

J est bien une application car

st ¥ = X LY = Yadxd, alots x, — %, € rnZ
d'on X, — x5 €mZ et x;, — x; & nk
done Y (%) = Y (X9 o Yo (v = dalxg.

J est un morphisme de F/mnZ darg T/m¥ x F/n¥ (démonstration
immédiate en revenant A Iz définition),

S et injective car
5 SO} = (0, 0}, alors y = ¥, (x) avec Yu(X) = 0ot g0} = 0
d'ot xE€EmZ et x € nZ
dod xCmnZicarmiAn =1 o Y. = 0=y, *

Comime de pius les ensembles Z/mnZ et 2/mZ x Z/8F sont équipo-
tents, fest aussi surjective et par saite est un isomorphisme entre ces deux
amneaux,

Don fe
Théoréme Chinals ; Si m ¢t n sont deyx natirels non nuls premiers entre
cux, les anneaux Z/mnZ et Z/m2 x I/nZ sont isomorphes,
Remarque. Ce résultat 5’étend 3 plus de 2 nombres premiers entre
etz deux & deux,
2) Délermingtion de p(n)

s o(n) est le nombre des déments inversibles de 2/ Z puisque ¥,0x)
inversible dang 2/a Z équivaut & Pexistence de x* € Z tel que

YA ¥ =1 ou E,0xx" = touix” = F + M\t ou xAn = |
{d'aprés le théoréme de Bezout),

» Par aillewrs, (u, v) inversible dans Z/mZ x Z/nZ équivaut a
Pexistence de {u', v') de ¢t anneay tel gue (e’ , v’y = (1,1) <'est-i-
diregu’ = letww’ = ] ouencore uet vinversibles (respectivement dans
Z/mZ et dans Z/nZ),

& Grice alors 3 I'isomorphisme défini par le Théoréme Chinois, il
vient

s mAn =1 alors omn) = o{m) . in}

*Ir Andésigneicilepged demern .
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* Sipest px‘*emier, ona
- T _1
oM = pt—p 7 {(1-2)

car les nombres compris entre 1 et p* et non premiers avec g soni p. 2p,

3p, .., p° 7} 7. Es appliquant alors de proche en proche le résultat préod-
dent aprés avoir remarqué que si 2y, ..., 2 sont des nombres premiers

" ) ko (
deux A deux distincts, p&i est premier avec I’} 2% ewe, on aboutit 3

) (I"‘r}f} fipn ( ¢~ Ly
) = f‘ = i‘ _—
¢ 1 }p ( i ) Fif

P G‘J.,

Remargue. Le résultat, ¢(nm = om) . rp(ﬂ) loi;gue mAn = lse
généralise, en tenant compte, par exemple, de la vaieur de ¢(n), sous la

forme suivante ;
8 mAn =d alorg o(mny =

d.o(m).¢ln)
#{d)

Ouelques propriéiés de o(n)
1} Somme des naturels inférieurs @ n et premiers avec

Pour n > 2, {7} est un nombre pair [dans I’ exprasman précédente it
existe des facteurs du wpep — 1 avec p,; premier impairsi# n m pas une
puissance de 2; sinon, si 72 = 2% (& > 1}aloss p{n) = 22~ 25~ = 20-13
et par aillenrs,

si kin=1 & 1€k <a~n,
glors (R~ KAn =1 et s -k <n.

Par suite les nombres compris entre I et 7 et premiers avee a2 peuvent étre
regroupss en -ﬂzﬂl couples du type {k, 4 — k). Leur somrne vaut donc

(k+n-k3ﬁ_2 rw:(n}

Propuosition. La sermme des naturels inférieurs ou égaux & n et prertiers
avec n vaul -é—np(n),
2) Bomime des o} pour tous les & divisant n

Soit IHn} = (d, = 1, dp....ds....d, = n} ensemble des diviseurs
de n écrits dans "ordre croissant. Effectuons une parzition de Vintervalle
de naturels I, = [1, #] en les sous-ensembies suivants :

fx € t,, xAn = 1}dont le cardinal est o(n) .
ix € I, xAn = f,]dont e cardingl est o 3'} ¢ar a chague x de ce type on
2
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peut associer bijectivement - F tel que g.;ﬁ, grx =1
fx € 1, xAn = d;} dont le cardinal est of -:T

x € [, xAn = 1| dont ke cardinal est § = qa (—;

Comme, lorsque dj parcourt D{m), 2 a4 lc parconfi aussi {en sens
inverse), on obtient la

Proposition. La sontme des ofd) éterndue ¢ tous les diviseurs d de n est
égaled n.
3) Le théoréme d’Euler

Sachant que

* S x est élément d'un groupe muttiplicatif d ordre r et d'élément
anité 1, " = 1;

o un Slément ¢ de Z/nZ ast Inversible si et seulement si @ est premier
awe # ¢t que par sulte ke groupe multiphcatif des éléments Inversibles de
Z/nd est d’ordre #{n), on obtient ie

Théoreme (d'Fuler) : Si a e n sont deus naturels premiers enire ¢tix,
alors

a0 _{ =g

Remargue. Un cas particulier de ce résultat est le petit théoréme de
Fermat. En effet, si n est premier, o{m = n — | et dans ce ¢ag :

a1 ol t = 0
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