Quelles connaissances
les enfants de sixiéme ont-ils des
“structures multiplicatives”’
élémentaires ? Un sondage

par
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IREM d'Oriéans, Cenitre d'Biude des Processus cognitifs et du
Langoge, CN.RS. — EHESS., Paris.

Les faits qui sont rapportés danz cet article ns doivent pas
étre interprétés sans précaution et c’est la raison pour laguells ils
gont accompagnés d'un commentasire préalable. Les suteurs de
I'expérience mpportée ici avaient pleinement conscience, avant
méme de Ventreprendre, de son caractére limité. 8%ls en publient
cependant les résuliats, o’est pour illustrer les probidmes qui se
posent i l'enseignant de mathématiques au débui du premier
cycle du second degré, dans le domaine de Pacquisition des
“gtructures multiplicatives®, Mais 1i serait dangereux de tirer de ces
faits des conclusions prématurées, alors méme que tout, ou presgue
tout, resie & faire, tant dans Panalyse systématique des acquisitions
des &éves que dang la recherche didactique qui doit nécessairement
accompagner cetie analyse.

Par “structures multiplicatives”, nous entendons, dans un
sens un pen inhabituel du terme *‘structures’, des relations, trans-
iformations, lois de composition ou opérations dont le traitement
impligue une ou plusisurs multiplications ou divisions. Ces strue-
tures ne se référent donc ni & un ensemble homogéne d'objets
mathématiques, ni d une loi unique de compasition, 1! $’agit plutdt
#un “espace de problémes’’ dont la résolution impligue une ou
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plusieurs muitiplication(s) ou division(s). Ce cholx est directement
lié aux critéres que le psychologue est amené a fixer 4 Pacquisition
de concepts : en effet, celuici est presgue toujours conduit &
considérer comme un critére décisif les conduiies effectivement
observées en situation de résolution de probiéme. Que gignifiersit
par exemple l'affirmation selon laquelle un enfant a compris la
notion de groupe s’il n'$tait pas capable d'inverser un élément du
groupe pour produire la solution d*un probléme impliquant cette
inversion ?

Avant de procéder & une analyse, sinon exhaustive, du rmoins
relativement systématique de 'espace de problémes auquel nous
nous référons, nous estimons utile de faire trois remarques :

1/ Dans I'ensemble des classes de problémes susceptibles
d’étre étudifes, et dont le lecteur apercevra plus loin ia grande
variété, nous n'avons abordé qu'un frée petit nombre de cas. Les
resuliats sont done lein de fournir une réponse aux questions
agu’il faudrait se poser quant & ’acquisition des “structures muiti-
plicatives™. 8i, 4 nos yeux, les relations utilisées sont des relations
tout A fait fondamentales, eHlez n'en sont pas moing viues ici d
travers des classes de problémes et des situations particulieres qui
n’ont pas valeur de généralité,

2/ lLes résuliate, qui apparaitront dune certaine brutslité
aux yeux de certains lecieurs, ne doivent pas conduire & une
attitude pessimiste du style : “A guot bon ! si tous les enfants
de sixiéme ne savent méme pas résoudre ces problémes élémen-
taires”, En effet, si ces résulfats, obtenus sur un échantilion
d’enfants d’Orléans apparemment représeniatif, montrent que de
graves lacunes existent encore chez les éléves de sixiéme, ils mon-
trent aussi que des fragments de rationalité fonciionnent avec
efficacité. Ce quw’tt faut dénoncer, ce n'est psas I faiblesse des
enfants, mais bien plutdt Uillusion et lignorance dans laquelie
nous sommes encore des difficultés d’appropriation par les enfants
de Varithmétique dite élémentaire.

3/ Ce serait aussi une grave erreur d'imputer la responsabilité
des lacunes ohservées 4 la réforme de 'enseignement des mathé-
matiques e de croire qu’un simple retour aux méthodes passdes
permetirait de combler ces lacunes. Bien su contraire, on ne peut
espérer apporier une réponse scientifique aux probiémes didacti-
ques posés par ces lacunes que par une analyse, dans les termes
mémes des methématiques modernes, de Ia structure relationnelle
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des principales classes de problémes rencontrées, et par une étude
expérimentale approfondie qui devrait se placer a la fois sur le
terrain de la didactique et sur celui de la psychologie des acqui-
sitions cognitives.

L’objectif de cet article n’est donc pas d’alimenter un courant
de retour i certaines didactiques périmées, mais au contraire
d'encourager les enseigmants ot les chercheurs 4 aller résolument de
. T'avant. 11 est possible, sans avoir de complaisance 4 égard des
-géfauts de l'enseignement actuel de mathématiques, de s’appuyer
sur les sequis positifs de cel enseignement pour apalyser et sur-
monter des difficultés encore mal connuess,

i, Les deux grandes “struciures multiplicatives™ et le plan
d’expérience,

L’analyse des problémes qui font appel i des opérations de
nature multiplicative (multiplication ou divicion) montre qu'ils
se situent presque toujours dans ke cadre de deux grandes structures,
éventuellement combinées ou dégénérées :

1.1. La structure de 'isomorphisme de mesures
1.2, La structure du produit de mesures,

1.1. Lo structure de Uisomorphismes de mesures est celle de 1a
relation de proporiionnalité entre deux sortes de grandsurs : des
guantités de marchandises el leur prix, des volumes et les poids
correspondants, efc. Ces grandeurs peuvent éire continues {lon-
gueur, volume, poids, temps, ... ) ou discrstes (nombre d’objets,
de paquets, efe.). On peut représenter commodément ces structures
pat des tableaux de correspondance .

X ¥ = fix)
x' y = f{x)

dans lesquels la fonction f fait passer de 1a mesure d’une grandeur
de la premidre sorte 3 la mesure de la grandeur correspondante de
la deuxiéme sorte.
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Exemples
La vitesse uniforme le prix des bouchdes
d*un mobile de chocolat
i T

Temps en distance parcourue bouchées prix en
heures en kilométres en unités francs

3 mem—s 225 1 e S 1

g —1— 450 3 — 3,75

On peut analyser ces tableaux
du point de vue de la fonction linéaire,
x b f(X) fx) = ax

dont V’écriture classique : y = ax met micux en évidence la rela-
tion entre trois grendeurs ; exemple d = vi dans le cas de la vi-
tesse uniforme,

et du point de vue de la propriété d’isomorphisme
multiplicatif x =dAx = #{x'}= \ f(x)
ou additif x' = x4 x = f(x")= f{x) + f{x).

Ces deux analyses, complémentaires 'une de "autre, per-
mettent de distinguer différentes classes de problémes et différentes
procédures de solution qu’il serait erroné de confondre car elles ne
traduisent pas les mémeg propriétés €t n'ont pas le méme statut
pour ’enfant.

1.2, La structure du produit de mesures est celle du produit
de deux dimensions 'une par I’autre, ou encore du produit carté-
sien. Le cas le plus simple dans les grandeurs physiques est celui de
I’sire, produit d’une longueur pur une longueur, maig | existe, dans
les provlémes d'arithmétique élémentaire, de nombreux produits
cartésiens qui relévent de eette structure : par exemple le nombre
de couples difiérents qu'on peut former avec i gargons et m filles,

Certes, le produit de mesures peut s’analyser comme un dou-
ble isomorphisme de mesures {double proportionnalité de 1a sur-
face par rapport a la premiére dimension et par mpport & la
seconde dimension}, et réciproquement Pisomorphisme de mesures
peut s'analyser comme un produit {d = vt dans 'exemple de la
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vitesse uniforme). Mais il serait artificiel de confondre ces deux
structures alors que la nécessité s’impose su contraire d’une dis-
crimination aussi fine que possible des différentes classes de
problémes auxquelles I’'enfant est confrontd,

1.3, Le plan d'expérience,

L’expérience que nous allonrs rapporter a consisié 2 poser,
8 une centaine d'enfanis de sixieme, cing problémes dont voicl
les énoneds :
Py OUn ingtalle le chauffage cenizal dans une maison de longueur

18 méfres, de largeur € métres et de hauteur 4 méires,

1Y Bachant qu'un radizteur est composé de 8 eléments et
quur dlément de radiateur peut chauffer un volume de &
méires cubes, combien de radiateurs faut-il poser ?

2) On envisage une consommation moyenne de 4 kilogram-
mes de charbon par jour et par radiateur. Si Pon chauffe du
ler octobre au 15 avril inclus, quel poids de charbon utili-
sera-t-on 7

P, Quel est, en métres cubes, le volume d’eau nécessaire pour
remplir un bassin rectangulaire de longueur 17 métres, de
largeur 8 métres et de profondeur 3 métres ?

P, On veut qu’un train de luxe contienne 432 sidges de premiére
classe. Chagque wagon contient 8 compartiments et chaque
compartiment contient 8 sidges, Combien faut-it de wagons
pour former ce tyain ?

P,; On veut remplir un silo & bié de 378 métres cubes. Chague
train de chargement est composé de 7 wagons et chaque
wagon 4 un volume de 6 méires cubes. Combien faut-il de
trainis pour remplir le silo ?

P; Un fermier posséde 5 vaches gqui produisent chacupe en
moyenne 23 litres de lait par jour pendant les 180 meilleurs
jours de P'année, Quelle guantité de lait obiient-il de ses
vaches pendant ceite période 7
Le premier probléme P, a simplement été choisi dans un

manuel de sixiéme (Hachette : Barlier, Bocage, Andren} comme

un probléme tout venant ne posant pas, aux yeux des auteurs du
manuel, de probléme particulier. Son intérét réside seulement dans
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1e fait que les gquestions qu’il eontient comportent plusieurs aspects
différents des struetures multiplicatives que acus venons d’évoquer
{produit de mesures —isomorphisme de mesures — double propor-
tionnalité).

Les quatre autres probiémes ont é6é fabriqués de telle sorte
qu'ils soient, du point de vue des relation en jeu, isomorphes aux
différentes questions du premier probléme,

Le choix de ces énoncés ne doit pas étre interprété comme
une invitation a utiliser tel quel ce type de problémes.

Autres prohismes
mophes
Py d:;:érenm “‘:;, Apalyee relationnela
de Pg
L. Caieul de yoliume Py Produit de wiesures
Iére
nuestion
2, Caleul du nombes de P2y et Paa Isomonghizme de trojs
mdiatenes dige et vontinu espraces de mesurm®
{wvolume)
1. Caleul du nombre de Fan ' éguivalent
jnury
2éma
question,
2. Caloul de 1a quanitité Py Double proportionnelité
de charbon Par rapport ak temps &t
Par FAPHOIE A une sutre
quantité,

La comparaison des procédures o des résultats obtenus aux
différents problémes devrait permettre d’étudier la stabilité de
ces procédures ainsi gue la part revenani, dans les difficuliés
rencontrées par les enfants, 4 la complexité propre des guestions
dlémeniaires en jeu et & la composition de plusieurs guestions.

Surtout Panalyse détaillée des procédures utilisfes devrait
nous éclairer sur la facon dont les enfants de sixidéme comprennent
es problémes,

* Nous verrons plus oin que Ik question cortespond Sakis loa trois cap 4 Ld Zorme saivante

b oo

i » i
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La passation collective et écrite a été accompagnée de guel-
ques entretisns individuels qui n apportent pas, en Poccurrence,
d’informations supplémentaires. Nous nous en tiendrons donc a
analyse des protocoles écrits,

Le travail a été effectué par les enfanis pendant Ie second
trimestre de 'année scolaire au cowrs de trois séances, sépardes
I'une de Pautre par upe durée de deux semaines. L'ordre de
passation a été le suivant ;

Idrs séunce Py

Zéme sdance Py ] poar ik moie Pay 1 pour FPaulrk moitié
Pg;] des enlunts ?; ]

Zéme sbance Paar] pour In moitid Py paur Pautlee
B3 ] des wnlants P12 } siraitié

La programmation de l'expérietice est assez critiguable :
il aurait été souhaitable, notamment, d’équilibrer DPordre de
passation de P, avec les autres problémes, et d’équilibrer aussi
Vordre entre P, 2t P,, dont la structure est identigue. Aussi
bien. cette expérience n'estelle gqu'un sondage, dont leg résitltats
appeilent de nombreuses vérifications, Hs n'en sont pas moins
instructifs,

2. Les taux bruts de réussite et d'achee.

Les tableaux ci-dessous Ia, Ib et ¢ fournissent une wue
d’ensemble des taux bruts de réussite aux différents problémes.

Taux bruts de réussite

In
P, (1ére partie de la 18re question 29/84
Py 38/84
Ib
P, {1ére question} 29/R4
Py H6/84
 £P 62/84
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Ic

Py {2éme guestion) 285/84
P, 64/84

Attention : les 29 sujets (sur un total de 84} gui réussissent
aux différentes sous-questions de P, se recrutent de fagon irés
différente, ainsi qu’on peut le voir dans le tableau 1id.

He permettent la comparmaison entre les différentes sous-
quesiions de Py, qui font appel, comme on 'a vu pius haut, 4
différentes structures multiplicatives, et les problémes P, Py,
P;, et P; isomorphes & ces sous-questions. C’esy ainsi gue dans le
tableau Ib, on trouve les taux de réussite d la 2éme partie de Ja
premiére quesiion de P, {caicul du nombre de rediateurs néces-
saires) aingi qu’sux problémes P, ef P;;. Ces premiers tableaux
montrent

1— La grande difficulté du caleul du wolume {produit de
mesures), v compris dans le cas ol cette question est isolée et
explicite (P, }.

2 — La difficulté moins grande (mais cependant non négii-
geable} des deux autres types de guestions, gui sont réussies par
3 enfants sur 4 environ dans le cas ofi ces questions sont posées
Séparémentf?“ ,Pga,P}),

3 — L’aggravation neite de ces difficultés lormque ces ques-
fions sont des sousquesiions d’un probleme complexe (P;) :
chute de 53 % ou de 30 % du taux de réussite brut.

Les tsbleaux Ha, IIb, He, 11d, He fournissent une image
plus fine de la hiérarchie des réussites et des échecs.

Dens le tablean Ila, le résultat le plus frappant est Veffectif
important de 1a ségquence — - gui indique P'échee répéte sux deux
gquestions de calcul d'un volume, En effet, sur un tofal de 84
enfanis, 38 dchouent deux fois, -

Les tableaux Ik et fc sont assez comparables l'un i l'autre,
Quire le fait gqu'approximativement 1/5 ou 1/4 des sujets échouent
encore & traiter les structures concernées, on peut observer gque la
grande masee des sujeis se répartit sur les séquences + + + ou
+ + {réussite totale} ou sur les séquences — + + et — + (échecen
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P, et réussite aux prohlémes Bolés corvespondants). Le tableau
b montre également que relativement peu de sujets se compor-
tent de fagon instable aux deux prablémes isomorphes Py et Pyq
16 sujets en tout réussissent & I'un ef échouent & "autre.

Le tabieau IEd, concemant P, , montre qgue 13 enfants seule-
ment sur 84 réussissent la totalité des questions poseées. Il faut
mentionner gue nitdus avons comptd comme réussite toute procé-
dure de calcul adéquate du point de yue des relations en jeu, en
négligeant les errears de calculs et en considérant indépendamment
les unes des autres les différentes sous-questions : un résuliat faux
& la deuxiéme question ne préjuge pas de ia réussite ou de 1'échec
a Ia troisiéme question. Malgré cela, prés de la moitié des enfants
{38 sur 84) échouent 4 toutes les gquestions,

Le tableau [le montre évidemment des performances meil-
leures que le tableau Ild, mais confirme pour essentiel ce gui a
déja été dit. 1l faut souligner cependant I"échec total de 11 sujets,
incapables de traiter 'une quelconque des structures présentées,
méme sous une forme isolés,

Réussites et échecs comparés aux problémes homologues

a . b
Py P, P, P, P,, |
+ + 21 + + + 23
+ - 8 + + — i
- + 17 - + 4
- - 38 + — -

Total B4 — + + 28
— + — 4

— — + 7

- - - 16

Total 84
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1Ie IId vol. 1'qg 2'Q
Py P, + + + 13
+ + 27 + + — 10
- 2 + - + 2
- + an + — — 4
- - 18 . + + 4
Totai 84 — e —_ g
— o + 1G
Réussites et échecs aux - — — 39
différantes questions -
de Py Total 84
TEe Py Poa '23 Pa
5 -+ + + 29
+ + + —_ 1
+ —_ + 3
+ _— + — 1
+ - samn + k1
4 - - - 1
Réussites et échees = . - " T
AUX ghatre autres - " — ”
problémes, -
- + — + 4
- + — -~ 1
— — + + &
- - + - 1
. - - " "
- - - - 11
TOTAL s

3. Les proceédures utilisées par les enfants, el leur répartition.

L’analyse qualitative des procédures utilisées doit évidem-
went étre rapportée 3 chacune des structures relationnelles en jeu,
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Comme Py, P, et P, soni formés chacun d’une structure simple,
et que P, est composé de Particulation de ces trois struciures, le
plus simple est de procéder par type de question,

3.1, Procédures observées pour le caoleul du velume d'un
parcllélépipéde rectungle (P, - premiére partie de la premiérs
guestionde Py ).

Ces procédures sont d'une grande variété et guelques consi-
dérations doivent précéder leur analyse.

Tout d’abord, les procédures observées reflétent inégalement
les représentations des enfants : il faud faire la part des formules
stéréotypées, des procédures de calcuil relativement contingentes*
et des rechewhes laboricuses gui manifestent une véritable re-
présentation concaptuslle ou préconceptuelle du volume.

Cetie discrimination n'est pas aisée et les données recueillies
dans le cadre limité de cette expeérience ne permettent pas de
distinguer, lorsqu’un enfant utilise P'une des proeédures canoniques
par exemple, ce qui reléve de la simple recette apprise et ce qui
reléve d'une représentation eonceptuelle. 11 faudrait pour cela des
gontre-épreaves,

En ce qui concerne les démarches erronées par conire, on
peut interpréter assez facilementi certaines d'entre alles comme des
stéréotypes, alors que d’autres manifestent assez clairement une
recherche préconceptuelie,

Nous avons regroupé les procedures en gquatre grandes ¢lasses
en retenant comme critére de classification la dimension obtenue
par les calculs faits. Le détail de ces procédures est donné dans le
tableau iis.

* Pz “contingeniss’’ nous vutendons des procedures owi n'onk pas Ge len de nécansité
avee yne Tepréseristion alsdment identitiable.
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Tablean 1Iia — Caleul du volume

Procédures observées Po | Py
1. Type volume
1.1, {longueur x Jargeur) x bautsur 23 a2
1.2, {longueur x hputenr] x largeur 5] a
1.3. (targeur x huuteur} x longuesr -1 3
2. Type périmétre
2.1. (longueur -+ largeur -+ hauteur) 14 5
2.7, (longueny + lprgeur + hautewrixn{n =2 3o0u 4)| 2 7
2.3. {longueur + largeur} x 2 + n x hauteur
(n=1, 2 ou 4) 3 &
2.4, autres de type “périmaire” 2 8
2.5, périmdtre de base 3 g
3. Type surfmce
3.1, aite de base 4
3.2. zire totale 1 ]
3.3, wire partisile 1 g
4, Mixtes
4.3, {sire de bage) -+ & x huutewr 1 1
2 x {nire de base} F n 2 hautevr in =1, 2 ou 4}
4.2. aire latérale + largeur 1
4.3 {périm, ou demi-pénim.) x hauteur 2 14
4.4, aire de base x sire latémle 1
4.5 procédurss comportant ba multiplicstion des
trois dimensions el des errements a 4
4 6, autres da type mixte [+ ] 1
b, Adtres
6.1, volume = 18 m (longueur} 12 0
B.2. autres (nombre arbitraire par exerapls) -3 2
“Fotal 84 |84
Réugsites 29 38
Echees 133 46
Total B4 84

- 342 —




Bulletin de TAPMEP n°313 - Avril 1978

1) Procédures correctes de type “‘volume™ : multiplication
des {rois dimensions.

Comme on pouveit s'y attendre, Pune de ces procédures
(longueur x largeur) x hauteur est plus représentée gue les autres,

2) Procedures de {ype “périmetre” : le calcul ne porte que
sur les arétes,

Ces procédures, fort intéressantes, sont détailiées dars le
tableau IITa. Si les procédures 2.1. et 2.5. peuvent s'interpréter
aisément comme des réponses stéréotypées faisant sans doute peu
de part a une représentation du volume, i n'en va pas de méme
des sutres procédures qui mettent souvent en évidence, dessin a
Pappui ot pus, une laborieuse recherche : par exemple

& le caleul total des arétes avee le dessin suivant ¢

# ou bien le caleul du périméire de base auguel on gjoute une fois
ou 4 foiz la hauteur, pour tenir compie de la troisiéme dimension,
® ou bien encore ls somme des trois ditmensions mualtipliée par
100, pour faire plus grand.

3) Procédures de type “surface ” : le caleul fail intervenir
des produits de dimensions, done des aires et des sommes d'sires,

L4 encore, si la procédure 3.1. peut étre considérée comme
un stéréotype appris, les autres procédures marquent une certaine
recherche, comme en témoigne par exemple lz démarche qui
congiste a caleuler frols aires (surface de base et deux faces laté-
rales) et leur sommae,

4} Ces procédures, agsez nombreusss, manifestent un travail
laborieux des enfants. Sans doute ce travail n'exclut-il pas cerlaing
aléas des catculs, mais il refléte le plus souvent une représentation
du volume qui ne doit pas éire rejetée comme une erreur pure ot
simple,
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5} Autres procédures,
Il fasut signaler qu’un nombre non négligeable d’enfants,
dans Py, prend simplement la longueur comme volume de la

maison . Nous verrons plus loin qu’il s'agit 14 d'un effet spéeifique
au probléme Py |

Le tableau IIla fournit la répariition pour P, et P, de effec-
tif des 84 éléves dans les différentes classes de procédures. On
peut faire les commentaires suivantes :

— les procédures cenoniques sont, comme on pouvait &y
attendre, plus nombreusas pour P, que pour Py 3

— les procédures stéréotypées (2.1., 2.5., 3.1) sont beaucoup
moins nombreuses pour P; que pour Py

— les procédures de type “surface” disparaissent pour P, ;

— par conire, les procédures mixtes sont beaucoup plus
nombreuses.

Le {ableau HTb fournit la répartition croisée (pour Pe et #4)
de Peffectif de 84 sujets dans les différentes classes de procédures,
regroupées en procédures de type volume, périmeétre, surface,
mixtes et aulres. Le tableau montre une certaine stabilite des
procedures utilisées par les enfants pour Py, et P, . On peut cobserver
cependant les points suivants @

— certains enfants qui ont réussi 4 calculer ls volume dans
P, utilisent pour P, une procédure périmétrique ou procédure
mixte (B enfants en tout).

— la disparition des pracédures de type “surface™ dans P,
se fait principalement au profit des procédures périmétriques
et des réussites,

Ces différentes observations accréditent la thése que Ies
procédures sophisticquées de type périmétrigue ou de type mixte
ne peuvent Bire considérées comme des aberrations pures et
simples. Les glissements qui se font enire ces procédures et les
procédures canconiques, 'amélioration non univogue des perfor
mances dans P;, la diminution de l'sffectif des stéréotypes qui
va de pair avec cette amélioration, sont autant d’¢léments fave-
rables a cette interprétation. Les enfants tiennent comple des
trois dimensions mais ne se représentent pas correciement ja
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composition multiplicative de ces dimensions, Faute d’éire inves-
tie dans une représentation opératoire, la formule apprise (lors-
gielie P'n été) rest pas appliquée.

On remargue par ailleurs dans le tableau IIIb que les enfants
qui, pour P, , avaient donné comme volume soit la Jongueur, soit
un nombtre atbitraire, se répartissent dans des catégories meilleures
pour P, . I ¥ & done eu un effet incontestable de 'absence, dans
Py . de question explicite sur le volume,

1513
Tablean croisé des procédures utilisses pour e caleul
du volume dans P, et dans P, .

P e Type :
Py ! volume | périmdire 53?{;”;9 Miutes Autres | Total

pe 31 2 4] 8 o 20
volume

pémrﬁ 7 13 0 & o 26

squ}rfﬁze 2 8 ¢ 1 0 8

Mixtes 1 D o Q 3

Autres 7 0 5 P 20

Total 38 24 0 20 2 84

3.2. Procddures observées pour la résolution des problémes
P,," Py, et de la seconde portie de lg premiére guestion de Py, .

La classification des procédures observées est plus simple que
pour le cas précadent. Celn tient surtout au fait gue les enfanis
de siziéme maitrisent mieux ce type de relation.

Nous avens distingué frois grandes classes de procédures :
1 - les procédures canonigues

2 - les procédures partielles

3 - les autres procédures,
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1 - Procédures canonigues observées.

8i 'on représente la strocture relationnelle du pmbleme
comme on ’a fait plus haut :

PQ P‘} H Pz b4
radiafcurs Eléments m3 wagons , compart, Gidges irmins . wagond m’
1 6 1 8 1—* g
1—F &8 s 1 =¥
x ——— lhas x — | a2 x > 378

on peut metire en évidence deux procédures canoniques qui ont
urn sens simple dans le tableau.

Désignons par a, b ¢t ¢ les données du probléme, par x la
grandeur 4 caleuler et par t ef 5 les Inconnues intermédiaires
possibles

1.1 _a
1 b t
x 8 ¢

1.1, La premidre méthode consiste & caleuler ¢ puis x. Dans
Vexemple de P, , , cela revient i calouler

— d’abord e nombre des sidgges par wagons 1 &
6X BouB X 6= 48 | @
e
- gneuite le nombre de wagons X 432
432 :48=9 /48

1.2. La seconde méthode consiste a calculer s puis x. Dans
Vexemple de I'; , , cela revient d caiculer

— d abord le nombre total de compartiments
8= 72
— ensuite le nombre de wagons
72:8=9
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1.3. Une autre procédure canonique se déduit de la procé-
dure 1.2. par permustation des deux opérations (division par 8
dabord et division par 6 ensuite), Le résulint interrmédiaire ne
constitue évidemment pas une grandeur physique, ce qui implique
que le sujet s’est placé au plan numérigue,

Dans Vexemple P, ., cela revient & faire successivernent les
deux opérations ;

432:8 = b4
564:6= 9
i résultat intermédiaire 54 ne représenie ni un nombre de siéges

Ti un rombre de compartiments.

2 - Procédure par ajustement.

Cette procédure consiste, comme dans la procédure 1.1,, 4
calculer d'abord {. Ensuite le sujet recherche x par gjustement ;
recherche de 'opérateur adéquat qui, appliqué 4 t, donne ¢

Exemple dang P, , -

88X 6= 48
48X B= 384
384 + 48 = 432

Réponse : i faut 9 wagons pour former un train.

Commentaire : Penfant essaie l'opérateur X 8 ef ajuste
ensuite pour obtenir I'opérateur correct 9.

3 - Procédures partieiles

Les sujets se contentent de faire I'une seulement des deux
opérations qui seraient nécessaires, A la différence de ia catégorie
4 (antres procédures), opération faite est pertinente. Malheu-
rensement, le sujet s’arréte en chemin ef donne comme réponze
un résultat fanx.

31. Ceite procedure consiste & calceuler ¢ ... et & donner 3
comme valourde x.

Dans exemple P,,, cetie procédure consisie & diviser
432 par 8.

3.2, Cette procédure consiste & diviser ¢ par b et a donner
le résultat comme valeur de x.

Dans Pexemple P, , , cela revient i diviser 432 par 8,
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3.3, Cette procédure congiste 4 calculer t .., ot 4 donner ¢
comme valeur de x.

Dans I'exemple P, ,, cela revient i donner 48 comme réponse.

4 - Autres procédures,

Plusieurs autres procédures ont été ohservées qu'il n'est pas
possihle de regrouper, ni d'énumérer exhaustivernent. Le plus
gimple est de citer quelques exemples intéressants.

lereas
Tu peux te servir de cetie  On veui qu'un train de luxe contienne
marge poar ton brovillon. 432 siéges de premiére classe. Chague

o wagen contient 8 compartiments et
o chague compartiment contient 6
_;g._._. sifges. Combien fautdl de wagons
0 pour former ce train ?
miﬁ Solution
[~ # ) ] N
= {1 Ven faut : 9.
2&me cas
8 H & H 6 H 8 H 6 H 6 - 6 4 6

6 X 8 = 48 dans B compartiments il y

a 48 siéges.
4482 8
az
oj— 6
19

Il faut 19 wagon.

Le tahleau: I'Va présente ia répartition des procédures obser-
vées. On peut faire les commentaires suivants, qui sont toujours
faite par rapport 4 Vexemple P, , . '
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1Va
Reépartition des différentes catégories de procédures
pour la 1ére question de Py, pour P, |, et pour P, , .

Procédures (qu::sot. 1) P, Pz

1.1. calcul de t puis de x 20 41 41

1.2, calcul de 8 puis de x 8 6 15

1.3. ordre permuté des 2 divisions 1 4 2

2. ajustement 0 5 4
3.1.calculdess =x 20 .5 6
3.2.x=c:b 3 8 2

3.3. calcul de t ;t = x 1 1 3

4, autres 31 14 11

Total 84 84 84

1.1 a Po (quest.1) Py, P2,

1 b t Réussites 29 56 62
x 8 c Echecs 55 28 22
Total 84 84 84

Parmi les procédures canoniques, la procédure 1.1. qui
consiste i calculer d’abord le nombre de siéges par wagon et
ensuite le nombre de wagons, est largement majoritaire. La seconde
procédure (nombre total de compartiments puis nombre de
wagons} est souvent utilisée également, tandis que la démarche qui
inverse I’ordre des opérations de division (procédure 1.3.) est
relativement peu utilisée.

La procédure d’ajustement est utilisée par un nombre non
negligeable de sujets, en dépit de la difficulté gu’elle présente,
compte tenu de la grandeur des nombres en jeu.
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En ce qui concerne les procédures partielles, le fait & souligher
est 'utilisation majoritaire de In procédure 3.1., qui consiste 4
diviser par € ot 4 arréter la Ie calcul, Une erreur fondamentale est
donc folte sur la grandeur ainsi trouvée puisque le nombre de
compartiments est alom identifié au nombre de wagons. Il en est
de méme pour la procédure 3.3. dans laqueile le nombre de siéges
par wagon est identifié au nombre de wagons.

Le caractére minoritaire de Ia procédure 3.2, par rapport 4 la
procédure 3.1, s'apparente 8 ce que nous avons it plus haut de
la permutation des opérations de division.

Ce n’est pas une vaine subtilité que de distinguer ces différen-
teg procédures, Elles n’ont effectivement pas le méme sens du point
de vue du traitement des relations en jeu.

Le tableau IVb présente la répartition croisée des procédures
utilisées pour les problémes Py, et P,. D'autres tableaux, croi-
sant P, et Py, d'une part, Py et P,, d'autre part, ant été établis,
s n'apportent pas d’informatien divergente et sont moins intéres-
sants dans la mesure oll P, est beaucoup moins bien réussi.

La principale observation gu'on peut faire est que la stabilité
est relativement bonne pour la procédure canonigue majoritaire
{division par 48 ou par 42) ei relativement faible pour les autres
procédures canonigques et pour les procédures erronées.
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3.3. Procédures utilisées par les enfanis pour P, et pour la
deuxiéme guestion de P, |

La structure en jeu cette foig sst celle d'une double propor-
tionnalité, par mepport au temps, d’une part, par rapport i une
autre grandeur {radiateurs, vaches) dautre part, d*une troisidéme
grandeur {consommation de charbon, production de lait}. Cette
derniére grandeur n'est pas assimilable pour autant & un produit
de mesures = |

Représentons par un schéma cartésien cette double propor-
tiennalité, en prenant exemple de B, .

vaches
jours 1 » B
1 23 s
180 £ X

Iin fermier posséde 5 voches qui produisent chacune en
mavenne 23 litres de loit par jour pendant les 180 meilleurs
jours de lannée. Quelle quantité dg Iait obtieni-il de ses vaches
pendant cette période ¢

Nous désignons par s et ¢ les deux guantités intermédiaires
et nous indiquons les opérateurs qui font passer d’une ligne, ou
d’une e¢olonne, 4 une sutre.

* Nous lalssens délibérdment do etré dans Py le caleul du nombies de jours, gui n'est
Pas pertinent pour analvee que noue faivons iel,
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1} Procédures canonigues observées,

1l est facile de mettre en évidence dans ce schéma deux
procédures canoniques.

1.1. - La premidre consiste 4 calculer d'abarg s (la production
des § vaches par jour, Iz consommation des neul radiateurs par
jour), puis x.

1.2, - La seconde congsiste 3 calculer d’abord t (la production
d'une vache en 189 jours, la consommation d*un radiateur en n
jenars), puia x,

23
| @
r CXB]

" 1.3, - Evidemment, il existe une troisiéme procédure cenoni-
gque, qui n’a pas de sens clair du point de vue des grandeurs physi-
ques ¢n jeu et qui se place en fait au plan numeérigue, Elle consiste -
& calculer d’abord le produit des deux grandeurs de référence
{temps et vaches) et & multiplier seulement ensuite par Iz valeur
unitaire {production de lait par vache et par jour) ; dlle revient &
caleuler d’abord Vopérateur composé, puis x .

2} Procédures pgrtielles

Trois procédures partielles se déduisent de ces trois procé-
dures canonigues : elles consistent & arréter le calcul aprés le
premier produit et 4 prégenter le régultat aingi obtenu comme la
bonne réponse.

3) Aunires procédures,

D'autres procédures, dans le détail desquelles il n'est guére
utile d’entrer, consistent & faire des caleuls relativement aherrants
du point de vue des relations en jeu (division, addition}, éventuel-
lement aprés avoir feit une multiplication pertinente.

Le tablean Va présente la répartition de ces procédures pour
la denxiéme question de P, et pour Py,
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Va - Répartition des différentes catégories de procédures
pour la 2éme quesiion de Py el powr P,

Procédures P Py

1.1. Caleud de 5, puis de x, 19 56
1.2, Caleul de t, puis de x. 4 B
3. Caleul de Topérateut compas, | P
2.1. Caleul de s. 2 4
2.2. Caleul de t. 32 9
2.3. Calcu! de opérateur composé. 2 2
3. Antres 19 6
Total B4 84

Réussites 29 64

Echecs 55 20

Total B4 84

On peut faire les commentaires snivants :

1°/ L'ane des procédures canonigues est massivement majoritaire,
c’est celle qui conduit 4 multiplier en second lieu par le temps.
Nous tenterons plus loin une interprétation de ce fait.

2°/ La procédure 1.3. qui consiste 4 choisir, parmi les trois possi-
bilités de produits de trois nombres, celle qui ne correspond au
calcu! intermédiaire d’ancune grandeur “physique”, est pratique.
ment inexistante,

8°7 Parmi les procédures partielles, c'est 1 procédure qui consiste
& multiplier par is temps la valeur unitzire {production de lait par
vache et par jour, consamimation de charbon par radiateur et par
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jour) qui est la phus fréquente. Ce demier point poureait apps-
raltre contradictoire avec le premier point relevé ci-dessus, puisque
la procédure canonique majoritaire est celle qui commence, par la
muitiplication de la valeur unitaire par autre grandenr, ¢t non
par i temnps.

Vb - Tableau croisé des procédures utilisees
pour la 2éme question de P, et pour P;

P, PT1112]13]21 22123 8 | Total
11 16 2 | 1 19
12 8 1 9
1.3 1 1
21 1 1 2
2.2 is 4 1 1 3 & 32
2.3 1 1 2

3. 16} 1 14 {2 ]s | 19
Totd 186 | 7 | 11319 2|6 s4

L’examen du tableau Vb monire qu'il n’en est rien, En effet,
sur la ligne 2.2 du tableau, on voit que la majorité des £léves qui,
dans Py, utilisent Iz procédure particlle de multiplication par le
ternps seul, utilisent an fait dans P, )s procédure 1.1 de muitiphi-
cation par le temps en second lieu senlement. (Vest done que le
privildge accordé au temps, dont témocigne la disproportion entre
les différentes procédures partielles, se traduit dans les prooceé-
dures canonigques par le fail que les sujets préférent placer en
dernier lieu la multiplication par le temps. La notion de procé-
dure est une notion “finaliste” : ce gui est l#¢ mieux pris en compte
esi placé 3 s fin, 'ordre des priorités étant alors inversé. Cette
interprétation, qui pourrait étre considérée comme une interpré-
tation gd hoc, rejoint en fait de nombreuses remarques faites dans
d’auires situations de résolution de probléme,

~355 -




Bulletin de TAPMEP n°313 - Avril 1978

Par ailleurs, le tableau Vb fait apparaitre une assez bonne
stabilité de la procédure canonique majoritaire.,

Bien entendu on observe, comme pour les problémes pré-
cédents, la dégradation des performances des enfants lorsqu’ils
sont confrontés i P, (méme structure intégrée dans un probléme
complexe),

Conclusion

L’analyse qui précéde n'est évidemment pas exhaustive, tant
s’en faut. Pourtant, 'analyse relationnelle des tiches proposées
aux éléves et 'analyse des procédures qu'ils utilisent permettent
de dépasser le simple constat en termes de réussites et d’échecs.

Certes, les éléves de sixiéme soni encore loin de maftriser
tous les structures multiplicatives élémentaires, et c'est 1 un
constat fort important. Mais au-dela de cette appréciation, les
résultats montrent que :

1 -sauf en ce qui concerne le calcul du volume, les enfants de
sixiéme réussissent en majorité a traiter les relations en jeu lors-
qu’elles sont présentées isolément.

2 - certaines procédures canonigues apparaissent nettement plus
“naturelles’’ que d’autres pour les enfants,

3 - lorsqu’ils échouent, les enfants font des tentatives qui sont
loin d’étre dénuées de sens par rapport a4 ces relations. Cette
rationalité, si fragile soit-elle, ne saurait étre ignorée des maitres,

C’est donc une conclusion prudente que cette expérience
permet de formuler. D*une part, les difficultés des éléves appellent
bien évidemment une réponse pédagogique qui, on peut le sup-
poser, ne s'arréterait pas au seuil de la sixieme mais devrait sans
doute se prolonger pendant une bonne partie du premier cycle,
D’*autre part, les connaissances des éléves ne sont pas négligeables
et constituent une base qui devrait permetire aux maiires d’ana-
lyser en profondeur les structures d’isomorphisme de mesures, de
produit de mesures et de double proportionnalité,
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La résciution de problémes de la vie économigue et techno-
fogique courante peut constituer un moyen et un critéro d’acqgui-
sition de certaines notions, elle ne peut éviderment pas 4 é&lle
geule constituer un enseignement de mathématigues valable.

En effet, 'utilisation de représentations codifiés (tableaux,
graphiques, équations algébriques) et l'explicitation des pro-
priétés mathématiques des relations en jeu sont de pature &
favoriser la compréhension des probiémes sur leaquels les enfants
achoppent. Mais développer ce point sorfirait dit cadre de cet
article,
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