Remarques sur le programme
de probabilités dans les sections
A,B,C,D et E des lycées =

Le Chapitre des Epreuves répétées

par H.L. MORITZ, M. BLANCHARD et ©. BLOCH, LREM. de
Poitiers.

On ne peut plus aujourd’hui traiter e moindre exercice de
calcul des probabilités sans invogquer un espace probabilisé sous-
jacent (£ , A) ol

2 représenie Pensemble des éventualités {résultats possibles
de expérience aléatoire envisagée) ;

(*) Leb article précise certzing polnts évoqués dens la broechure A FM.EP. n® 17
i Hasardons-nous) peges 85 s5q.
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« , support de la probabilité, est une tribu de sous-ensembles
de £ qui constilue ensemble des événements 3 considérer (les
questions gu’on se pose relativement a gette expérience).

Notons qu’il v a en pénédral plusieurs facons de définir Pexpé-
rience et de choisir (£1 , 4}

Les vieux probabilistes, en somme, faisaient cela sans tou-
jours le dire explicitement. Il faul reconnafire que la nouvelle
méthode est slire et efficace guand on a bien choisi 2 ; elle rassure
ceux gui n’ont pas I'instinct combinatoire et elle ne dispense pas
totalement d’aveir du bon sens.

En fait, dans Venseignement secondaire, 2 est toujours un
ensemble [ini ei, pour 4, méme en Terminale, on prend générale-
ment tout ¥ {§I}, si bien gu'on a eu seulement lo safisfaction
morale (?} d'introduire le mot tribu. Cependant on s’est engagé
sur une voie difficile car, 31 Pon veut.se maintenir a cette altitude
théorique, comme v invitent les Instructions de la Circulaire
n° 71-244 du 26 juillet 1971 {p. 140 de la brochure publiée pax le
Ministere, Mathématigues - Classes du Second Cycle, Horaires -
Programmes - Ingiructions),

{i} on est amenéd A définir une variable aléatoire réclle com-
me une application mesurable de (22 , Ay dans (R, B )ou B, est
ia {ribu des boraliens de R {iribu engendrée par les intervalles) ;

{ii} i faut sussi, dés qu’on envigage une suite &’8preuves
indépendantes, définir un espace probabilisé-produit (<) 2 (pro-
duit cartésien des 2,), la tribu-produit 4 (engendrée par les pavés :

n

'El A, A € &) et la probabilité P portée par cette tribu ; en
fait, la encore on prend pour & tout 4 (1) mais la probabilité.
produit n'est définie gue sur les pavés en posant

n 0
P(H A)= Tl P{A)
i=} izl

(*) A ce propos, les [nstructions sont ébranigement mweties ot s¢e bornent a Introdiire

]
0 =0%et1a probabilité — vie — de "dvénement (xl Ty X = a“) ndgligeant
eurs premicres recominandations,
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et tout spus-ensemble de §2 n'est pas up pavé — heureusement vela
ne pose pas de probléme pour 2 finl, 1] faut guand méme remar-
quer gque T {E X F} n’est pas ¥ (E) X § {F) ; ’est d’ailleurs un bon
exercice |

(iii) enfin il faut définir les variables aléatoires de facon cohé-
rente entrs les espaces “facteurs” et "espace-produit (voir ¢i-des-
sous bl ).

{i) Pour le premier point, quand on n'a affaire qu’a des
variables discrétes, c’est prendre les choses au rebours de la pra-
tigue et du sens commun, alors que rien n'y oblige & ce niveau car,
méme si tous les &léves sont de fuburs utilisateurs de la statistique,
ils n’auront généralement pas besoin de ce point de vue axioma-
tique rigoureux.

En effet, ce gu’on connaii le mieux dans I3 pratique, et ce
dont on 2 bessin; ce sont les variables aléatoires avec leurs valeurs
{ensemble lmage)} (+) et la pondération qu'oen y attache (diagram-
me en bitons) ; on peut regretter 4 ce propos que la fonction de
répartition soit tombée guasiement en désuétude {surtout dans
Fenseignement supérieur) depuis qu'on privilégie la presentation
axiomatique el *‘algébrique’ par rapport a 'aspect analytique du
ealcul des probabilités, gui reste pourtant la base de la statistique
mathématique.

{*3  G'ext magnifigaement. ilugiré par l'excroice donnéd au bac, € en 1575 a4 Rennex

{Amnshes p. 47), Visiblemeni Vauteur exi parti d'une irds banule variabie aléatoire,
d'od atotnes, d'old btibu, svenements dans cette fribw @ puis d & rédigé Vénoned
exacieaient BN sens inverse | le seul iniérst de oot exprciee est sans dovute de dresser
tes eléves § mzrcher sur B téle, A moins n'y a-t-il pas d'erreur. Par vconlre, dany
Texercire donné en D (19%6) 4 Abidian {Annales p. 101), Vauteur, oubliand qu’il
& des glomes toubte com préhensible puisgu’its ne servent & vhend, finit par lox couper
en deux .. -
571 faut pbschrnent introdiire e vocabulaire, au moind guiom ne Ie connddee
P comme |2 qulntessence dic programme de Probabilités, car alots pver un contenu
dunme pavyrelé alfigeante on agprive 3 {abriguer un petid casse-téte formel dont senls
viendront 4 bout lex $léves capables de réguryiter le eours 4 Pendrolt, 4 l'envers aL
PAr¥ MOMEEAUX,
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Il faut pouvoir travailler aussi bien avec la probabilité-image,
visualisée par le graphe de la fonction de répartition et celui de
la densité quand il y en a une, qu'avec I'espace probabilisé, Ensuite
oh ne sort pas de la tribu engendrée par la v.a.r. (la mesurabilité
est donc assurée) ; et c’est ainsi en définitive qu’on acquiert la
connaissance du phénoméne représenté par £2 . Si bien qu'au
bout du compte les notions essentielles sont introduites, mais
cette fois on sait pourquoi et on peut alors, si on y tient, donner
la définition d’une variable aléatoire réelle dans toutes sa géne-
ralité.

(ii) et (iii) Pour le second et le troisiéeme point c’est plus
délicat. Si par exemple on weut définir la variable binomiale
comme une somme de variables de Bernoulli, on ne peut se dis-
penser d’introduire un espace-produit. Or la notion est difficile,
aussi plusieurs manuels glissent-ils rapidement — on ne le leur
reprocherait pas s’il ne leur arrivait de déraper jusqu’a tomber
dans Yerreur.

Mais la loi binomiale est au programme ainsi que la loi des
- grands nombres ; il faut donc parler d’épreuves répétées. Alors
comment, faire ?

a) Remarquons d’abord gu’on peut définir globalement
I’épreuve binomiale {comme n coups a pile ou face) et la variable
binomiale (nombre des succés) en représentant {I comme un
ensemble de cheminements sur un arbre ; a 1'étage i on a tous les
résultats possibles en i coups. Donc :

— 8, nombre de succés en n coups

— succeés (p) : rameau vers le haut de la page
échee (1—p = q) : rameau vers le bas de la page.

— p constant

— & chaque noeud la probabilité se partage en proportion
P pour succes B
g pour échec s (p*a=1},

(On aura d’abord opéré sur les résultats d*une enquéte avec
effectifs fractionnés en pourcentages, bonne occasion de vérifier
que les éléves (ne) savent (pas) faire les calculs), On obtient au
n-iéme étage de arbre, tous les termes du développement de
{p + g)" ; par conséquent I’ensemble des chemins correspondant
a k succes a pour probabilité la somme des termes en p* , soit
Gk pk qnk
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Voici une autre représentation de P'épreuve hinomiale : un
chemin partant de O et aboutissant {en n coups) sur la droite
x + ¥y = n au point M{k, n—k} a pour probabilité p*q®—* (in-
dépendance) ;il vy a C* cheming OM.

La probabilité est lue immédiatement mais on voit moins bien
se former le développement du binoms:,

YA

3
q

Z

2 3pq

q SUCces —3 {p}
, .
3
g £ échec T (q}
';u._
0 2 3 *
P P P o+

Ensuite il faut calculer, directement & partir de la définition,
1espérance et la variance de 8, et démontrer directement le théo-
réme de Bernoulli ©

k=0 k=1
var(8 } = B[S (8, —1}] + B{S, ) —~[E(5 ) = ... = npa.
Enposant I= k;0<k<n, lk—npi>ne C 0 1,...,n ,

8
Prob |[— ~—pl>e¢ = L Ckprqgr ¥,
n k€l

< kél (k~~np)® Ck p* q*~*
= n E e—
n ¢ Pa 4ne’
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De toutes fagons cet exercice en vaut bien un autre.

b) Mais naturellement il est intéressant de pouvoir considérer
8, comme la soumme de n variables de Bernoulli indépendantes et
de méme loi. [ fout donc gue tontes ces variables soient définies
sur un méme espace de probabilité, or on considére généralement
n variables X, , chacune définie sur un espace

(2, 5(9,),P) avee ¥iP(X =1)=p,P(X, =0)=1—p,
{ étent le rang du tirage {1 < i < n},
Remarque : les va. X; peuvent avoir méme loi sans gue les $;
soient identiques.

$i alors on pose £2 = it £2,, un élément de £ est un n—uple

i=1
(' ., Wb, "), Soit f, U'application i-iéme coordonnée :
£2 « £ et soit Y, = X; o f;. Il faut montrer que Y, est une v.a.
définie sur £ qui prend la valeur 1 avec la probabilité p etla

valeur { avec Is probabilité 1 —p ;or, st

A=XT1{1)= efiXw)=1,
ona
B ¥ 1y =8, X, X X Sy X A3 X 0, XX 8,

B, ¢ £ = ¥ {11} c’est une zection de {I &i, par définition de
la probabilité-produit P, I'indépendance des n tirages de Bernoull
se traduit par ;

P(B!.) = Pl (ni ) PI—I (ni—l } Pi{Ai)-Pi+1 (Qi” ) Pn (-Qn)
=P,
Sur (52, A, P)on définit la v.a.r.

Sy = 3 \ Y Fou E{S, = nE{Y)=np, var (8, } = n var (¥;) = npq,

i=

et comme il en résulie

E %‘ = pei var(%‘w}z%

on en déduit que—?l" tend vers p en probabilité quand n —+ = |
en appliguant "inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

*
* *
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Que disent les manuels de Premiére et de Terminale CE 7
Certains sont parfaitement corrects. D’avtres adoptent en somme
notre démarche a) sans la représenter et en appelant la variable
8, “compteur” ou ‘“fotalisateqr’ des succés ; ils ajoutent en
“Remarque’” gque 8, peut qussi #&tre définie sur U" (il s’agit
d’épreuves répétées, {2, est toujours le méme 1J). Mais il ¥ a plus
grave : certains disent que les v.a. X, sont dgules. Or des va
de méme loi de probabilité ne sont pas égales en tant qu'appli-
cations, a fortiori si elles ne sont pas définies sur le méme en-
semble ! Il v a donc intérét i individualiser les n univers méme s'iis
sont égaux pour éviter une telle errenr, Bien entendu si on définit

I
les va., Y; sur 2= 11 £, comme cidessus en b}, on voit bien
i 1

que Veweil et iw%j
Pl welitYw)=Y(w) )=p +q,
Pl weff Yw)* Y iw) )= 2pq,

donc ces variables ne sont pas égales (elles le sont seulement pres-
gie strement si p = Goul).

D’autre part si chaque X est définie sur £3, on ne peut écrire
B, =X, +X,+..+X car cela n'a pas de sens. Pourtant on

trouve méme, dans un manuel couramment ytilisé, textuellement,
pourS_ :

v X+ X+ .+ X cette somme comparient n fermes,
puajsqu’ii s'agit de v.a. de méme loi et indépendantes™ [? | (souli-
&né par nous),

mais {plus loin, en “‘Remarque®’) :

“il ne faudrait pas écrire nX, ce gui signifierait que lg valeur
prise par X, { ou 1, est multiplide par n et conduirgit 3§8, =} 0
ou n, ce gui est foux™,

Les probabilistes avaient été surpris, il ¥ a quelques années
par Vapparition au niveau du secondaire du vocable “aléa numé-
rigue™ (est-ce d'aprés la remargue des Instructions 7)., Cette fois
ce sont les éléves qui pourraient s’étonner, maltheureusement ils se
soumettent docilement au dressage, ou bien is se demetient —et
nul ne peut mesurer le dommage qui en résulte,
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H & fallu déid reconnaitre & la v.a. le statut de fonction, Voila
maintenant que £ + [ + ... + f (n fois) n'est plus égal 3 nf. Cela
moittre gu'il faudrait s’astreindre i écrive assez souvent, hon pas,
par exemple, P{(X = x} mais P { w/X{w} = x },c'est indispen-
sable 4 vce niveau, cela reste souvent utile a des niveaux plus élevés,
On verrait bien alors que dans

S“(W) = Xy {eo} + X: (w) = .. F XH(W}!

c’est 'argument « quitf reste Je méme, alors gue les fonctions X; ne
sont pas la méme fonction X , mais des fonctions différentes
définies sur un méme ensemblie.

On arrive alors & Vespace vectoriel & des v.a.r. étagées (£ fini
cu 4 finie) définies sur un méme espace probabilisé, et & 'espé-
rance considérée comme opérateur linéaire sur £ . Est-ce trop
difficile ? N’at-on pas le temps de traiter correctement cette
question ¢ Alors # ne faul pas g’y lancer. L’essentiel n'est pas
d'éblouir les &idves (7} par un langage sophistiqué, ce devrait étre
de les amener & résoudre deg probiémes pratiques et & ne pas dire
de hétises ni s'en laisser conter.



