
Annexe 2 

Tableau de comparaison réalité ­ simulation 

BEAU  GRIS  MAUVAIS 

Janvif'T  16  12  13  12  2   7 

Février  , 15  9  13  16  0   3 
Mars  '­­12  21  15  8  4   2 
Avril  14  14  9   12  7   4 

Mai  17  15  11  14  3   2 

Juin  : 16  18  11 9  3   3 

13  10Juil  13  17  5   4 

Août  11 15  12  11 4   1 
Septembre  21  19  6  6  3   5 
Octobre  19  15  9   12  3   4 

Novembre  22  20  7  8  1   2 
Décembre  20  9  2   59   17 

Remarques  sur  le  programme 
de  probabilités  dans  les  sections 
A, B, C, D  et  E  des  lycées  (» 

Le Chapitre des Epreuves répétées 

par HL. MORITZ, M. BLANCHARD et C  BLOCH, I.R.E.M. de 
Poitiers. 

On  ne  peut  plus  aujourd'hui  traiter  le  moindre  exercice de 
calcul  des  probabilités  sans  invoquer  un  espace  probabilisé sous-
jacent (>2  ,Al où 

>2  représente  l'ensemble  des  éventualités (résultats  possibles 
de l'expérience aléatoire envisagée)  ; 

(*)  Cet  arUde  précise  cert«ins  perlnt...  évoqués  d;il:ns la  broehul"e  A,P.M,E.P.  nO  17 
{Hasardons­nous) pages: 95 sq. 
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.1\;  ,  support de  la  probabilité, est  une tribu de sous­ensembles 
de  fl  qui  constitue  l'ensemble  des  événements  à  considérer  (les 
questions qu'on se  pose relativement à cette expérience). 

Notons qu'il y  a  en général plusieurs façons de définir l'expé-
rience et de choisir (fl  ,.1\;). 

Les  vieux  probabilistes,  en  somme,  faisaient  cela  sans  tou-
jours  le  dire  explicitement.  Il  faut  reconnaître  que  la  nouvelle 
méthode est sûre et efficace quand on a bien choisi fl  ; elle rassure 
ceux  qui  n'ont pas  l'instinct  combinatoire et elle  ne  dispense  pas 
totalement d'avoir du bon sens. 

En fait, dans  l'enseignement  secondaire,  ri est  toujours  un 
ensemble  fini  et,  pour .1\;,  même en Terminale,  on prend générale-
ment  tout  :r  (fl),  si  bien  qu'on  a  eu  seulement  la  satisfaction 
morale  (1)  d'introduire  le  mot  tribu.  Cependant on s'est engagé 
sur  une  voie  difficile  car. si  l'on veut se maintenir à cette altitude 
théorique,  comme  y invitent  les  Instructions  de  la  Circulaire 
n°  71­244 du 26 juillet 1971  (p. 140 de la brochure publiée par le 
Ministère,  Mathématiques ­ Classes du Second Cycle. Horaires ­
Programmes -lnstructionsl, 

(i)  on est amené  à  définir une variable  aléatoire réelle com-
me une application mesurable de (fl  ,  .1\;)  dans (R ,31 R  )  où 3lR  est 
la tribu des boréliens de R (tribu engendrée par les intervalles)  ; 

(ii)  il faut  aussi,  dès  qu'on  envisage  une  suite  d'épreuves 
indépendantes, définir  un  espace  probabilisé­produit (')  ri (pro-
duit cartésien des fl i), la tribu­produit  .1\;  (engendrée par les pavés: 

n 

Il   Aj  ,Ai E  .l\;i)  et  la probabilité  P  portée  par cette  tribu  ; en 
i=l 

fait,  là  encore  on  prend  pour  .1\;  tout 3'  (fl)  mais  la probabilité-
produit n'est définie que sur les pavés en posant 

n n 

P  (Il  Ai)  =  Il  PilA) 
i= 1 Î= 1 

(*)  A ce propos, les Instructions sont élrangement muettes et se bornent ii: introduire 
n'::::: n n et la probabilité - sic - de l'événement (Xl ;;; al' .. . x = an) négligeantnleurs premiéres recommandat.ions. 
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et tout sous­ensemble  de 11  n'est pas un pavé ­ heureusement cela 
ne pose  pas  de  pro blême  pour 11  fini.  Il  faut quand  même remar-
quer que  ~'(E X F)  n'est pas  fi' (E) X fi' (F) ; c'est d'ailleurs un bon 
exercice; 

(iii)  enfin il faut définir les variables aléatoires de façon cohé-
rente  entre  les  espaces  "facteu"," et l'espace­produit (voir  ci­des-
sous bl ). 

* 
* * 

(i)  Pour  le  premier  point,  quand  on  n'a  affaire  qu'à  des 
variables  discrètes,  c'est  prendre  les  choses  au  rebours de  la  pra-
tique et du sens commun, alors que rien n'y oblige à ce niveau car, 
même  si  tous les  élèves sont de futurs utilisateurs de la statistique, 
ils  n'auront  généralement  pas  besoin  de ce  point de vue axioma-
tique rigoureux. 

En  effet,  ce  qu'on  connait  le  mieux dans  la  pratique, et  ce 
dont on a  besoin; ce  sont les variables aléatoires avec leurs valeurs 
(ensemble  image) (')  et la pondération  qu'on  y  attache (diagram-
me  en  bâtons)  ; On  peut regretter à  ce  propos que la fonction  de 
répartition  soit  tombée  quasiement  en  désuétude  (surtout  dans 
l'enseignement  supérieur)  depuis  qu'on  privilégie  la présentation 
axiomatique  et  "algébrique" par  rapport à  l'aspect  analytique du 
calcul  des  probabilités,  qui reste  pourtant la  base de  la statistique 
mathématique. 

(*)   C'est  magnifiquement  illustré  par  l'exercice  donne au  bac,  C  en  1975  li Rimnes 
(Annales Il.  47),  Visiblement  l'auteur  est parti.  d'une l­res banale variable alêatoire, 
d'ml  atomes:,  d'oÙ  tribu,  événements:  dans:  cette  tribu  ;  puis:  il a  rédigé  l'énoncê 
exaeu:ment  en  sens  inverse> le  seul intér@tdet'cei exercice est sans doute de dresser 
les  élé\-"el> M marcher  sur  la ~te, Au moins n'y  a-t.-U pas  d'erreur.  Par  cont.re, dans 
Puercice  donne  en  D  (19'75)  à  Abidjan  (Annales P.  101). l'auteur,  oubliant qu'il 
li des  al0111el! gmbh compréhensible puisqu'ils ne servent a  rien), finit par les couper 
en deux  !... 
S'U  faut  absolument  introduire  ce  vocabulaire.  au  moins  Qu'on  ne  le  eonsidère 
PU comme la  Quinte~nce du prvgriUTlme de Probabilités, car alors avec un contenu 
d'une pauvreté  atnigetU\w on arrive à  fabriquer un petit casse­tite fonnd dont !Wub 

viendront  li bout 1("11  éleves  capabl("$  de  réguriU~r le  eours  à  l'endroit, à  llenvers et 
par mon>eaux. 
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Il  faut  pouvoir  travailler  aussi  bien  avec  la probabilité­image, 
visualisée  par  le  graphe  de  la  fonction  de  répartition  et celui  de 
la  densité quand il y en a une, qu'avec l'espace probabilisé. Ensuite 
on  ne  sort  pas  de  la  tribu  engendrée  par  la v .a.r.  (la mesurabilité 
est donc assurée) ; et c'est ainsi en définitive qu'on acquiert la 
connaissance du phénomène représenté par il . Si bien qu'au 
bout  du  compte  les  notions  essentielles  sont  introduites,  mais 
cette fois on sait pourquoi et on peut alors, si on y tient, donner 
la  définition d'une  variable  aléatoire  réelle  dans  toutes  sa  géné­
ralité. 

(ii) et (iii) Pour le second et le troisième point c'est plus 
délicat. Si par exemple on veut définir la variable binomiale 
comme une somme de variables de Bernoulli, on ne peut se dis­
penser d'introduire un espace-produit. Or la notion est difficile, 
aussi plusieurs manuels glissent-ils rapidement - on ne le leur 
reprocherait pas s'il ne leur arrivait de déraper jusqu'à tomber 
dans l'erreur. 

Mais la loi binomiale est au programme ainsi que la loi des 
grands nombres ; il faut donc parler d'épreuves répétées. Alors 
comment faire? 

a) Remarquons d'abord qu'on peut définir globalement 
l'épreuve binomiale (comme n coups à pile ou face) et la variable 
binomiale (nombre des succès) en représentant n comme un 
ensemble de cheminements sur un arbre ; à l'étage i on a tous les 
résultats possibles en i coups. Donc: 

Sn nombre de succès en n coups 
succès (p) : rameau vers le haut de la page 
échec (l-p = q) : rameau vers le bas de la page. 
p constant 
à chaque noeud la probabilité se partage en proportion 
p pour succès 1 ( 1) 
q pour échec \ p + q = , 

(On aura d'abord opéré sur les résultats d'une enquête avec 
effectifs fractionnés en pourcentages, bonne occasion de vérifier 
que les élèves (ne) savent (pas) faire les calculs). On obtient au 
n-ième étage de l'arbre, tous les termes du développement de 
(p + q)" ; par conséquent l'ensemble des chemins correspondant 
à k succès a pour probabilité la somme des termes en pk , soit 
ct pk qn-k 
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Voici  une  autre  représentation  de  l'épreuve  binomiale:  un 
chemin  partant  de  0  et  aboutissant  (en  n  coups)  sur  la  droite 
x + y ~ n  au  point  M(k, n-k) a  pour  probabilité  pkqn­k  (in. 
dépendance)  ; il Ya  C~ chemins OMo 

La probahilité est lue immédiatement mais on voit moins hien 
se former le développement du binome. 

q 

q 

y 

3 

2  3pq
2 

succès 

2
3p  q 

échec 

(p)~ 

q t ('1) 

.,  x o  2  J 
p p P 

Ensuite  il faut  calculer,  directement à  partir de la définition, 
l'espérance et la variance de Sn et démontrer directement le  théo-
réme de Bernoulli : 

n n 
E(S ) = L k c" pk qn ..-. ~ np L Ck - 1 p'-l q(n-l) - (k-l) ~ np. 

n k=O n k=l  n··­l 

En posant  1 ~ k; 0 <;; k <;; n,  Ik  npl> n  €  C  0, 1, ... , n  , 

Prob  1Sn  ­ pl  >  f ~ L C~ p' qn  • 
n kEl 

np)'  ck pk  qn­k 
n 

1 
npq  <;;­

4ne' 
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De toutes façons cet exercice en vaut bien un autre. 

b)  Mais  naturellement il est intéressant de pouvoir considérer 
Sn  comme  la somme de  n  variables de Bernoulli indépendantes et 
de  même loi. Il faut donc que toutes ces uarÎilbles soient définies 
sur un même espace de probabilité, or on considère généralement 
n  variables  X,  ' chacune définie sur un espace 

(n" G' (n), Pl)  avec  'Vi Pl(Xl = 1) p, P,(Xi = 0) = 1 - p, 

i étant"le rang du tirage (1";; i";;  ni. 

Remarque :  les  V.a.  Xl  peuvent  avoir  même  loi  sans que  les  n, 
soient identiques. 

Si  alors on pose  .11  = fi " .11" un élément de .11  est un n­uple 
j= ] 

(w ' , ... , w' ..... w n ).  Soit  f,  l'application  i­ième  coordonnée: 
.11  ~ n,  et  soit  Yi  "'  Xl  0  f l . Il faut  montrer que  Y,  est une V.a. 
définie  sur  .11  qui  prend  la  valeur  1 avec  la  probabilité  p  et la 
valeur 0 avec la pro babilité 1 ­ p  ; or, si 

on a 

S.  = y=i  (1) = .11,  X n, X  '"  X  .11'=1  X  Ai  X  .11'+1  X  """  X  nn 

Bi  €  Ji ~ ~. (.11)  c'est  une section  den et, par définition de 
la probabilité­produit P, l'indépendance des  n  tirages de Bernoulli 
se  traduit par : 

P(Bil  P,  (.11,)  ... Pi­ 1 (.11'­1 l P,(A;),Pi+1  (.11'+1  l··. Pn  (nnl 

p.  

Sur (n,  Ji, Plon définit la v.a.r.  

n 
Sn  L  Yi  d'où E(Sn l = nE(Y.l = np, var (Sn l = n var (Yi) = npq, 

p ..:q 

et comme il en résulte 

E  §...  = p et  var (Sn)  pq 
n . n n 

on  en  déduit  que..§"  tend  vers  p  en  probabilité quand  n  ~ ~ 
n 

en appliquant l'inégalité de Bienaymé­Tchebychev. 

* 
* * 
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Que  disent  les  manuels  de  Première  et  de  Terminale  CE  ? 
Certains  sont parfaitement corrects. D'autres adoptent en  somme 
notre  démarche  a)  sans  la représenter et en appelant  la variable 
Sn "compteur" ou "totalisateur" des succès ; ils ajoutent en 
"Remarque"  que  Sn peut  aussi être  définie  sur  un  (il  s'agit 
d'épreuves  répétées,  ni est  toujours  le  même U). Mais  il  y a  plus 
grave  :  certains  disent  que  les  v.a.  Xi  sont  égales. Or  des  v.a. 
de méme loi de probabilité ne  sont  pas  égales  en  tant  qu'appli­
cations, a fortiori si elles ne sont pas définies sur le même en­
semble! Il Y a donc intérêt à individualiser les n univers même s'ils 
sont égaux pour éviter une telle erreur. Bien entendu si on définit 

n 

les v.a. Yi sur n il ni, comme ci-dessus en b), on voit bien 
i:::: 1 

que '<Iwen et i",j 

P( w e ni Y,(w) = Yj(w) p' + q' 

P( W È ni Yi(w) '" Yj(w) ) = 2pq, 

donc ces variables ne sont pas égales (elles le sont seulement pres­
que sûrement si p = 0 ou 1). 

D'autre part si chaque Xi est définie sur ni on ne peut écrire 
Sn = X, + X, + ... + X car cela n'a pas de sens. Pourtant onn 
trouve même, dans un manuel couramment utilisé, textuellement, 
pour Sn : 

... "X + X + ... + X, cette somme comportant n termes, 
puisqu'il s'agit de v.a. de même loi et indépendantes" [? 1(souli­
gné par nous), 

mais (plus loin, en "Remarque") : 

"il ne faudrait pa. écrire nX, ce qui signifierait que la ualeur 
prise par X, 0 ou 1, est multiplùie par n et conduirait à {Sn =10 
ou n, ce qui est faux n. 

Les probabilistes avaient été surpris, il y a quelques années 
par l'apparition au niveau du secondaire du vocable "aléa numé­
rique" (est-ce d'après la remarque des Instructions ?), Cette fois 
ce sont les élèves qui pourraient s'étonner, malheureusement ils se 
soumettent docilement au dressage, ou bien ils se démettent - et 
nul ne peut mesurer le doinmage qui en résulte. 
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Il  a  fallu  déjà reconnaître à la v.a. le statut de fonction.  Voilà 
maintenant  que  f + f  + '" + f  (n  fois)  n'est plus égal à  nf.  Cela 
montre  qu'il  faudrait  s'astreindre à  écrire assez  souvent,  non  pas, 
par exemple,  P(X  = x)  mais  P  (w/X(w) x). c'est indispen­
sable à ce niveau, cela reste souvent utile à des niveaux plus élevés. 
On verrait bien alors que dans 

S.(w) X, (w) + X, (w) .... + X.(w), 

c'est l'argument w qui reste le même, alors que les fonctions X; ne 
sont pas la même fonction X, mais des fonctions différentes 
définies sur un même ensemble. 

On arrive alors à l'espace vectoriel t; des v.a.r. étagées (n fini 
ou ..t finie) définiès sur un même espace probabilisé, et à l'espé­
rance considérée comme opérateur linéaire sur ~ . Est·ce trop 
difficile ? N'a·t-on pas le temps de traiter correctement cette 
question ? Alors il ne faut pas s'y lancer. L'essentiel n'est pas 
d'éblouir les élèves (?) par un langage sophistiqué, ce devrait être 
de les amener à résoudre des problèmes pratiques et à ne pas dire 
de bêtises ni s'en laisser conter. 

Initiation aux probabilités . 
une situation ouverte 
par Claude ESTEZET, professeur aU Lycée d'Etat de Monteeau· 

les-Mines. 

Je n'ai pas remarqué un grand enthousiasme chez \es collègues 
quand il s'agit d'enseigner jes probabilités et les statistiques! Ca 
angoisse plutôt, ou ça ennuie; en tout cas ça dérange. Au mieux, 
on laisse ça pour mai, juin, et on l'assène à grands coups d'axio­
matique... Or probabilités et statistiques sont des outils très impor­
tants de maîtrise du réel: voilà enfin une partie du programme où 
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