Bulletin de TAPMEP n°316 - Décembre 1978

2
ETUDES

Sar les pseudo-hypercubes

par René MANZONI, Lycée Jules Siegfried, Le Havre.
i- Le Probléme

Etant donné le naturel m , au moins égal 3 2, on peut tout
d'abord se demander &'l existe, dans Vespace euclidien R™, un
hyper-cube(*} (un carré pour m= 2 ; un cube pour m = 3} el
gue les arétes {ou les cbiés) et gue les disgoneles soient,
respectivement, mesurées par les naturels a et d.
8i m n’est pas le carré d’un naturel, la réponse ast négative.
8i m est le carré du naturel k, on a évidemiment d= ka.

Aprés avoir choist le naturel p telque 1< p<m—1, on
g’intéresse maintenant, dans Pespace euclidien B™ , a un psendo-
hyper-cube de genre p, satisfaisant par définition aux condi-
tions suivantes :

1} m-—-p arfies sont mesurdes par iz naturel a, ot p
arétos mesurées para+ 1 ;

2} chaque disgonale est mesurée par le naturel 4.

Rechercher des objets de cette nature (pseudo-carrés pour
m = 2 ; pseudo-cubes pour m = 3} revient & réscudre dans N?
Péguation

(Em.p): (m—p)a®+ pla+ 1) = d*

au ma? + Zpa+ p = &7
ou encore (me+pP—md® = —p(m—p).

*} Voir Particle de F. Gagnaire, Bulletin 313, page 188,
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En oublisnt Porigine géométrique du probléme, on peut
sommencer par la résolution dans ZZ. Or, si (ad) est une
solution, aleors (a,—d) en est une autre. Il suftit done de penser 4
la résolution dans Z X N {acZ, dEN).

Dans le plan R®, on est ainsi amené 4 considérer I’hyper-
bole Hy , d’équation mx® —y® + 2px + p = 0. Les solutions
de Déquation (Fmp) sont les poinks de Dinterseciion
He s ON*, ou Hp 0 2%, 0u Hy N ZX N, selon le point
de vite adopté.

Dans le plan euclidien R?, les hyperboles Hy, [ et By, o,
sont symétriques par rapport a la droite d’éguation x = ---%‘

Bous réserve d’existence, & toute solution (ad)de( E _ ) corres-
pond la solution (— a ~ I, d) de ( E ). On pelig done se

m ., —p

m
contenter de prendre p < e

§'il existe un naturel & > 1 tel que 3% soit un diviseur
commun de m et p,alors on a

p=35'p
+ F * d ?
(m'—p'ya* +plat 1y = [¥}
ce qui raméne & I'équation { E - »'). Désormais, on suppose gue
cet abaissement relatif 4 m est exclu.
En outre, ¢’est ia résclution dans N* qui est finalement
retenue.
On sait que le carré d’un naturel est congru 8 O ou a 1,
mogiunlo 4.
81 a® = 0 {med. 4), alors (a+ 1) = 1, d'oli
(m-—~pla’ +plat 1) =p p=0oul.
8i a* =1 (mod. 4), aloe (a+ 1)° = ¢, d'oi
(m-—pla® +pla+ 1) =m~—p m-pxOoul.
Par conséquent, i y a des valewrs de p qui ne conviennent pas.
Autrement dit, 'ensemble des solutions de ( Em‘p} peut &ire
vide.
5 m est le carré du naturel k, on a
(ma+ p)* — (kd)’ = —p(m—p).

Alors 'enseinble des solutions {a,d) esf nécessairemont fini, et
parfois vide.

m=5¥m
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Dorénavant, on suppose gue m n’est pas le carré &'un
naturel. Lorsque p est le carré d’un naturel, une solution
particuliére est évidente, a4 savoir 8, = 0, dy = +/p. Plus géné-
ralement, chaque fois gue Pensemble des solutions n'est pas vide,
on note {a,.d; ) la solution telle que le naturel a, soit le plus
petit possible,

If - Constatations expérimentales

Pour certaines petites valewrs de m et p, un calculateur
programmable donne rapidement des résultais. 11 suggére gque
V'ensemble des solutions est slors infini (dénombrable). Cet
ensembie se présente done sous la forme (aa,ds). (8:.d)),
{3y d3)s ooy (80,85} ..., OO les suites (a, ) et (da} sont strictement
croissantes.

En désignant par © un naturel non nul fixé, choisi le plus
petit possible et parfois égal & 1, il apparait la récurrence

0,:8 = a3, +8d,; + A

dnef = Yap + 3 dg +u
ou, matriciellement,

(an+2'] . A my (?«)
dn+!2! ¥y & [d P ’
avee a,.fB,r.0 .2, pEN.

On peut donc espérer obtenir toutes les solutions & partir des
solutions initiales (a,.dg), {a, .d; hy...,(2p_y ,de_y ), lorsque, bien
entendy, ces derniéres existent et sont connues.

Les exemples suivants fixent les idées ;

m=Z p=1
a [t 3 20 118 6936 4058
al 1 5 29 169 (3:13 5741
=1 a6=0  8p+) = SagF2dytit
do=1  @poq = dap+od,+2
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m=3 p=1
& 0 [ &8 1239 17 138 238 678
d 1 1l 153 | 2131 298681 413 403
™ ap=0 a = Tan+4dn+2
dg=1 dn+1 =12an+1‘dn+4
m=j p=1
a 0 2 15 104 714 - 4895
d 1 i1 34 233 1 597 13 948
o= =0 a;=2 a3=1% 3  ,=161a, +72d +32
do=1 dy=b d; =34 d_ .*360a +161d +72
m=8 p=1
& G 1 28 117 2760 11 481
d i 3 63 287 & 761 28 123
- 2o=0 a1 a_,,=49s +20d _+8
dg=1 d,=3 dnmzliﬁan*"—wdn*%o
m=6 p=2
i 719 70 487 G 807038
d i 1762 I72GH8 | 16918732
2=1 ag=7 2 49354*2'3:3”-1'16

dg=18 4, =120s_+48d_+20
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m=7 p=l
2 L1 4 66 1054 16 800 2687 T4R
d 1 11 1758 2788 44 449 T08 383
gest a5=0 Spap = Baﬂ-édeH-i-l
de=1 a4, =2la +8d +3
me=T g3
a 1 23 373 5 95% 94 R449
d 4 §2 983 15 746 250 948
guy 071 anyy =Bs, 34,43
dg=4 d_ . =2la +84_+9
m=d p=l
a 0 8 276 9 380 318 648
d 1 23 781 26 531 301 2¥3
-1 8p=0 a,,, =17a +6d_+2
dg=1 dpgy ™ 43an+1'?'dn+6
=10 p=}
] & 4 as 306 5 920 50 615
4 3 13 i1l 949 18721 3160 058
Pes ag=0 By =4 ay=35 a,,  ~721a +2284 +72

d@"‘l dg“la dg*lll

d_,,=2280s +721d_ +228
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m=10 p=2
& i 1777 Z 562721
d 4 & 820 8104 038
-1 dg=1 an+3-"-"»72'la“+228dn+] 44
do=4 d_ A =2280a +721d_ +466
m=10 p=4
g 4 744 6 364
d 2 14 2 354 28126
- Bp=0 a;=4 a, . =72la, 12284, +288
dg=2 d;=14 d_,, =2280a +721d +912
m=10 p=3
a i 88 222
d 5 185 7025
ten ag==1 8;=88  a_, =T2a +2Z8d +360
dp=6 ;=185 d_,,=2280s F+7214 +1140

I - A 12 recherche d'une explication

Pour que la récurrence constatée ci-dessus puisse avoir lieu,
it faut que Vhyperbole H » soit invariante par 'application
affine ¢ : (x,y) = (x,¥') de B dans R’ définie par

x = ax ¥y + A Y =yx+8y+tau,
En exprimant cette invariance, on obtient

r - -
@ m#A (c:—-]i}’
y=empBle=2l), 8 =¢a, A= —"——, p=epf.

m
emfi s«
A - (&2 + emf? {1+¢e)af
T lldeimag  al+ emgd
~ 822 ..
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ce qui conduit i choisir ¢ = + 1. En effet, pour ¢ = —1, on
aurait
1 O
Al = 1 =
01

Finalement, sous réserve d'existence des solutions initinles,
la récurrence serz réalisée sl v a bien deux naturels « el § tels
que a’ —~m#g? =1, et si le naturel pla —1) est divisible par
m. Comme on le verra un peu plus loin, Veguation de

Pell-Fermat :* —m % = 1 va donc jouer un role décisif,

IV - Une digression de nature géométrigue

Dians ce paragraphe on suppose que o ef § sont des réels, et
I'on considére I'application affine ¢ : (x,y) I (x',¥'} de R* dans
R?, avec

o) -+

pla—1)
m

Al x g
., A= , et —mpt =1,
i‘) (mﬁ oy

y u=pp.
Cette application affine v laisse invariante ’hyperbole H L, car

mx'?—y?+ 8px +p=mx?—~y* +2px+t+p.
En outre, elle laisse fixe le centre de H, ., c’est-d-dire le point

{w,0), 00 w= _im . On peut donc écrire

% - 0 K~ W
¥ ¥
Lorsque les points {x , ¥) et {x’, ¥ } appartiennent i H_
on observe gue
m{x'—xy —(y—y¥ = 2X(m—p}
mxx ~yy +pl{x+x)+p=—r{m-—p)

Sil'ena

) )

823 -
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il en résuite que

x'— w = alx w) = (X~ w), ou x’ = Zox'— x + I,
¥ 2ay —y.
Pour les solutions de Péquation ( £ ), cela devrait se traduire

par
ang = 2&3”+£—“3n + 23
dnﬁ'zg = Za dnif_hdn*

En désignant par t la pente de la droite qui joint les points
{x,—yyet (x',¥), il vient

t_ﬁ_y’ﬁ-yﬂmﬁ o+l
doa X —-x a—1 31 x
t* +m 24 2p Zpt
o = f= A= M= :
P —m 2 ~—m £ —m tF —m

Compte tenu du fait que
mx'? — gyt 4 Zpx" + p=mx? —y' + px +p
entraine
yry  mx +x)+ 2
X -x v —y

m
on woit que .— est la pente de la droile qui joint les points
t

(2w—x, y) et (', ¥). _

Ainsi, le réel { (avec 1? # m) définit application affine ¢,
Un sutre réel t conduit & P’application affine ¢, de méme
nature, c¢'est-d-dire caractérisée par la propriété de laisser H »
invariante. Toutes ces applications constituent un groupe abélien
® pour laloi - .

4 - + - 13 ¥ r m+tt,
Bi t+t'#0, le réel qui définit pop est

t+t
Lidentité id est obtenue en prenant t =« , Enfin, —t donne
¢~ 1. Cela incite & poser

m+ it
tet = - pour t+ ¢ =0,
t+ ¢
ok f = free =i
t*(wt):(-——-t)*tman et —a = W
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La lot * confére 4 Uensernble T= (R— |~vm, + ¥m 1}U o}
une structure de groupe abélien isomorphe 4 €& .

o IR DA I

n remargue gue — = W —
que o P : ‘

A un peoint donné V= (x,y) du plan R® correspondent
les points U= (20—x, vy} et W= (x,—¥). Alors e nombre réei
t {avec t* # m) détermine bien le point V' = {x', ¥'), puisque

m
leg drodtes UV’ et WV’ ont pour pentes respectives —r et t.

.

£ +x f -
+p=t-¥-é-¥. on peut

encore construire comme ci-dessous te point V' = (x', ¥') & partir
du point donné V = (x, vy}, lorsque € est connu,

1} La droite passant par le point W = (x, — y) et de vecteur
directeur (1,t} rencontre la droife d’équation Y =0 au point

1
Pt(x+?y,0).

8i Pon préfére utiliser m

2} La droite passant par le point P e de vecteur directeur
(1, t*) rencontre la droite d'éguation Y = m¥X + p au point Q

tix+ iy +
d’abscisse WTM ;
£ —m
_ ) _ g+ ty+p

3) La droite d'équation X = ——p—i-—=- reneontre la
droite WP au point S. tt—m

4} On en déduit le point cherché

Vo= 28 W,

V - L'égquation de Pell-Fermat

On rappelle que, par hypothése, le naturel m n’est pas le
carre d’un autre naturel.

La loi #, introduite précédemment, correspond i la multi-
plication dans Panneagu Zjvm). Avec £ .9, 8, n €Z,0naen
effet

(£ + p/m) '+ 'Wm) = &+ o’ + et vm
-~ R3S ..
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£t
;o M : ;
i*_g: v _ & tm gy
n 0 $.5 En' + nt
7 7

fci, on suppose connue la théorie de 1"équation de Pell-Fer-
mat £* — m 5? = 1. On sait donc que cetie équation admet
dans N? une infinité de solutions

(o,m6) = (1,0) , (bs,m1 ), (E202) s on (£00,), oo

Pour tout i€ N*¥, les naturels £, et », sont premiers enire eux.
Lorsque la sclution fondameniate {¢,,n;) est obhienue, toute
autre solution (§,, ;) est donnée par

£, + 1, vm = (& V)
Ou par
-gL*-*f-i—#iL*...*& (i fos} .
K " Hy T,
Far ailleurs, ¢’est le développement en fraction continue de

Vvm qui permet de trouver la solution fondamentale (§,,1,}). Un
tel développement est périodique mixte ot de 1a forme

Vo = {QQ$qliq:; ey qn__'_lqua qqu_ix-v; qN_l, QN? ....... )
avec qy =2q et q, ,=q pour I<j<N~—1.

Alors on montre gue %—L est la réduite de rang N — 1 (resp. de

|
rang 2N — 1} & le naturel N est pair (resp. impair},

¥1 - Choix des paturels o et §
On souhaite que le naturel ¢ figurant dans la récurrence soit
petit, sinon e plus petit posaible.

Si m est un diviseur de £, — 1, oa expligue les résultats
expérimentaux en prenant ¢« = §, et f = n, .,

8i m on'est pas un diviseur de £y, —1, alors clesi un
diviseur de £2 — 1 car
£y + 2 ﬁm(si + 7 m)a ﬂéf +mﬂf + 287 Vfﬁ
drﬁﬁ 2 i 2
f,—1 =& —1+mn = 2my, .

e BI6
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Les résultats expérimentaux sont encore expliqués, mais en
prenant o« = &, et § = n,.

En désignant par k wun naturel donné, voici quelques
exemples :

1°) m=k*+1 k=21 me 126,10,17,26,37,50,...t
vm = (k, 2k, %k, ...)

], = 2k*+1 9, = 2Fr — = k+k

Pourk=% ona:

" 12l=2x%x2 3 d'ot 3 =2
e » ] = o e oy = =92 .
8 2’

Pourk>%, ona: /

o B (P +1)+ 1
S kxkxkrke
g rTETET 42K + 1)

2°) m=k*+2 k»l mei136,11,18,27,38,51,....
vm = (k,k, 2k, k, 2k, ....)

b, =k2+1 7, &k LI

Ei 3
a 2k (KP+21+ 1
— - kxkxksk=
3 rHERE 2k (K* + 1)
iy m=k~1 k=22 mc 13,8,15,24,35,48,83, ....!
vm o= (k—1,1, 2(k-1),1, Hk—1), ...}
gr=k m =1 h=k=(k—1)*{k-*1)
Nt
-
E— = k &> k = M
B 2k
4’y m=k>—2 k=28 mec {7,14,23,84,47,62,79, ....}
Vm = {k-1, 1, k-2, 1, 2(k~1)}, 1, k-2, 1, 2(k~1}, ...}
£, =kt ~1 g, =k E=Jewk
: T

- B27 —
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k? —1

k
m=ki{ktl) k»2 me 16,12,20,30,42,56, .1
vm o= (%,2,3k,2,2k, .)

6 =2k+1 m =2 Lokeke (ktl)e(k+)

= k+k=

1:&;9

¥
o CBk(k+1}+ 1
g = ke
m={2k) +4 k2l me 18204068104, ...

Vrﬁﬂ {2k , &, 4k , k , 4k, ...}
Eegki Al =k e (2 x (2K)

T

BE* (k*+1)+ 1
Zk(2k* + 1)

m={2k+1)*+4 k=21 me 113,29,63,85,...

vm = {2k+1, k1,1,k2(2k+1), k1,1,k2(2Zk+1), ....)

;—m (2K) * (2K) * (2K) * (2K) =

E-‘— w {2+ 1)#{2k+ 1 (2k+ 1 )% {2k+ 135(2k+ 1 )n{2k+ 1)
i}

LT £y

e e * e

il m i

Pour k= 1,d'oh m= 13, 0ona
o~ B42401 et g = 233640.

m=(2k)?’ —4 k=3 me 132,60,06140, ..}
V= (21, 1, k-2, 1, 2(2k—1), 1, k2, 1, 2(2k—1),..)
£,

i

gy =2k*~1 g, =k = (2k) = (2Kk)

8k’ (k?—1} + 1
2k(2Kk? — 1)
m={2k+ 1) ~4 k>»2 me 1214577117, .3
vm =2k, 1.k-1,%k~1,1,4k, 1k-1,2k-114k, ...)
- 828
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Z"i*z {2+ 1) % (2k+ 1) = (2k+ 1)
!

& -E: £,

L . L

i T

10°)m»(3kP +8 k»1 me (12,89,84,147, ...
Jm = (8k, 2k, 6K, 2K , BK , ...}
£

£ =Bk 21 g, =2k = (3K) «(3K)
T

24k* (3k*+1) + 1
4k {6%* + 1)
11" m=(3k)* —8 k=>2 mec {83.78.141,222, .1
Vv o= (8k-1, 1,2(k~1},1,2(3k—1), 1,2{(k—1),1,2{(8k~1),...}
£, =6k —1 75, =2%k LI {3k} * (3k)

%,

= {3k} = {3k} * (3k) * {3k} =

@™ R

24k {8k*—13+ 1
4k {6k’ — 1)

= {3k) = (3k) = (3k} = (3k} =

'!::(::.IQ

VII - Une gquestion gui peut étie posée

La loi » permel-elle toujours d'exprimer L1} an moyen des
naturels les plus proches de +/m ? KL

. 'E ] s #
En écrivant ¢, au liew de—— | vaici des résullats constates
mais non prouvés : s

m= 19 g, =4x4*%5=5

m = 22 g, =4+425=*x8

m = 28 g, =68 %68

m = 31 g, =44 +5*x5+x568
m = 41 B, =6+G2T«Tx09+9
m= 43 B, =~6x06%7T*x7&«B8x§
m= 44 g, =6« *x G *x6

m = 48 G, =Te TxTxT+8»8
m= §2 g, =7T%*7Tx8Bx8

m = 54 8, =TT +8x«8

m= 65 g, =TFTxT%8

- 829
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m = 57 P, =FT*xT*3*x9=6«6+8=8

m = 58 2, =T*T+*x8»>8x8=x8§

m= 59 g, =T+«T*8=+8

ms= g1 B, =T+72T27x7T*x7T2x82B+«8%8+8%85
m=~ 67 B, =T=T+8x8+B+«8§

m = 69 8, =920 29x09%3+9

m= 70 ., =88 =104+ 10

m= 71 B, =9 »9 +0+9% 11 %11 =6x6+BxB8B+Bx9
m= 73 g, =B8+8+x8+x8+x8x8»10+10%10+19
m= 74 8, =TeTxBxB8+xB*+R

m= 76 8, =B+8«8«8x10x10+10x%10

m = 86 8, =9+9x10416%11 #1311

= 87 8§, =8x%8

m =~ 88 B, =8+«8%x10+10

m= BOD 8, =029 x9+020+%+114% 11

m = 91 B, =8%«8+«10+10+10

m = 92 8, = 10+31G+ 10+ 10

m= 93 B, =B «Dx9x9+9+0

m= 94 F, =10+ 10+310x10x10 10+ 11 =11

m= 95 g, =10 10

m = 9% g, = TsTsT*Tx0%x0xBx94Y+0x11611 21111
m=103 @, =10+ 10 » 10 » 10 % 11 « 11

m= 305 £, =10% 10

Remarque : Pourtout neE N, ,on a

d,egtd, de+d, d+d, d+d dg + dg_,
= P = * * ., &
Bt an EE - a'o a;_aﬁ 31_&1 ap ~= a’Q ..... Y

VIII - Caleul de a st dn

o
La matrice A= (mﬁ ﬁ} n déjid été présentée. On utilise
L1
maintenant la matrice 4 = , AVee & = - .
n dn m

Pour tout naturel n, il existe un élément bien déterminé
e de 10,1,2,..,2—1 telgue n=n, +qf, ot qEN.

Il s’agit de calculer a, et d_ en fonction de a,, & d’*a .

. 830 -
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La récurrence Z.sg=A L, entraine Z, = A" Z, . afin
o
d'alléger V'écriture, on se place désormais dans le cas simple ofi
R=1.Alorms,ona ng =0, n=q,et Z = A".%.

La matrice A définit un endomorphisme du plan vectoriel
réel R*, par rapport & la base canonigue. Ses valeurs propres
sont v, =a+Bvm el ¥ =o—g+M. Les sousespaces pro-
pres correspondants sont les directions des asymptotes de Vhy-
perpole H_ . Aprés avoir diagonalisé, on trouve

0 +13) VI g
(-2 .m 2+ 1) . Vm

oli V'on vérifie gue det{A”}=1.
Finalement, il vient

) o 0] ) -
o) o) e

1 .
s 7 g (e WE + g + (e VB —dg)g) + o

i

1

dn L3 2

(s, Wm + dg )1y — ((ag—wVm —dg I}

- 831 —
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