A propos des pseudo-cubes
par Paul LABERENNE

Etudions d’abord e cas envisagé par R. Manzoni dans son pre-
mier article (*}. I faut résoudre :

fm—1)x? + {x + 1} =y {1}

m étant un entier non carré parfait > 2, x et y deux entiers in-
cOnnus.

L’équation (1) peut s’écrire :
mx* 4+ 2x+ 1=y ou mx? + 2Zmx = my’
o1 8ncore ©
{mx+1)! ~myZ=1~m {2y

» Wuir Budetin APMES. 0¥ 211, ¢ ke p® 313 pour ke cus ot m est caced parfait.
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Prenons X = mx + 1, on est ramené i "éguation de Peli-

Fermat :
X} wmy*=1~m {3}
qui admet toujours lasolution X, = 1,50 = 1.,

Si I’on connait un aufre couple X, v, tel que

X' —myl =1—m

et si a et b sont les solutions fondamentales de u* — mv?
que Pon peut toujours calculer en développant v'm en fraction

continue, ena :
at —mb? = 1 {4}

En muitipliant membre & membre {3) ef (4} # vient :
(Xi~myl){a® —mb*}= 1-m
(X3 a® + mbiyi}—m{p® Xi, +atyl)=1-m
qui eéquivaut 4 :
(X; a+ mby, ) —n{b X, +ay,)’ =1—-m
les termes rectangles se détruisant,
On a donc le nouvean couple
Xpery =8X,; + mby, avec X, = 1
¥pey = BX, + 8y, avec yo = 1
entevenantix
mE,+1 1= (mx, +1)a+ mby,
Yo+1 =h {mxy + 1} + ayy

a—1
@) (x“*l) :(a b) (x“) + (_m_) avec(a b)ﬂ
¥o+i b a ¥n - b bm a

{b)

i

=1,

Ko:0

Yo=1

8i a — 1 est divisible par m, ces formules conviennent, sinon

il suffit d'itérer une seule fods, on trouve :

Xp+z a’+mb’ 2ab Xp b?
Vo+2 Ymab a?+mb¥ 1V ab

-
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Il faut se borner jci sux indices pairs. On peut remarguer que,
dans tous les cas, les valeurs de x et de v croissent avec Pindice. On
obtient ainsi une infinité de solutioms & partir du couple 0, 1.

it est done démontré que toul espoee RB™ o m n'est pas
carré parfait admet de pseudo-hypercubes {correspondant dp= 1)

Mais on n'est pas slir qu'il ¥ ait pas d'sutres solutions. En
particulier si 1 — m est divisible par un carré parfait A” ;

1—m= Kx? K<
Considéron& I’équation x* —my* = k, si cetie équation a une
solution &, f, a° ~m % = k ;o A et § ) cont sussi des racines de

{3} qui donneront une nauvelle serie de splutions dlfferentes de
celles déduitesde Xy, = 1 y, = 1.

Exemple 1 m= 19
On al'éguation 18x* + (x+1)* = y* o 19x* + Zx + 1= y?
(19x + 1> —19 y* = — 18

u? — 1%° = 1 a pour solutions fondamentales a = 170, b = 39
4’00 un premier systéme de solutions, avec les notations précéden-
tes (n pair}:

Xn 3 W( 57799 132»30) %), (3042)
(y,,.w) 1251940 57799 (yn) 113260
etXa = ﬂr Yo = 1

Maiz 18 = 2 X 9 ; u® —19?* = — 2 g pour solutions 2’ = 13

= 8 ;X! — 19y’ = — 18 aura donc pour solution X; = 39,

vo = 8 (X = 19x+1), soit pour x, y 1 xp = 2:yp = Oetle
nouveau systéme de solutions {n pairj ;

(x;+'2] ( 57799 1326()) (x;) ( 3042)
= +

¥h+z 251940 57799 V. 13260
avec xg = 2

¥o =9

Considérons maintenant Péquation plus générale (p entier
< M}

(m—pjx! +plxtl) =y
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Comme précédemment, on peut écrire

mx® + px+tp=y* mix* + Zpmx+ pm-=y?
(mx +p)! —my* p? —pm= p{p—m)
On poseencore | X = mx+peti'ona
X? = my® = p(p — m)
Une telle équation n'a pas toujours des solutions ; si on con-
nait un couple Xg, ¥o la satisfaisant, on peut reprendre le raisonne-

ment précédent en introduisant a et b solutions fondamentates
de u® — my* 1 et Pon arrive aux formules de récurrence :

ME,:; + p~ (Mx, + p)a+ mby,
¥n+y = bmx, ! p) + ay,

Xe —p R
BYEC Xy = —— &by, donne
m
On trogve finalement ;
szkiﬂs'—~];;~l~2 est entier
g1
Xn+1 a b X ™
- + p
Ve mb b y b
_pla—1} | . . e .
S1— n'est pas entier, aprés une seuie ftération {n pair} :

Kp+z a’ + mb? %sb i /Xu b**
Ya+2 2mab &' +mbY \¥e ab

Compléments

Iy Exempie d'un cas sans solution ; m non carré parfait, p + 1
Soitm=13,p=5

Avec les notations de Particle on armive &
X2-my=p*~mp X?—13y- 25—65=—46 ({1}

Pour démontrer que cetie derniére éguation ne peut avoir de
solutions entifres, étudions les demiers chiffres des 2 membres

¥? egt terminépar 0, 1, 4. 5 ou 8
13y? est terminé par 0, 2, 3, 5 ou 7
_ 638 .
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Etant donné le deuxiéme membre, il faut gue X? et 13¢°
solent terminés par le méme chiffre,

Si ce chiffre est G, X7 et 13y? sont nécessairement des multi-
ples de 100, or te second membre est seulement divisible par 10,

8i X? et 13y* sont divisibles par 5 ils sont nécessairement des
muliiples de 25, or le second membre est seulement un multiple de
5. Done Péguation (1) n’est pas résoluble en nombre entier,

11}  Cas perticulier ou Véguation X° — my* = g* — mp {m non
carré parfail, p # 1} a une golution évidente,

Clestle cas ol p estuncarrg ' p= q°
Si l'on prend
Xo = pye = q Xo —my; = p* —mg’ = p* —mp
ex.ma= 6 p— 4nuiconduit a Péquation
X? — 6y’ - 16—24 = —8
Elle est satisfaite par X, = 4y, = 2
SiYonrepasse ax{X=8x+ d)onaxy =0 y=2

Les selutions fondamentales dew® — 8¢ = 1sonta- 5 b= 2

a—3% -1 2 . ]
T TTE T T g il faut prendre la 2eme forme de récurrence.

(vaz _ (a2 + mh* gab) (xn) +2p (’bz)
yn'i‘!e) 2mab 3?+mb1 ¥a’ ab

Ce gui donne {n devant étre pair)

X2 49 20\ /x, 32 Xo = 0
= + aveo

Yuiz 120 49 ¥u 80 ¥o = 2

1 est entier

11} Exemple d’un cas ot ¢

m=7 p=1
Onafx’ +2x+1=y"
enposant X = Tx11 X! —7y! . —8
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or u* — 7w’ = 1 a pour solutions fondamentales g = 8b = 3 le
premier systéme de solutions (8) convient, et on trouve ;

) Y0

X SJ no
E) 20 -0

etl’'onabien7X 184+ 8+ 1 = 121

il

[l
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