
Pour finir de démontrer que  le  produit est une loi de groupe 
sur  l'ensemble  des  coupures de  Bm , on constate que les  démons­
trations des propriétés: 

• L'intervalle 10,11 est élément neutre pour le produit ; 
• Toute coupure est inversible ; 

données dans le cas m primaire peuvent être reprises sans chan­
gement dans le cas m non primaire. 

Enfin, on constate que si m est un entier non primaire, les 
deux définitions du produit de deux coupures coïncident. Les 
démonstrations faites ici permettent de ne pas utiliser la propriété 
P pour prouver que les coupures munies du produit forment un 
groupe. 

Pour terminer, je voudrai remercier Philippe J. HAVG, ani­
mateur à l'I.R.E.M. de Grenoble, avec qui j'ai longuement discuté 
des problèmes traités dans ceS deux articles et qui surtout a eu la 
patient'" d'en lire les premières versions et m'a bien conseillé en 
vue d'obtenir une rédaction qui soit, nous l'espérons, agréable au 
lecteur. 

A propos des pseudo-cubes 
par Paul LABERENNE 

Etudions d'abord le cas envisagé par R. Manzoni dans son pre­
mier article (*). Il faut résoudre : 

(m ­­l)x' + (x + 1)'  y' (1) 

m étant un entier non carré parfait;;. 2, x et y  deux entiers in· 
connus. 

L'équation (1) peut s'écrire: 

mx' + 2x + 1 y' ou m 2 
Xl + 2rnx = my! 

ou encore: 

(mx+1)'  ­my'  ~ 1­m  (2) 

Vuir Butlel..in A,P.M.E,P. nO 31 L Cf le nO 313 pOUl'  le cas où m est carrê parlait. 
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Prenons  X  mx  +  l, on  est  ramené  à  l'équation  de  Pell­
Fermat: 

x'  my'  =  1­m  (3) 
qui admet toujours la solution  Xo  =1,yo=1.. 

Si l'on connaît un autre couple X., Y.  tel que 

X'­my'ol­mo  0 

et  si  a  et  b  sont  les  solutions  fondamentales  de  u'  ­ mv'  =  1, 
que  l'on  peut  toujours  calculer  en  développant vm en  fraction. 
continue, on a : 

a'  ­mb' =  1  (4) 

En multipliant membre à membre (3) et (4) il vient: 

(X~ -my~)(a' ­mb') =  1­m 

(X;;a'+mb'y~)-m(b'X~+a'y~) 1  m 

qui équivaut à  : 
(X. a  +  roby.)'  ­nIb Xn  +  ayol'  =  1­m  (5) 

les termes rectangles se détruisant. 

On a donc le nouveau couple 

Xn+ 1  =  aXo  +  mbYn  avec X"  =  1 

Yo+ 1  = bXn +  ayo  avec Yo  = 1 

en revenant à x 

mXo+l  +  1 = (mx. +  1) a+ mbYn  

Yo+1  = b  (mx.  +  1)  ·1  ayo  

1~ Xo  =  0
( XO+1)  (a  b)(6)  + 

yn+l ':;;;;;; roba G:)  1Yo  =  l 

Si  a  ­ 1  est divisible  par m, ces  formules conviennent, sinon 
il suffit d'itérer une seule fois, on trouve: 

XO+2)  = (al +mb'  2 ab  )  (XO 

)  +2  (b')  (7)
(

Yn+2 2mab  al +mb2  Yn  ab 
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Il  faut se borner ici aux indices pairs. On peut remarquer que, 
dans  tous les caa, les valeurs de x et de y croissent avec l'indice. On 
obtient  ainsi  une  inimité  de  solutions  à  partir  du  couple  0,  1. 

II est donc démontré que tout espace R m où m  n'est pas 
carré parfait admet de pseudo-hypercubes (correspondant à p =  1). 

Mais  on  n'est  pas  sûr  qu'il  y  ait  paa  d'autres  solutions.  En 
particulier si 1 ­ m ,  est divisible par un carré parfait X' 

1­m=KX'  K<O 

Considérons l'équation x' ­ my'  = k, si cette équation a une 
solution", Il, ,,'  ­ mil'  =  k  ; Ct  À et Il X sont aussi des racines de 
(3)  qui  donneront  une  nouvelle  série  de  solutions différentes de 
celles déduites de X o  =  1  yo  =  1. 

Exemple: m  19 

On a l'équation 18x'  + (x+ 1)'  y'  ou 19x'  + 2x +  1 =  y' 

(19x +  1)'  19y' =  ­18 

u'  ­ 19v'  =  1  a  pour solutions  fondamentales  a  =  170.  b = 39 
d'où un premier système de solutions, avec les notations précéden­
tes (n pair) : 

(Xn+2) 57799 13260) (Xn )  t ( 3042)
(

Yn+2 251940 57799 y. ,13260 

etxo =O,Yo=l 

Mais 18 =  2 x  9 ; u' -19v' =  ­ 2 a pour solutions a'  =  13 
b' 3; X'  ­ 19y' =  ­ 18 aura donc pour solution X~ =  39, 
y~ 9 (X  19x+1), soit pour x, y : x~ 2 ; y~ =  9 et le 
nouveau système de solutions (n pair) ; 

57799 13260) 3042)
( ~~+2)\ 

( CD  +  ( 

avec x~ '" 2 
y~ =  9 

Considérons maintenant l'équation plus générale (p entier 

Yn+2 .251940 57799 13260, 

< m): 
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Comme précédemment, on peut écrire 

mx'  +  2px +  P =  y'  m' x'  +  2pmx + pm = y' 

(mx + p)'  ­ my'  p' ­ pm  p(p­m) 

On pose encore: X  mx+ p et l'on a 

X'  ­my' =  p(p­m) 

Une  telle équation n'a pas toujours des solutions; si on con­
nait un couple Xo , Yo la satisfaisant, on peut reprendre le raisonne­
ment précédent en introduisant a et b solutions fondamentales 
de u' - mv' 1 et l'on arrive aux formules de récurrence: 

mxn+ 1 + P (mxn + p) a + mbYn 
Yn+' -~ b(mxn 1  p) + aYn 

Xo ­p 
avec XI) = et Yo donné 

m 

On trouve finalement: 

si pla m(1~ est)entier ( b) () + P(IL-1 ) 

y~, : : m: b:: ~ 
, p(a-1) , t'  ,  le'"  (  .  ) s. n est pas en 1er, apres une seu IteratIOn n pa.r : 

m 

CJ  (:~:bmb~, :a~b') [:) C')+ 2p 

Compléments 

I)   Exemple d'un cas sans solution; m non carré parfait, p * 1 

Soit m 13 , p= 5 

Avec les notations de l'article on arrive à 

X' - my' =  p' - mp X' - 13y' 25 - 65 40 (1) 

Pour démontrer que cette derniére équation ne peut avoir de 
solutions entières, étudions les derniers chiffres des 2 membres 

X' est terminé par 0, 1, 4, 5 ou 9 

13yl est terminé par 0, 2, 3, 5 ou 7 
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Etant  donné  le  deuxième  membre,  il  faut  que  X'  et  13y' 
soient terminés par le même cbiffre. 

Si  ce  chiffre est 0, X'  et 13y'  sont nécessairement des multi­
ples de 100, or le second membre est seulement divisible par 10. 

Si X' et 13y' sont divisibles par 5 ils sont nécessairement des 
multiples de 25, or le second membre est seulement un multiple de 
5. Donc l'équation (1) n'est pas résoluble en nombre entier. 

II) Cas particulier où l'équation X' my' p' mp (m  non 
carré parfait, p * 1) a une solution éuidenle. 

C'est le cas où p est un carré: p ~ q' 

Si l'on prend 

X" p y" - q X" -- my. = p' - mq' = p' - mp 
ex. m =  6  P ­ 4 qui conduit à l'équation 

X' - 6y'c 16 - 24 - 8 

E!le est satisfaite par Xa = 4  Yu  2 

Sil'onrepasseàx(X 6x+4)onaxo=0 y=2 

Les solutions fondamentales de u' - 6v' = 1 sont a - 5 b =  2 

a-1 5 1 2 
­­­ =  ­­­­ =  ­ .  il faut prendre la 2ème forme de récurrence m  6 3' . 

(X
n  +2) 

(
a' + mb' 2ab) (Xn 1 

Yn+:! =  _2mab a? +mb 1 
_ Ynl 

Ce qui donne (n devant être pair) 

( 
XO; 2)' 

Yu'Z 

_. (49 20) ro 
) 

120 49 \yo 

+ 
(3 
8 

2 
0) avec 

( 

XO 

yo 

0) 
= 2 

III) E 1 d ' ­ a ­ 1  .>xemp e un cas ou -­ est entIer: 
m 

m 7 p  1 

On a 7x' +  2x -+ 1 =  y' 

en posant X =  7x Il Xl -7yl -6 
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or u'  ­ 7v'  =  1  a  pour solutions  fondamentales a  = 8  b  = 3  le 
premier système de solutions (6) convient, et on trouve: 

Ku  =  0n  (8  3)  (Kn )·  (1  ' K  + ')
( 

Yn+ 1 21  8  Yn  +  3)  Yo  =  1 

D'où 

K = 4 
y:  =  11  etl'on a bien 7 X 16 + 8 + 1  =  121 

Pu.blications  
A.P.:M:.E.P.  
Bibliothèqu. d. travail  

du prof....ur d. mathématique  

Les  
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