
Sur un thème: LES MOYENNES 
par Michel DECOINTET,  Lycée KOEBERLE (Sélestat) 

Ce qui est présenté ici n'est nullement le fruit d'un travail 
personnel mais celui d'un groupe de professeurs qui, dans le cadre 
d'un IREM, consacrait ses activités à la recherche d'exercices et 
de problèmes destinés aux élèves du second cycle. Ce travail s'est 
fait à Ja suite de la proposition d'un membre du groupe d'une 
"batterie" d'exercices utilisant différentes moyennes, et des 
"souvenirs" d'un autre relatifs à J'un des chapitres d'un \îvre 
classique d'Analyse. 

Plusieurs remarques s'imposent à propos de ce travail qU] a 
été proposé sous différentes formes à des élèves de différentes 
classes: 

1) On peut proposer à des élèves de Seconde (toute section) des 
situations mettant en jeu différentes moyennes : chacune a de 
J'intérêt en soi surtout en raison de la mathématisation  qu'il faut 
en faire pour répondre à la question posée. L'expérience montre 
que cette mathématisation est loin d'être évidente et que si on ne 
les y suscite pas, beaucoup d'élèves ne voient guère ce qui rappro­
che et ce qui différencie ces situations qu'ils traitent "séparément". 
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Ce qui est proposé ici (paragraphe 1) va plus loin: c'est une 
étude plus systématique et plus globale de telles situations: long 
travail de réflexion, d'analyse, de comparaison destiné à en 
abstraire  des structures mathématiques qui se révèleront efficaces 
pour comprendre les situations étudiées et en traiter d'autres 
relevant des mêmes structures. 

Dans le cas présent, il y a deux structures : une structure 
linéaire, sous-jacente aux situations qui mettent en jeu une moyen­
ne arithmétique ou une moyenne harmonique ; une structure 
exponentielle, sous-jacente à celles qui mettent en jeu une moyen­
ne géométrique (schématisation de 1 B ): Ces deux structures 
sont, par ailleurs, suffisamment importantes en physique-chimie, 
démographie, économie, etc ... , pour justifier l'intérêt qu'il y a 
à les mettre en évidence chaque fois qu'on le peut. 

Ainsi, ce travail contribue à l'un des objectifs de l'enseigne­
ment mathématique en classe de seconde qui est de "montrer, 
dans des domaines limités, l'intérêt d'une abstraction. Des situa­
tions très diverses ont en commun une certaine structure mathé­
matique dont la compréhension fournit un véritable outil de 
pensée". (Bulletin A.P.M. n° 300, "Noyaux-Thèmes", p. 471). 

2) Le paragraphe II propose une série d'exercices de calcul algé­
brique qui étudient différentes propriétés des moyennes arith­
métique, harmonique et géométrique : certains sont destinés 
aux élèves de Seconde, d'autres à ceux de Première, d'autres 
encore à ceux de Terminale, suivant les outils mathématiques mis 
en jeu par ailleurs. 

3) L'étude générale des moyennes (arithmétique, géométrique, 
harmonique et autres) ainsi que leur comparaison se place dans le 
cadre de l'étude des fonctions convexes. 

Rappelons quelques définitions de moyennes: 

On appelle moyenne arithmétique, moyenne harmonique, 
moyenne quadratique et moyenne géométrique de n nombres 
réels strictement positifs x, , x, , .... Xn les nombres : 

Xl + Xl + H, + Xnma = . ­
n 
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mq = Jxi + xi + ... + x~ 
n 

on a ainsi: 
n n1 1 

~-m. L Xi= l o·Xjn î= l j=1 

1 =1 L 
n 

1 
n 
l 1 1 

m. n i=1 1=1 n'X; 

m'q =1 n l 
n 

xl L 
n Jo..n' x' ,

i= 1 i::;: l 

1 1fi fi 

Log m. = - L Log Xi = l Log Xi 
nt=1 i=l il 

Si on coru;idère alors les bijectioru; : 

1 * *a: x o-----? x;h: x o-----?_;q: x --+ Xl de RI sur R+ 
x 

et g : x - Log X de R+" sur R , 

et leurs bijections réciproques notées a' ,n' ,q; etgl 

on a alors: 

m. = a' C2, n a (x,)) 

mh = fi' C~,~h(Xi)) 

1 n 1 ) 
ffiq = ïj' C:l ;q(x,) 

m. = gl 0, ~g(xtl) 

Plus généralement, 
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Définition: 

Etant donnés un intervalle J de R, une fonction f continue et 
strictement monotone sur J, n nombres XI , ••• , Xn de J et n 
nombres réels a"  ... , "'n strictement positif, on appelle 
moyenne relative à f du système jJ; des (x" a,l'E[,.n 1, le 
nombre: 

.~ "" f(Xd)
m, (jJ;) l' ,-'--.o.'--­

n 

L aî
(

i=l 

autrement dit, l'antécédent dans J'application f du barycentre 
des images par f des X, affectés des coefficients "',. 

Sans développer une étude des fonctions convexes (cours 
d'Analyse, tome II, de Choquet), on peut proposer exercices et 
problèmes qui conduisent à la fois à la comparaison de ces diffé. 
rentes moyennes et à la notion de convexité et qui restent des 
exercices d'analyse simples - à condition de ne pas les transformer 
en cours et à condition d'utiliser abondamment les graphiques-, 
en même temps que des exercices d'application de la notion de 
barycentre : c'est ce à quoi s'emploie le paragraphe III plus spécia· 
lement destiné aux élèves de Terminale. 

4) Ce qui est présenté ici n'épuise sûrement pas le sujet... il reste à 
souhaiter que le Bulletin se fasse l'écho de tous ceux qui voudront 
bien y apporter des compléments. 

1 

A. 1/ Exercice 1. 

Une voiture parcourt 120 km à la vitesse moyenne de 
60 km/h, et 120 km à la vitesse moyenne de 120 km/ho Quelle est 
la vitesse moyenne de cette voiture sur les 240 km parcourus? 

Exercice 1 bis. 

Une voiture parcourt x km à la vitesse moyenne de v, km/h, 
et x km à la vitesse moyenne de v, km/ho Quelle est la vitesse 
moyenne de cette voiture sur le parcours total ? 
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Exercice 1 ter. 

a) Une voiture parcourt x 1 km à la vitesse moyenne de 
VI km/h, et x, km à la vitesse moyenne de v, km/ho Quelle est la 
vitesse moyenne de cette voiture sur le parcours total ? 

b) Une voiture parcourt 
XI km à la vitesse moyenne de VI km/h, 
X, km à la vitesse moyenne de v, km/h, 

Xn km il la vitesse moyenne de vn km/ho 

Quelle est la vitesse moyenne de cette voiture sur le parcours 
total? 

2/ Exercice 2 

Une voiture roule durant une heure et demie il la vitesse 
moyenne de 60 km/h et durant Une heure et demie il la vitesse 
moyenne de 120 km/ho Quelle est la vitesse moyenne de cette 
voiture sur le parcours total ? 

Exercices 2 bis et 2 ter 

A calquer, il partir de l'exercice 2, sur les exercices 1 bis et 
1 ter. 

3/ Exercice 3. 

La production d'acier d'un pays a augmenté de 2,4 % en 
1975 et de 8,9 % en 1976. Quel est le pourcentage d'augmentation 
annuelle moyenne sur l'ensemble de ces deux années? 

HGénéraliser" à deux années quelconques puis à n années 
consécutives. 

B. Schématisation des situations précédentes. 

. distance parcourue 
a) Vitesse moyenne = t d emps e parcours. 

Pour chacun des exercices l,Ibis, 1 ter al, 2, 2 bis, 2 ter a) 
remplir le tableau suivant et en déduire les réponses aux questions 
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posées, en notant chaque fois l'ordre dans lequel sont remplies 
chaque case du tableau. 

temps de 
parcours 

+ 

vitesses 
•moyennes 

-0 
~ 
~ 

distances 
parcourues 

+ 

b) Pour l'exercice 3, compléter le schéma ci-dessous et en 
déduire les réponses ux questions posées : . 

X ~ 
r--""-----,

Production Production Production 
en 1974 en 1975 en 1976 

---------{x~------

C. Définitions. 

1) On appelle moyenne arithmétique de deux nombres x et y 
le nombre : x+y

a 2 
2) On appelle moyenne harmonique de deux nombres x et 

y, non nuls, le nombre : 

h=~ 
x+ Y 

3) On appelle moyenne géométrique de deux nombres x et 
y, positifs, le nombre: 

g ="fï{Y: 

Question 1 : 
Traduire les résultats des exercices 1, 1 bis, 2, 2 bis et 3 en 

termes de moyennes arithmétique, harmonique ou géométrique. 

Question 2: 
Généraliser les définitions précédentes à n nombres. 

- 560­

Bulletin de l'APMEP n°314 - Juin 1978



D. Exercices mettant en jeu les moyennes définies en C . 

Pour chacun des exercices suivants, on utilisera une 
schématisation appropriée du type de celles du paragraphe B et 
on précisera de quelle moyenne il s'agit. 

Exercice 1.  

al une personne achète des deutschmarks en deux fois:  

une première fois YI deutschmarks, au taux de t, francs le 
deutschmark; 

une seconde fois y, deutschmarks, au taux de t, francs le 
deutschmark. 

Quel est le cours moyen pour l'ensemble des deux opérations? 

bl une personne achète des deutschmarks en deux fois: 

une première fois pour x, francs, au taux de t, francs le 
deutschmark; 

une seconde fois pour x, francs. au taux de t, francs le 
deutschmark.  

Quel est le cours moyen pour l'ensemble des deux opérations?  

Exercice 2. 

. al on fait fondre ensemble a, kg d'un premier métal de 
masse volumique Xl kg/m'et a, kg d'un second métal de masse 
volumique x, kg/m' . 

Quelle est la masse volumique de l'alliage ainsi réalisé ? 

b} même question en remplaçant Hal kg" par Hb J m3 H et 
"al  kg" par Hb-z rnJ.". 

Exercice 3. 

La population d'une ville était de 225 000 habitants en 1960 
et de 256 000 habitants en 1970. 

al Dans l'hypothèse où J'accroissement annuel de population 
est resté constant entre 1960 et 1970, quelle était la population de 
cette ville en 1965 ? 

b) Dans l'hypothèse où le pourcentage d'accroissement an-
nuel  de  population  est  resté constant entre  1960 et 1970, quelle 
était la population en 1965 ? 
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Exercice 4. 

al On veut remplacer les résistances RI et R, par deux résis-
tances R égales de sorte que l'intensité 1 du courant dàns le circuit 
principal,  entre  A  et B, ne change pas.  Déterminer la valeur de  R 
dans les deux cas : 

1) 
A B 

RI  R, 

RI 
2)~  
A~B  

R, 

b}  Même  question  en  remplaçant  les  résistances  par  des 
condensateurs Clet C, . 

II 

Exercice 1. 

On  donne un couple  (x, y)  de nombre réels strictement posl· 
tifs et on désigne par a,  g,  h leurs moyennes arithmétique, géomé·  
trique et harmonique.  

101  A  quelle  condition sur x  et y  a­t­on  a =h, h  g,  g = a?  On  

3

suppose dans la suite de l'exercice que : x < y.  

2°1 Montrer que: x < h < g < a < y  
0  1 Montrer que g est moyenne géométrique de h et de a.  

40 
1 Montrerquea­g> g­h. 

Exercice 2. 

Soient m  un  nombre réel strictement positif fixé, x et y deux 
réels  tels  que  x + y = m.  Les  moyennes  arithmétique,  géométri. 
que,  harmonique  de ces deux  nombres  x  et y  sont alors des fonc- 
tions a, g,  h de x, définies SUr [0; ml.  
l)  Etudier les  fonctions  a,  g,  h  et tracer  leurs courbes représenta·  

tives. 

Z)  DétermÙler  la ou les valeul1!  de  x  pour  la ou lesquelles la fonc-
tion g ­ h passe par un minimum; déterminer ce minimum. 
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Exercice 3. 

Soient (x.) et (Yk) deux suites finies de nombres strictement 
positifs. On appelle X et Y leurs moyennes arithmétiques respec· 
bves. Soit (gk) la suite des moyennes géométriques de Xk et Yk' 

A quelle condition la moyenne arithmétique des gk est·elle 
égale à la moyenne géométrique de X et Y ? , ' ~ "" .' 

Exercice 4. 

Soit (Xk) Une suite finie de nombres réels distincts 
(k 1,2, ''', n) affectés de coefficients "k strictement positifs. 

Montrer qu'il existe un nombre a tel que L 
n 

"k i Xk a 1 passe 
k=l 

par un minimum. 

Le nombre est-il unique? 

Exercice 5. 

Soit le polynome 

f(x) (a + xa')' + (b + xb')' + ... + (k + xk')' . 

a) Etudier son signe 

b) Qu'en déduire pour son discriminant? 

c) Démontrer que: 

d) Etudier le cas particulier où a' = b' = ... = k' = 1. 

e) Montrer que le carré de la moyenne arithmétique de n 
nombres est au plus égale à la moyenne arithmétique de leurs 
carres. 

Exercice 6. 

Le but est de montrer que la moyenne géométrique de n 
nombres est inférieure ou égale à leur moyenne arithmétique, 

Première démonstration  : 

Montrer que si le produit de n nombres strictement positifs 
est égal à l, leur somme est supérieure ou égale à n. 

Indication: ceci se démontre par récurrence, en remarquant 
que si le produit de n nombres strictement positifs est égal à l, 
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alors ils sont tous égaux à 1 ou bien "un au moins est strictement 
supérieur à 1 et un autre strictement inférieur à l. 

Deuxième démonstration: 

1.  Montrer que si la propriété est vraie pour n = k, alors elle est 
vraie pour n = 2k. 

2. Montrer que si la propriété est vraie pour n = p + 1 alors elle 
est vraie pour n = Il : on calculera pour cela 

P 'Y •'"="­­­­:::-
X, •••• x.yx, .... x •. 

et on utilisera les règles de calculs sur les puissances ration. 
nelles. 

III 

Exercice préliminaire. 

On dispose de feuilles de papier millimétré. x, et x, dési· 
gnent deux nombres strictement positifs. 

x l   + x 2 

al  On pose m. =  j  1 2 '. Tracer la courbe représenta· 

tive Q de la fonction q : x 1­­­ x' de R! dans R et se servir de Q 
pour déterminer graphiquement une valeur approchée de m. (on 
prendra par exemple XI =  1,8 et X, =  5,4). Remarquer que la 
construction de m. traduit sa définition: 

m. = q' [q(x,) +2 q (x,) l 

bl  On pose m. =='-;:--"1.., m. =  ~ et on définit mh
2 

Déterminer des applications a, g, h de R! sur un ensemble 
de R que l'on déterminera pour chacune, telles que: 
m. = al [ a(x, ) ~ a(x, ) l , m. =  g l (g(xd ~ g(x,) 1 

mh  =  li l  [h(x,J + h(x1) 1 
2 
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Tracer les courbes représentatives de a, g, h et s'en servir pour 
déterminer graphiquement des valeurs approchées de m., m" mh 
(on prendra X, 1,8 et X, ; 5,4), 

Commentaire : 

A la suite de cet exercice, on peut définir les moyennes arith­
métique, quadratique, harmonique, géométrique de n nombres 
XI, ... , X. (strictement positifs). 

mq =  Jxi + . ~_~--+_M;(r 
n n 

.' ­,..__n"",_,,­

l + ... +1­
x. 

n 

exp Log X, + ... + Log Xn . n.."rx;-:.:X-~ 
n 

On remarquera que chaque moyenne est définie comme l'an­
técédent de l'équibarycentre des images des nombres Xi (i E [l,n II 
par chacune des applications a, q, h, g. 

On pourra alors poser: 

Problème. 

On donne n nombres réels strictement positifs X" ... , Xn • On 
se propose de comparer leurs moyennes arithmétique, quadrati­
que, harmonique, et géométrique. 

1. On prend d'abord n; 2. 

. ~ Xl + X2 2
al Comparer m" et mq reVient a comparer ( 2 ) et 

x 2 + Xl 
1 2 " c'est·à-dire, l'image par q de l'équibarycentre de x, et X, 

et l'équibarycentre des images par q de x, et x, : le faire par 

le calcul algébrique. Vérifier graphiquement en prenant X, ; 1,8 
et X, = 5,4. Marquer sur le graphique le point M de coordonnées 

( X, +2x, ,(x, +2X2)') P\ puis le point de coordonnées 

1
1 X, + X, xi +xi  )

2 .'. 2 
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Montrer que P appartient au segment joignant MI (XI, xl) et 
M, (X" x~ 1. 

b) Comparer de même ma et m., puis ma et m•. 

2. a) Donner des exemples de fonctions pour lesquelles l'image 
de l'équibaryœntre de n nombres est l'équibarycentre des images 
de ces n nombres. 

b) Soit f une telle fonction. Montrer que : 

If k E [0,1], f(k XI + (1 k) x,) k f(x.) + (1 - k) f(x,) 

Faire un graphique en prenant XI 1.8; x, 5,4 ; k = ~. 
1cl Pour XI = 1,8 ; x, 5,4 et k 3"' comparer: 

a [k XI + (1 k) x,] et k.a(x,) + (1 - k).a(x,)  

q [k XI + (1 - k) X, ] et k.q(x, ) + (1 k).q(x, )  

h [k XI + (1 - k) x, 1et k.h(xt) + (1 k).h(x,)  

g [k x, +  (1 - k) x,l et k.g(x,) +  (1 - k).g(x,)  

Qu'en est-il pour des valeurs quelconques de XI et X, ? 

3. Définition: Soit I, un intervalle de R. Une fonction f  définie 
sur l est dite: 

al convèxe si et seulement si : 

V(Xl.XÛE 1 XI,'dkE[o,l],r[kxl +(1-k)x2]~kr(:Jq)+(1 k)f(Xl). 

b) concave si et seulement si : 

"il t"l,xÛE1 x l, 'fi kE[o.l]. r[klq +0 k)x:d;;.ïtk f(,'t) +(1 k) f{Xl}. 

Question: 

D'après l'étude graphique de 2.c), q et h sont.... : le démon-
trer.  Que peut­on dire de l'application a?  D'après l'étude graphi-
que de 2.c), g est concave sur R,*  : le démontrer. 

*   On  peut ne  rien  dire  :  la démonstration de la concavité de la 
fonction  g  (Logarithme  népérien)  est  un  vrai  sujet  de 
recherche. 
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**  On peut proposer la démarche suivante : 

1) Montrer que démontrer la concavité de g sur R! revient à 
démontrer que: pour tout nombre réel k compris entre 0 et 
1 et tout nombre réel x de R!, kx +  l - k;;' x~, 

2) Soit k élément de [0,11. 'P~ : x ~ kx + l k de R: 
dans R. et >ir~ : x - Xk de R! dans R. Comparer suivant 
les valeurs de x, 'Pk (x)  et >ir k(x) , 

Comparer rx 'Pk(tl,dt et (X >ir.(t) dt, 
.. 1 ~ 1 

3) Conclure, 

***  On peut proposer une autre démarche (exercice d'expo-
sition),  en  remarquant  que  :  dire  que g  est concave sur R! 
équivaut  à  dire  que si  x,  x,. x,  sont strictement positifs tel. 
que x, < x < x, , alors: 

Coefficient  directeur  de  M, M;;'  coefficient  directeur  de 
M, M,  ;;.  coefficient  directeur  de  M  M"  (avec 
M, (x, ,g(x , )), M (x, g(x)), M, (x"  g(x, )), 

x 

Pour cela: 

Logx'  Logx d  * d  R  .,Montrer  que x  ­ ,  e  R+  ans  est  decrolSSante x­x 
sur  lx, 0 < x < x·\  

Montrer  que x·  _  Lo~' ­ Logx  de  R! dans  R est décroissante  
x  ­x 

sur  Ix', x·  >  x> 0\ 

On sera amené à démontrer que: 

'ri  (x,x')e ftt X Kt, x < x' ~ l,  < Logx',­ Logx <l, 
x  x -x x 
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Cela résulte de ce que pour t tel que x < t < x', on a 

.1, <1 <1.. On obtient alors la double inégalité précédente par 
x x 1 
encadrement de la valeur moyenne de la fonction t  ­­ t  sur 

lx,x']. 

****  On peut proposer en préliminaire: 

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle 1 et 
telle que: 

v  X  E  1, f" (x) > O. 

a)  Soit x" un réel, appartenant à i ; soit k E  [0 ;1]  et g la 
fonction définie par : 

g(x) = f(k x  + (1 ­ k) xa) ­ k  f(x) - (1 ­ k) f(x.). 

montrer que g est définie sur 1, puis que g est dérivable sur 1 
et calculer g'(x), 

bl Montrer que si x < Xo  alors g'(x) > 0, que si x > Xo  alors 

g'(xl < 0 ; en déduire que: 

V xE R, g(x)';; 0 . 

cl Conclure que f  est une fonction convexe sur L 

4, a) Montrer par récurrence que si f est convexe sur l, alors: 
, n X, +  '"  + Xn f{x, ) + ". +  f(xn )

V (x, , ... , xnJ El, f(  Il  1.;;  n 

Quel résultat peut-on énoncer dans le ~as où f est concave? 

bl Comparer alors les moyennes quadratique, harmonique, et 
géométrique de n nombres Xl' .. , X n strictement positifs à leur 
moyenne arithmétique. 

c) Comparer la moyenne harmonique et la moyenne géo-
métrique de n nombres strictement positifs. 

dl  Comparer  les  différentes  moyennes  entre  elles.  Y­a­t­il 
entre elles une relation d'ordre total ? 

5.  Généralisation: 

Soit à comparer deux moyennes 

mr  = f'  (t :(Xi»)  et  mg  = gl  (t :(Xi») 

­ 568 

Bulletin de l'APMEP n°314 - Juin 1978



où f et g désignent deux fonctions continues et strictement 
monotones sur le même intervalle 1 et x" ... , x., n nombres de L 

Montrer que cette comparaison revient à étudier la convexité 
­1 

de gof sur f(l) . 

Commentaire: 

1)  m, = m. ~ 3 (a, P) ER· X R, f  = ag + P 
ce qui traduit l'invariance de la moyenne par changement de 
graduation sur la droite affine R. 

­1 
2)  m,';; m. '"", (g croissante et gof convexe sur f(l)) ou 

1 

(g décroissante et gof concave sur f(I)). 

P.S. Quelques jours après avoir rédigé ce qui précède, je suis 
"tombé", à la bibliothèque de l'IREM, sur le numéro de la revue 
américaine "The Mathematics Teacher" daté de janvier 1977 qui 
COnsacre trois de ses articles à des activités (très différentes de 
celles proposées ici) sur des moyennes ... Preuve que le sujet est 
riche de possibilités. 

Sur l'équivalence de certains axiomes 
d'un corps ordonné K (et du corps R) 
par 1.  RIHAOUI, Université Claude Bernard,Lyon. 

O.  Introduction 

Sur un ensemble muni d'une structure donnée, il est intéres-
sant, à divers  points de  vue, de  pouvoir exprimer sous différentes 
formes  équivalentes  un  axiome supplémentaire de cette structure. 
Dans  le  cas  où  l'ensemble  considéré  est  muni de  plusieurs  struc-
tures  interdépendantes,  il  est  aussi  intéressant  d'examiner  si  un 
axiome  de l'une de ces structures  peut se  traduire par  un  axiome 
équivalent défini en  fonction d'une autre structure.  On peut aussi 
chercher  à  exprimer  la  conjonction  de deux axiomes concernant 
deux  structures  différentes  à  l'aide  d'un  troisième  ne  falsant 
intervenir qu'une structure unique. 
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