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ETUDE

Les nombres de Fermat
par Jean DE BIASI, Université Paul Sabatier, Toulpuse.

Ce sont les nombres Fy, de la forme 2¢2%) 4 1 oli n estun
nature! quelcongue. Fermat les croyait tous premiers, Enler lui a
prouvé le contraire en montrant gue F. est divisible par 641 ;
actuellement, on sait que 46 de ces nombres sont composés (I
plus grand d’entre eux étant F,,, .} et on conjecture gue pour
fout n> b, F, st composé [probléme toujours ouvert ! ).

Noue présentons ici une élude élémentaire non exhaustive de
ceg nombres. (Sauf mention conbraire tous les nombres considérés
sont des naturels).

1. Pourquoi étudier ces nombres ?

Théoréme 1 : 8i a™ + 1 est premier, m est une puissance de 2.
En effet, si m n'est pas une puissance de 2, m admet au
mioins un diviseur impair d > 3 ef par suite !
a"+1 = dq+1 e [aq }d’!“l - (au+1}(aq(d—1)__,, aﬂl(d*%)ﬂ__;_l)
(en vartu de l'identité _
X+ 1= (x+1) (33 1—x%"24 3334 _+1) valable par tout d
impair} et a® + 1 est composé,
Aingi a™ + 1 ne peut étre premier que 5i m est de la forme
25 1 € N. II parait donc naturel d’studier les plus simples de ces
nombres c'est-d-dire ceux qui vorvespondent & 2= 2 et en
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particulier de se demander si réciproquement les nombres

2(2™) 4 1 ne seraient pas tous premiers.
Ce que fit Fermet.

2. Pourquoi Fermat croyait ses nombres premiers ?
Théoréme 2 : Quel que soit n€ N, ¥, divise 37— 2
Comme pour tout n€ N, n+ 1< 2° alors 2°*7F | 22™) o
comme par gilleurs pourtout k€N, x—1|x—1lona:
Fn i {2(2“) - 1) (2(3"')“1); 2(2‘1+1L1 | 2(23(2'1)___1) = 2Fn__2
(1.e symbole “a | b” est utilisé pour “‘a divise b”’).
Le ‘“théoréme™ chinois : Si m divise 2™ —2 alors m est premier.
Ce résultat est foux comme le montre exemple m = 341.
{341 n'est pas premier puisgue 341 = 11 X 31},
2%41—g = (28)*8 22 = (1) .2—2 = O (1)
d'ol 2241—2 = 0 [341)
2341 9 = (25)88 9.2 = (—1)%8 2-2 = 0 [31]
mais comme il est vrai pour tous les naturels inférieurs a 341 onl'a

longtemps e vrai (Fermal en particulier d’oh sa conjecture :
“Tous mes nombres sont premiers™).
Cela est vrai pour
Fq mﬁ’ F; =5, F-; "31?, Fg«—"—-25?, F‘ “—“65537
mais il est faux pour F; qui est divisible par 641 comms l¢ montra
Fuler. Voici une démonstration relativement simple de ce résultat
historigue :
641 = 5% + 2% | 228 (5442%) = 2%% 4 54 2?6
841 =527+ 11(5.274+1)(5.2™—1)=522 +—1§(5*.214—1)(5*.21*+ 1)~
54.22%—1,
d’oix 64112%%2+5% , 228 — (54 228 —1)= P, .
(Remargues : Le résaltat ¢ “si m est premier m divise 2@ —27
ost vrai et découle du petit théoréme de Fermat (voir plus loin).
Les nombres m gui divisent 2™ —2 sont appelés nombres
pseudo-premiers),

Mais pourquoi penser 2 641 comme divisenr possible de F; ?
En étudiant la question suivanie :
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3. Quels sont les diviseurs possibles des nombres de Fermat ?

La réponse ne peut étre apportée qu'aprés avoir rappelé
quelques résultats.
Theéordme 3 : 8i ¢in) représente le nombre deg entiers naturels
inférieurs d n et premiers avec n ef si g est un noturel premier
avec n glors a®*? — 1= 0{n].

(Ce théordme est dii & Euler et ¢ {n} est appelé indicateur (ou
indicatrice} d’Euler de n — voir (V).

En effet, dans Z/, 7 la classe de a appartient au groupe des
éléments inversibles, groupe d'ozdre o(n).

{Remarque : un cas particulier du résultat précédent est le peiit
théoréme de Fermgt oblenu pour n premier ; dans ce cas
w(n) = =1 et par suite : s n est premier et ne divise paz a , alors
¢" "1 —1=0¢(n)

Théoréme 4 : Si {a A n)= I la congruence ¢ — 1 = 0 [n] a une
infinité de solutions : ce sont fous les nombres k8 o k€ Net
& est lu plus pelite solution.

(aAn estlePGCDde 2 ot n ),

5 est l'ordre de la classe de a dans le groupe des éléments
inversibles de Z/,7 .

Comime w{n) est une solution de cette congruence, il vienst Ie

Corollaire : La plus petite des solutions naturelles de la congruence
a* — 1 = 0 [n] est un diviseur de Uindicgteur d’Kuler ofn} de n .

Théoréme 5 : Soif a un nombre pair et n un naturel gueleongue.
Si p est un nombre premier divisant o'*"! + 1 alors p estdela
forme 2°*% _p+1.

Comme p I at®*®) &+ 1, p divise
al®*"h 1 = a%")41) (a®™—1) mais p ne peut pas diviser
82" car sinon il diviserait a/2"74+1—(a'?¥}—1)= 2, par
sugite p serait égal 4 2 ce qui est impossible puisque pour a pair
2%} 1 1 est impair. Si 3 est alors la plus petite solution de
a* —1=0[p] dont une solution est x = 2% on a §120°%),
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Mais comme & =2 ou 8§ < 2% est impossible, on a done
3= 2771 Le théoréme de Fermat impliqgue alors
a® ! ~1=0{p] do Sip-l, soit 2°}ip—1 et enfin
p=22"t g+ 1 :

Amnsi, pour ¥y les diviseurs premiers éventuels sont de la
forme Gdk + 1 et 641 = 64.10 + 1. Mais il est possible de limiter
encote les recherches en améliorant le résultat précédent grace au

Thaoréme 6 : Pour n> 1 tout diviseur du rnombre F, est de la
forme 2% B+ 1 R E N.

H suffit de démontrer ce résultat pour les diviseurs premiers
de F, car un diviseur quelconque de F,, est un produit de diviseurs
premiers et

(22 b1 2 Ay = 2R PRt Rt R o h = 2R B

Soit slors p un diviseur premier de F,,.

La démonstration du théoréme 5§ dans le cas a = 2 montre
que 2°*1 est Ta plus petite solution dans N de la congruence
2* — 1 = 0[pi ot le théoréme & lui-méme montre que p estdela
forme 2**! k+ 1. 8i "on suppose alors n> 1, p estdoncdela
forme 8q + 1.

Considérons alors la suite de nombres (1,2, ... p—1)= § .
Comme Z/p7z st un corps (avec les opérations addition et
multiplication)}, pour chaque x & 8 il existe y& 8 tel que
X.,vE 2|pl et il est immédiat gue x, % x, impliqe y, # v: .

Peut-on avor x = y, c'egt-A-dire exisle-t-ii x€ § tal que
x' =2p]?

Si la réponse est affirmative, on dira que 2 est un résidu
guadratique modulo p.

Remarquons d’abord que si un tel x existe, p — x est aussi
de ce type puisque (p ~~x)* = x* [p] et ensuite gu’il n’y en a pas
d’autres puisque pour tout z de ce type, on aurait x* = 2* [p]
doii pi(x—®)(x+2) e comme. X, 2 € 8 les seulet possibilités
gont z= X et z=p—x,

Donnons alors le résultat suivant, dont la démaonstration, un
peu savante, est seulemeni. esquissée :

Propasition 1 : Pour tout p premier de i forme 89t 1, 2 esi un
résidu quadratique modulo p.
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[Soient F, le corpsicommutatif) (ijzﬁ ) et F¥ le groupe
multiplicatif de Fy, F§ o5t un groupe d’ordre p—1 et par suite,
pour tout x€F¥ «*"1'=1; par allleurs, dsns F,,
{atb)? =g + ¥,

Admettons de plus que pour tout ¢orps commutatif K, il
existe un corps gigébriquement clos §) g appelé cléiure algébrique
de X, tel que K soit isomorphe 4 un sous<corps de {2y (fx joue
pour K un réle analogue a celui de C pour R). En particulier, dans
g ' tout élément de Qx " s n racines n-dmes 5i n n'est pas un
multiple de p . Ces racines constituent un groupe cyclique G ;s a
engendre G, on dit gue o est une racine n-éme primitive.

Soit x€F¥et aoityen*,p = 1% tel que 5= y?. Puisgue
p—1

2! ona x 2 =11 d'oi y*=! = 1. La condition “x est
un carré dans FF" équivant alors & v € FF, clest-ddire &
y? 7' = 1, car F, est dans Q2 I'ensemble des racines du polynome
XP —X, X

Prenons lecas p %= & 1 {8] et soit ¢ une racide 8éme primitive
de 1. On a donc o =—1 doit o +a % =0, soit

{fo+ta ¥ =2 Si I'vn pose alos y=a+a~!, Pélément
vEQ* vorifie y? =2 Mals comme y®=a® +a”?, i
p=8¢gt1l o = 1 , doll ¥Y* =a +a”! =y et comme.
y#0,y° 7t =

Ainsi pour p = Bq ¢ 1, 2 est bien résidu guadratigue module
p.
Remarque ! : On pourraif établir le résultat pius fort suivant

p premier 2 est un résidu

p=z1[8§] quadratique modulo p

en vérifiant que pour p=E+ 3 [8] '8ément v = a + a~ ! est tel
gue ¥ = Zet ¢* = —y,

Remarque 2 : Cetle démonstration est inspirée de {1V} ; celle de
(V) esi plus élémentaire mais bien plus longue.}

Dans le cas présent, 2 est donce résidu guadratigque modulo p.
Par suite, dans 8§ tous les éiéments sauf deux de la forme x,
p—=x avec x' = 2[p] peuvent &ire groupés par paires du type

%, ¥l avee x,.%, = 2{p]. Commeil v a 4%1—1 paires de cetie
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forme, on en conclut que :
p—1 o]
== Lo
(p—1)t =2 32 E(p—x)= ~2 (2]

or, d’aprés le théoréme de Wiison, on sait que pour tout nombre
premier p,(p—1)! est congruda — 1 modulo p d'oik:

po-1
{p~1)! = —1iplquiavec(p—1)! =—2 ¥ [p],
p—1 ¥

donpe 2 * —1=0{p}.

1
% egt done une solution de la congruence 2* — 1= § {p}l, mais

comme 2%°1 sst ia plus peiite de ces solutions dans N, le
théoréme 4 permet d’écrire :
gntt iP:;" dont 2°72 {p—1 soitenfin p=2""F R+ 1.

Applications
o Fo =235 4 1 ostil premier ?

Les diviseurs premiers éventuels sont du type B4k + 1 et il
suffit disssayver ceux qui sont inférieurs & J%;, c'est-a-dire
inférieurs 4 22, Le seul vérifiant ces conditions est 193 et comme
F4 = 65537 n'est pas divisible par 193, F, est premier.

. F = 202°4 4 1 est-il premier ?

Les diviseurs premiers éventuels sont du type 128k + 1 et les

deux premiers s'obtiennent pour k= 2 (267 et k = b {641). On

démontre alors que 641 | Fy et par suite F; est composd, En fait,
Fs = 641.6700417, ces deux facteurs étant premiers,

. Fy o= 23°F 4 1 ggteil premier ¥

Les diviseurs prempiers éventuels sont de la forme 256k + 1 et
le premier i convenir est obtenu pour k= 1071 et vaut 274177,
Ainst, F, est composé (Résultat dia a4 Landry en 18BD) et est,
comme F;, produit de 2 nombtes premiers,
Remarque : Le théoréme 6 ne permet & hui tout seul de répondre &
la question :
“¥, est-il premier ou non ? ' que ¢ le diviseur i étudier, de la
forme 2° %% k + 1 ne correspond pas & k trop grand. Par exemple,

pour F, et P, malgré de nombrouses tentatives, on n’s pas encore
réussi & trouver des facteurs premiers de ee nombre, cependant,
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Morchead et Western ont démontré en 1909 gu'il Stait composé.
Leur preuve utilise, pour la démonstration, le résultat suivant (voir
V¥:

F n i

Proposition 2 : (¥, premier} 3 2 +1m0[F,)
qui permet, grice & Uintroduction des nombres r; suivants ¢

r,= 8, Yy, =1} i=1,2, ..

(on d'une facon générale, t désigne le reste de la division de F,
par 1} pour lesquels une récurrence immédiate montre que F,
divise :

1

i......
at? ) oy

3
que! gque soit i ce gui pour i=2" monire que
Fa—1 ¥p—1

F,o18 * —pusoif 3 2 + 1=ryn+i [Faldese ramener
a Pétude des congruences n; + 1=0[F,] pour i variant de 1 &
2". Pour F, cela exige le ealeul de 128 carréds de nombres d'au plus
39 chiffres puis la division de ces carrés par F, lequel a 89 chiffres,
Certaines caleulatrices sctuelles effectuent res opérations sans
difficulté mais ayons une pensée admirative pour ceux qui, au
début du siéele, les effectudrent ““a la main”.

4. Comment st-on pu établir que F, 4.5 est comiposé ?

{Ce nombre s’écrit en base dix avec plus de 10?2 chiffres 1 )

Ses diviseurs premiers possibles sont de la  forme
28347 ¢ + 1 mais pour k=1, 2'%%7 4 1 est divisible par 3 et
done composé, pour k= 2,22%43 + 1 = (29)*7 4 1 est divisible
par 2* + 1, donc composé, pour k= 3, 28947 3 4+ 1 est = 0[5]
(car 2* = 1{5] d’ox

ZI4T 34 1= (2488 2% 3+1=2%.3+1=0[5)
donc composé, pour k=4, 21947 44 1= 21940 41 esm
divisible par &8 donc composé,

Le premier diviseur premier possible est donc 2*9%7 5+ 1
{qui sécrit avec 5B7 chiffres! ). Mais diviser F,g45 par
21847 5 4 1 ne paraft pas réalisable.

Introduisons alors les nombres r;; i=1,2,8... définis par
=2 =t =0, .. o0t 1] désigne le reste de Ia
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division de rf par m= 219475+ 1, Un raisonnement par
récurrence, élémentaire, montre alors que m divise 22" —y
pourtout i=1,2, ... Do :

m= 2297 541 | Frgas ™ Trgas~l

et Flgas ®Tigex + 121747 5+ 1]

Pour voir si m divise Fyg945, 4 “suffit” done de former la
suite des nombres 1;, 1 = i < 1945, chacun d'eux avant moins de
587 chiffres {ce qui au passage nécessite le calcul de leurs carvés
lesquels ont moins de 1176 chiffres}, Certnines machines actueles
sont capables d’effectuer ces caleuls ef elles ont conclu par
Taffirmative :

22947 ,5 + 1 divise F1945 done F;g;s estcomposé H

Pour les amateurs, signalons que F;,; (lequel 5'écrit avec
environ 39000 chiffres) est le plus petit nombre de Fermat dont
on ignore encore s'il est premier ou non.,
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PFacteurs de ¥, 5« m « 22

m Facteurs premiers
5 841
& 6700417
6 274177
& 672804%1310721
T DOB49R891I27417217
T HT046882006381 20054721
B e
9 2424833
9 ¥
10 45592577
10 6437031809
10 o*
11 319489
11 974849
12 114689
12 28017793
12 6B3786629

12 1902741915361
12 2718954639861
4 ¢
15 1214251000
i B2B7asEM

Y

18 13831488
19 70525124609
19 646730218521

20 7
21 448529642813
22

? HNature de Fy, inconnue
¢ Nombre eomposd

Date  Découverta par :

3732 Ealer

1732  Ealer

1880  Landy

1880 Landry, Lelasssur, Gérerdin
1970 Morrison, Briflhart
1870 Morrison, Britthert
1869  Morehead, Wertern
19033 Western

1887  PBrilthart

1953  Belfridge

1962 Brillhart

1967 Brilthart

1899  Cunningham

1899  Cunningham

1877  Luvess, Pervouchine
1903 Western

1303 Weatern

1974  Haliyburton, Brilthart
1974  Heflyburton, Brillhert
1861 Selfridge, Huorwitz
1925  Knaitchik

1953  Selfridge

1903 Western
1962 Riesel
1963  Wrathall

1863  Wrathall

Connaissances actueiles

¥ ¥ !334

1,2
5,8,7
18*, 11, 12, 19, 30, 38

84,13, 15,186, 18, 21, 23, 25, 26, 27,
32, 36, 89, 42, 52, b6, 58, 83, 73, 77,
81,117, 1285, 144, 150, 207, 226, 223,
250, 267, 268, 284, 316, 452, 1945

8,14
17, 20, 29, 24, 28, 29, 31, ete.

Noture de ¥y,

Pramier

Compasé et somplétement factoriaé
Deux ou guatre” factears connus
{+ cofacteur eat comnoné)
sedement un facteur premier connu

Lomposé mais pas de facteur connu
Nuturs inconnuye
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